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De  potestatam'  periodis,  radicibos.  primitivis 
residuisque  quadraticis. 

Anetore 
C.  F.  Arndt 

.  f     math.  stud.  in  ünlversitate  licteraria  Grypbiswaldenal, 

.1  ■  .  ^  


Qöoiiiaai  io  diaavirendis  rebus,  quae  ad  nnmerorDm  spectant  dbe- 
triaam,  occupatus  nirte  d^exi,  de  residuis  quadraticis  tbeoreoiata 

similiima  iis  cxstarc,  qune  de  potostatuin  pcriodis  radicibusque  pri- 
mitivis per  viruai  clariss.  Gauss  in  lucem  prodierunt,  ut  vidcre  li- 
cet io  ejus  Disquia.  Arithm.  pag.  73  sqq.,  ßncm  in  sequentibus  mihi 

Sropoani,  nt  arctissimuin  borura  theuremutum  Tlnculum,  ,qaatenua' 
cri  possit  patefaciaai.    Uuaerenti  mihi  in  l)nc  arena  etiarn  nuta  ae 
obtulit,  ex  qua  facillime  dijudicari  po.ssit,  utruin  iu  coogruentia 

.  •  1.2.3,4  l)==d=l(mod.;;) 

desip^nantc  p  numerum  priinum  formae  1ä-+-3,  signo  superiorc 
utenduin  sit  an  inferiore.  Uuudsi  vituperes,  quod  praeter  nova 
etiaui  satis  nota  receperim,  tauieu  novis  adüibitis  pleruuique  demon« 
stnindi  aietbodia  atudioque  reai  it«  iostitnendi  nt  latina  pateant 
tbeoremata,  excusatum  me  esse  velitn.  Sed  longiores  sumus  quaat 
necesse  est  et  nc  verbis  soluin  attingamus  ea  quae  volunius  osten- 
dere,  ad  rem  ipsani  veniaoius.  Initium  auteitai  facieDdum  erit  cum 
prupositiooe  jani  ab  Bndide  iaveata  et  in  doekriba  nnmerornai  band 
dabte  menoratn  dignisaima. 

A.    De  numeris  primis  in  Universum  agitur. 

§.  1.  Numerus  quicunquc  priraus  qui  neque  unuro  ne- 
qae  alternm  duorum  numerorum  mctitur  etiam  produ- 
cta» born«  non  metietur. 

Demonatratio.  Ut  demunstraadi  metbodus  latina  pateat,  assn» 
roamns  utrumque  numerum  datum  numero  dato  primo  esse  majorem, 
et  designemus  numerus  datos  per  (t.  numerum  prirnum  per  p. 
Residua  illorum  ex  divisiooc  per  p  relirta  siut  a,  ita  ut  eos  boc 
'modo  liceat  exbiberi  «  =  «0^  +  «,  bz=.np-\-^^  nbi'nterque  p 
Minor  qnaoi  p  atqae  na,  n  annt  integri.  Prodnctnai  igitnr  mb  for* 
11.  1 
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mam  habebit  kp-\-aß^  quam  ob  rem  si  aO  per  p  divisibile  esset, 
etiam  protfnetim  aß  per  p  divisibile  esse  oporteret.  Itaqae  res  eo 
reducta  est,  nt  deBOnatretor,  numerum  prinum  p  produetum  aliqnod 
aß  mctiri  non  posse,  cujos  factores  ambo  sunt  miDores  quam  p. 
Hoc  vero  ita  probamus.  ' 

1.  duplnm  tpsins  ß  vel  2/?  per  p  divisibile  esset,  numeruin 

2/9 

iotegrum      uoituti  aequivalere  opurteret^  quoaiam  ß<ipi  2ß'^2p, 

^<<2.  Neqae  vero  aei|DaCio  2ßs=p  loctfn  habere  potest,  qnia 

tum  naaeniB  primus  impar  p  per  2  divisibilis  esset. 

2.  Gtiam  triplun  ipsios  fi  vei  3/?  primus  p  non  metietnr.  Neu 

Sit 

ai  fieri  posset,  nameron  integmm      nut  1  esse  oporteret  aot  2, 

3  ?  35 
quo  mam  3jS<3;»,  atque  ^<3.    Si  vero  baberetur  aequatio  — =1 

vel  3ß=:pf  ipse  p  per  3  divbibiiis  esset,  quod  fieri  neqait,  quia  p 
non  est  3  ex  suppoftitione.   Si  deniqne  esset  -^=2  Tel  Zß^sSp^ 

ipse  2p  per  3  dividi  posset,  quod  primo  casui  rcpugnat 

3.  Uiiia  p  productum  2ß  unn  nietitur  secundum  1.  etiam  ex  eadem 
causa  2  .  'iß  vel  Aß  metiri  nequit. 

4.  Quando  bß  per  p  divisibile  esset,  nna  barum  aequationom 

locum  habere  deberet  —  =1,  ^ss:2,  ^=3,  —  =  4,  nuoniam 

p  P  V  V 

Xyß'fC.^^P-  In  priori  casu  esset  Op^p  atque  p  per  5  divisibilis;  at- 
qui  p  non  est  5^  num  valores  ipsius  a  semper  suut  mioores  quutu 

PI  ia  secuudo  casu  baberetur  5^  =  2/;  atque  y  ioteger  contra  l., 

in  fterdo  casu  5/9 =3/»  atqne  ^  integer  contra  2.^  in  quärto  deni» 

qne  casu  ^ß  =  ^p  atque  y  integer  contra  3.,  ergo  p  prodnctum 
■etiri  neqoit. 

5.  Uuomodo  ulterius  progredi  possimus  satis  intelligitur ,  sed 
ut  tbeorems  in  genere  demonstretnr,  assomarous  verum  ii  esse  pro 
Omnibus  ipsius  a  valoribna  indc  ab  2  usque  ad  primum  qaencnnqne 
ipso  p  minorem,  ita  tarnen,  ut  inter  huuc  et  p  alius  etiam  numerns 
primus  p'  exstet.    Priorem  desiguemus  per  /A 

Jam  dico  pro  omnibos  factoris  a  valoribus  inter  p"  et  p'  theo- 
rema  nostrum  valere  nec  minus  pro  ipso  p'  quem  nomero  primo  p^' 
proxirac  majorem  esse  accipiamus.  Nam  si  quicuaque  numerus  com- 
positus  inter  primos  //'  et  //  in  fuctnres  primos  buc  modo  resolvitur 


vero  ex  suppositione  thcorema  valet  pro  ji,ß^  ergo  pro  A.Aß=zA*ß^ 
liinc  pro  A .  A*ß=A'ß,  universim  pro  A^ß.  Quo  facto  propositio 
valebit  pro  A'^ß  .  n  =  A''ß  .  ß,  l.inc  pro  A"B  .  ß  .  B^uhU^ß^ 


Vax  revera  prodnctnm  A^B^O . . .  per  p  non  divisibile  esse.  Nune 
deniqne  etiam  p'ß  per  p  non  divisibile  erir.   Nam  ai  lieri  posset^ 

v'ß 

numerns  integer^  nnus  ex  bis  esse  deberet  1,  2,  3, . . —  1, 

p'ß 

qnoniam  ß<iPi  p'ß-^p'p,  ^<,f^*  Brit  igitnr  pfß  aut  p^  ant  %p^ 
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tat  3/9,....  nnt  (p' — l)p.  In  priori  casu  ^,  esset  fiuinerus  integer  q.  e. 

0.  qnia  p  nun  est  p'  Ht([uep  primus.  In  secundo  casu  Iiabcrctur  numerus 
2» 

integer       contra  1.  \el  su|)p.,  io  tertio,  quarto,  quinto,  etc.  casu 

Bmen  —„       ^)  •  •  •  essent  iDtegri  eoncra  ea,  qnae  tta* 

(nifliuB.  Hine  seqaitiir  ti  tbeoreHa  valeat  nsqne  ad  prodactaai  p^ß 

etiam  pt-o  pruducto  N ,  ß  renm  esse  designante  JVnumer.  quewnn- 
que  inter  //'  et  nee  niBiis  "pro  p'ß  ita  nt  iaier  pf'  cit  p^  oniaerM 
Bon  exstet  prioius. 

Jnm  yero  propositiottea  deaonstriTiaiiu  pro  prodoctis  2ß,  3/$, 
Aß,  S^;  ergo  (5)  valebit  pro  6j9  et  Iß^  hine  pro  Sß,  9^,  lÜß  etllß, 
hinc  pro  12^  et  13^,  ex  qae  lequitor  veraa  eaa  esse  pro  pro- 
ducto  uß. 

Alium  et  quidem  simplicissimum  deiuonstrationem  videre  licet 
ia  Disq.  Arithtnet, 

§.2.  Duoruni  nutncrorum  productum,  quorum  uter- 
qiic  ad  nua.erum  queacunque  p  est  priaus,  ipae  hie  noo 
metitur. 

BesoHalar  p  in  faetores  doos  pf  9k  q  qnoma  mraa  ff  ihI  nn* 
aerui  priaus  ita  nt  habeatar  pzsffq,   Quodsi  productum  aumero- 

rum  dntorum  q'uos  »,  h  voccmus.  per  p  divisibile  esset,  etiam  per  pf 
manifcsto  dividi  posset.  Ipse  autcm  nullum  borum  b  metietur, 
naai  ai  ex.  gr.  m  esset  aultiplam  Irajus  primi  ipse  p'  qnua  m 
tarn  p  metiretur,  quo  fncto  a  ^  p  divisorea  cooiaunea  bal»erent 
contra  hyp.  Krp^o  primus  neque  a  neque  h  metietur  neqac  igi- 
tpr  productum  (§.  1.),  quum  ob  rem  .ab  per  p  j^on  erit  divisibtie. 

CoroII.  1.    Si  quisque  nnaerorum  d,,^  Hd  ma. 

qnen'ennqve  ^  est  priaus,  bic  ipse  productum  abctf,  .'non  aetietnr. 
?(am  propositio  Tolet  pro  ad,  liinc  pro  iiiae  jftnm&ed, .  •  ergo 
Bsiversim. 

Cor  oll.  *2.  Etiam  putestas  aiiqua  puta  cujus  exponens  na- 
Siems  integer  positivus  ,  per  »Daema  qoeacunque  />  ad  0  priana 
divisibilis  esse  nequit. 

3.  Quandu  p  ad  <r,  r,  ...  est  primus  productum* 
qne  abc.,.  Z  per  p  divisibile  est,  per  p  divisibilem 
esse  oportet. 

Resolvatnr  p  in  faetores  priads  aeqoales  inter  se  veT  dirersos 
hoc  modo  //,  p"j  p"\  quorum  multitudo  ex.  gr.  sit  4.  Quia 

abc ,  per  p,  ergo  per  p'  divisibilis  est  p'  bujus  producti  facto- 
rea  Z  aetiri  debet  (§.  1.);  si  enim  Zvon  aetiretur  etiaa  «to..Z- 

,  ahc  •  •  2 

mctiri  non  posset.    Uua  re  poni  licet  Zz=,p'Z'  eritque  — — — 

abc     Z'  * 
=:  y  ''-'piY  nnnieriis  integer.  Sequitnr  prodnetna  abc . .  Z'  per  pf 

diviaibile  esse,  ergo  otium  Zf  {%,  1.)  ita  ut  poni  liceat  Ifsssj^V^ 

,^      ahe .  •  Z      ahc .  .TT  *    ,  ^  •    •  t  9u 

entqne  — ^ — =  -  ^■.^iv"  bw™«**««  integer.  Quia  igitur  <io0..Z^ 

ipse  Dum.  p"'p^^  metitur,  etiam  p'"  hoc  productum  metietur,  quam 

L  •    !•  rr,i  uirwin        -i.  ollC  .  .  Z  obc  .  ,  Z  " 

ob  rem  poni  licet  Z" zr^p^'Z/"  eritque  =  — -jk —  nume- 
rus integer.  Ponamus  denique,  quia  Z'^  iper  p'^  oividi  potcst, 
Z"'=zpf''Z'''  habebiausque  per  substitutionea  Z  =zp' Z' = p'p" Z/" 
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=  p'p"p"'Z'"=pffp'Y^Z'''=zpZ"'^  ergo  revcra  Z  per  p  divbi- 
bilis  est. 

§.  4.   Duo  nnneri  Mcuodna  fertiun,  quen  Semper  positivuin 

esse  oportebit,  congrui  dicuotur  aut  incoogrui  prouti  hic  illo* 
rum  ditferentium  metitur  aut  non  metitur.  Quorum  nuuierorum, 
quem  tertium  diximus,  utriusque  raodulum  cl  quidem  alteruiu 
alterios  reiidaam  anf  non-residuun  Toeeraus.  Gongraeotia 
Biffnan  hoc.  adapilatuin  est  (=),  ita  ut  si  num.  a  num.  b  sec.  mo- 
dutum  m  coogruus  est,  ita  scribeuduin  sit  a^h  (mod.  m).  Si  is^i- 
tur  uterque  0,  b  mioor  est  modulu  Iii  numeri  secunduni  m  cou- 
grui  eise  neqaeoat,  aiii  «s^,  Si  Tero  «r^-m^  ö<im  ipse  b 
erit  raidnan  ex  divisioae  numeri  m  per  ü  relictum.  Naai  qaaai 
a  —  b  per  m  divisibilis  sit  ponenduin  erit  a  —  bzzuk.m^  vcl 
a-=i  k  ,  m-\- b^  ex  quo  sequitur  b  esse  residuum  ipsius  a  per  m  - 
divjsi,  Si  deoique  b  num.  a  sec.  m  est  congruus,  ipsum  b  residuo 
ex  divisioae  aumeri  a  per  m  relicto  eoagraam  ea^e  oportebit.  Qai* 
Utas  Botioaibua  stabiUtis  patebit,  cuivis  aunero  m  in  aae  aerte 

1 

.  .   0,  1,  2,  3, — 1  i' 

residuum  responderc  secundum  modulum  m  et  quidem  unum  tan<i 
tum  modo  uempe  id  residuo  aequivalebit  ex  divisioae  numeri  a,  per 
m  relicti. 

Haec  residua  modnlo  niiaora  alieai  numero  coagnia  hnj,n8  real» 

dna  minima  sec.  mod.  prop.  vocantur. 

§.5.   Inter  tbeoremata  quae  statin  sub  aspeotum  caduot,  baec 

sunt  referenda. 

1.  Si  bini  anmeri  aec  Bod.  queacnnque  sunt  congrai 
etian  summa  priornm  aanaiae  poftteriorum  aee.  .ennden 
aiOd.  erit  cong^rua. 

2.  Quandu  quisque  duorum  numerorum  aliorum  duo- 
ram  caique  eongruua  est,  etiam  jpriornm  differeatia  po- 
ateriorum  congraa  erit  differentiae. 

3.  Productum  numerorum  quotcunque,  quo  rum  quis. 
que  aliorum  cuique  numerorum  congruus  est»  borum, 
ipsarvai  j^rodaeto  erit  coagroam. 

Sit  eaim  a-^b  (mod.  x»),  a!  =  b\  t^'^b"  etc.  eritque  pro- 
banda  congrueotia  anW  cic.=bö'b"  etc.  (mod.  m).  Quoniam  diff'e- 
rcntiae  a  —  b^  a'  —  b\  a' ' — b'\  etc.  per  m  divisibiies  sunt  (§.  4.) 
stittuendum  erit 

a  —  bz=:km,a'  —  l/  =  k'm,  t^~-b"  =  k  m,  etc. 

vel  .  * 

0=;Xr«i  +  ^,  al^k^m-^b',  a"  =  Xr"iw  +     etc.  ' 

nbi  k,  k\  k^  etc.  sunt  integri  Zera  non  cxciuso. 

Productum  rra'a'  etc.  formae  esse  Km-\--  bh'h"  etc.  facile  pcr- 
spicitur^  qua  rc  ditierentia  aa'a" — bb'b"  etc.  tormue  erit  at* 
que  per  m  divisibilis  i.  e.  aa'a"  .  .  =  bb'b",  . .  (mod.  m), 
'   4.  Quanda  eongrueatiae-  ^  '     .      '  . 

a^s 6,  c^ä  (mod*  m) 
a  i 

Lochhi  habent  atqne  -j-»      lant  integri  prodiMstiiniqae.«i# 
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•4  m  01t  pffiMiiB  etiaa  baec  Iocom  liabtbU  eüBgrneBtia 

7"  =      (mod.  m). 
Ex  3*  aequitur  ad=  ItCf  qao  facto  differentia  ad—  hc  tanqnaa 

l«r  at  -diTisibilM  forna  ezbibetoiir  km\  tum  erit  ^  yel 

m       b   hn 

e      V"'  cd' 

Jam  vero  cä  ad  sn  est  .primoi,  ergo  (§.  3.)  ^  per  erit  divi- 
■ibiib  atijoe  ^  iategeri  quam  ob  rem     —     mnltiplom-  erit  ipriaa 

«  i  e.      s     (med.  «•). 

§.6.  Numerus  indetei-minatus  ita  semper  potest 
determiaari  nt  expresiio  mop^B  leeaadsm  modalnm  m 
ad  a  prioium  cuivis  numeiTO  fiat  congrua  vel  quod  idem 
vnlet  congruentia  a:r  +  ^  =  r  (mod.  m)  aemper  poterit  re- 
loWi,  si  quideoi  «»  ad  a  est  primus. 

Conaideramae  prodneta  baee 

Oy  2<3F,  3«r,  4Äf, . . . .  (m  — 

dnuin  a  ad  «B  sit  primus  uulijuin  horum  productorum  per  m  erit  di» 
Hnbila^  aam  si  qacdcunque  illornm  Jba  (^<<a»)  ipse  m  aietifeiiir  • 
eüa»  A  per  m  divisibili«  esset,  quod  fieri  neqait  3^).  Et  quidem 
omnia  ftrodacta  sunt  sec.  m  incongrua.  8i  enim  duo  quaelibet  per 
Xiw,  A'!»  desigoamus  ita  ut  Xr-<lm,  X^<<^/«,  difierentium  A'a  —  A'a 
ssi{Jh — A-')a  ipsum  as  metiri  oporteret,  ergo  {A  —  Xr')  {§.  3.)  auod 
fieri  n'ei|ait  Horam  igitor  productorum  residua  miaima  es  din- 
liaBO-aoram  per  m  relicta  eruot  ordiae  aeglecta  baae 

1,  2,  3,  4,  ...aii<-L 

JuB  varo  differentiaa       ^  residuum  ■unimum  pAmtiviMB  inter  illa 

residua  oportet  ioveniri,  quam  ob  rem  c  —  6  ulicui  productoram,  da 
qaibus  agitur^  congrua  erit.    Sit  hoc  productum  Aa  eritque 

Ä-a  =  c  —  b  vei  Aa-i-b  =  c  (mod.  m). 

Cor  oll.  Uuando  a  et  «»  divisorem  comm.  babent  maximum  ß 
coogruentiae  aa:-^bmc  (mod.  m)  satisüeri  uequit  uisi  c—;-b  per 
i  est  divbibUis.  Nam  qonm  eaagrnentiam  baae  pro  modnlo\^  non 
■Idus  quam  pro  modulo  m  oparteat  lacum  babere,  unmems  e  —  6 
|wr  d  erit  divisibilis. .  Cataram  bI  raMlri  potest  ad  aliam  redacitor 

-       «_  *  —  b  ,    j  «t. 

ia  qua  -j  ad  madalam     est  anmanm  primaa» 

^  7.  Qaando  p  est  nomerns  primus  nameram  A  aon 

■letiens  pinrcs  quam  n  secundum  moduium  p  valores  in** 
congrui  variabilis  .r  neu  cxstaot,  qui  co ngrueii tiae 

.4a?»-|nÄJC^i+  C;rn-2+  etc.  +if'ü?+il^50 

eecundum  eundcm  mod.  satisfacinnt. 

'  1.   Si  n  unitati  aeqoiralet  propositto  oostra  ex  paragr.  praeced. 
illico  sequitnr.  -  •     ,  ... 
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2.  Si  vero  n  unitatem  supernt,  congruentiA  si  fieri  possit  plu- 
res  quam  exempl.  gr.  n-i-l  valores  admittat  incougruos  a,  ß,  y,  d 
etc.   Tum  erit 

Au'^  -f-  BtP^-^      Ca»-^  etc.  H-  Ma  -f-  A'  =  0  (m.  p) 

Jßn  -I«  ßßn-l  _^  etc.  -H        +  A  =  0 

ergo 

^(a^_^)  +  ^(a^i  — /S^i)  etc. +JM(a— i9)5a. 

Potesttitum  difTerentias  quae  in  hac  coiiffrucutia  reperiantur,  per 
u  —  ß  divisibiles  esse  satis  notum  est,  fucillimeque  perspicitur  cun- 
gmeDtiam  form»  ezhiberi 

ergo  erit 

Jßn-l  4_  ß'ßn-2  _|_  C'ßn-t  etc.  +  /''i^        i«/'  =  0 

•  quouiam  u  —  ß  per  //  uuu  divisibiiis  est,  nam  a,  ß  sunt  valorea  in« 
eongmi.  Jaai  qnun  noltitudo  homni  a,  /},  j^,  ^  . .  •  Mt  •+!  «t- 
que  ipBum  a  cum  aliorum  quoque  combinari  liccat,  manifesto  n  cou- 
gruentiae  formuc,  qu;im  modo  diximiis,  bnbcbiintur  et  quidem  omnes 
sunt  (« — 1)''  jgradus.  Cougrueotiu  igitur  {h  —  1)'*  gradus  admit- 
tet  u  valores  iDcongruos^  ex  eadem  causa  eongnwntia  («—2)« 
gradus  i»— 1  valoret  iDeongnios.  Qua  conclusione  continaata  seque- 
retur  con^ruentinm  primi  i^radus  admittcre  2  radices  diversas,  quod 
iieri  nequit  (§.  0).  Multo  minus  plures  quam^»  +  l  radices  diver- 
aae  congruentiae  propositi  h**  gradus  aatisfaciaDt. 

f,  9.  DesigDaate  ipN  maltUodiDem  numarorn«  ad  N 
p  r  i  m  o  r  u  m  i  p  s  o  q  u  e  m  i  u  o  r  u  m  et  f,  n',  n",  etc.  omnes  divi> 
sores  numeri  iV  unitute  et  ipso  iV  uou  exclusia  semper 
e  r  i  t      +  5p«' fH  SP«" -f- 9>ö"  ctc  =  iV. 

1.  Qaaado  N  est  fornae  vcl  nvaieri  primi  potestas,  o»aea 
ejus  divisores  sunt  hi:  1,  ;?*,...;;'*.    Multitudo  nnatereriiat 

ud  p"  primorum  euque  minorum  est  /6»*~"*(jp  —  Ij,  ergo 

yl -I- y/>  +  5P;>»  +  5p;> « -H . . -I- 5?;»« 

ä1 + 0»  - 1)  -^nip  ~  1)  -^p^ip  - 1)  ^ + r^^ip  - 1) 

quam  aiimmam  potesfati       ncquivalere  ex  doctrina  seriernm  constat. 

S.    <tuando      est  numerus  compositus  puta  A^B^C^  etc.  qui-  , 
cunque  hujus  divisor  forma  AfßsC^ , , ,  exliibetur,  ita  ut  expo- 
neuiesy^  g*,  h  vel  nonoulli  eorUB  .etlam  evauescere  possint,  atta» 
men  minores  sint  res[).  quam  .  .  .    Poterit  igitur  f  omnes 

valorc's  inde  ab  Zcro  unque  ad  ^  omnes  valorcs  indc  ab  Zer« 
usque  ad  6^  h  omnes  valores  u  Zero  usque  ad  c  etc.  ucciperc.  Et 
si  valoribas  bis  respoadentes  potestates  inter  se  combioantur,  mani- 
festo omnes  numeri  A  divisores  exstabunt.    Jam  dico ,  si  nimerl 

G,  II  etc.  sint  ad  singHias  potestates  Af^  Jh,  etc.  primi 
etiam  productum  FGH . .  ad  illud  AfßsC^  . . .  nrimum  iure.  Nam  ' 
qvma  Iii  nodo  factoros  A^  By  C . .  prodactu«  AfBsC^ .  • .  possint 
metiri«  n  producta  AfßsC^  . .,  FGft ,  •  dlvisorem  communem  hu- 
berent,  unum  ex  factoribus  A^  B,  C .  .  .  simul  ca  nietiri  oporteret 
ex.  gr.  A.  Tum  autem  A  tanquam  primus  aut  F  metiri  deberet, 
aut  Gy  aut  H  etc.  v.  c.  F,  ueque  vero  Af  ad  F  esset  numerus 
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primus  contra  svppfNiitionem  nostram.  Vicevcrsa  qaicunqne  numerus  ad 
AIBsO* » . .  pnnus  factores  modo  involvet  quorum  nullus  cum  po- 
testatibus  Afy  Bf^  . .  labeat  factorem  communem.  Nunc  rcpe* 
riantur  nnmeri  ad  A*^  A*,  «^S  •  •  primi ,  siogulisque  non  majo- 
res, deiode  nuracn  ad  potestatcs  Zf",  Z?',  Z?",  .  .  primi  sioffulis-  - 
ue  non  majores  siiiiiliterque  de  ceteris,  0\  C.  .  .  ,  O.  rrimo 
ictorum  multitudo  erit  A",  secundo  jB^,  tertio  C''-  etc«  ex  prima 
parte. 

Quodsi  Dumeri  de  quibus  agitur  ioter  se  eonbinaDtur,  ex  |irae* 
cedentibus  patebit,  omnes  numeros  exstare  ad  divisores  numeri  A  pri- 
mos  ipsisque  noo  majores  manifestoque  multitudo  babebitur  ^''//^  O 
etc.  sive 

Aliam  licet  videie  demonitrationeai  hnj.  prop,  in  €aiU8  Diaq. 
Arithau  pa|p.  33.  ^        .  - 

B.  De  anaierorum  periodis^  radieibo«  primitiTii  reai- 

daiaqae  qnadraticia. 

§.  9.   Qttom  Fermatii  tbeorema  in  sequentibas  maximi  lit 
■oaieati  in  nwaioriam  id  revocabiains  sed  ita  enunciätuai,  nt  iatia-' 
aiflie  pateat,  nempe  ut  scquitur. 

Quando  numeri      p  sqnt  ioter  se  primi,  Semper  con- 
gruentiu 

a'fP  =  l(mo(l.  p) 

locum   habebit,  denotante       multitudinea»  numerorum 
ad  f>  primorum  eoque  minorum.^ 

Significatil  onmlbua  nnueria  ad  p  priaiit  eoqne  mnoribns  per 

0|,  0„  0„  . . . 

ütatin  patebit,  nullum  borum  prodactnrpm 

0,«  .  &ja  .         .  .  .  .       .  a 

per  p  divisijiile  esse  (§.  2.),  deinde  producta  de  quibus  agitur  se> 
cunduni  p  esse  Inconsrua.  Nam  si  nnivenrim  baberetur  0xa  =  0x^ 
denonaniibns  0/^  &x  numeros  ex  bis  0,,  0,,  . . .  0(4,  differentium 
0  a  —  O^a  ergo  —  0^  per  modulum  esse  divisibih-ra  oportcret, 
qiiud  fieri  nequit.  Tertiu  dico  quodvis  residuum  ex  divisiune  pro« 
fiuctorum  illorum  per  p  relictum  ad  )t  esse  primum.  Nam  si  resi- 
duum producti  alicujns  0xa  est  q  vel  O^a  =:  q  quiconqoe  residni  y 
diirisor  productum  0xa  metir:  drliorpt,  siquideiii  eti;im  mimerum  pri- 
mum p  metiretur.  Tum  autem  aut  0^  aut  a  cudi  p  babcrct  divisorem 
commuuem  contra  ea,  quae  statuimus.  Uuum  igitur  producturum 
residva  sint  inaequalia,  ad  p  prima  nullumquc  evanescat,  residua 
baee  ardine  neglecto  bis  ipsis  0,  .  0,  .  0,  . .  .  0/«  aequivalere  sta- 
tin perspicietar.  Ergo  hanc  bafaenns  congmentian 

0xm  ,0^9,0  tm,,.0fMm  =  0^  ^0^.0,  ,,,0f»  (nod.  p) 

yel  banc  0,0,0, . .  Ou  {a'fP  — 1)50.   Jan  yero  p  ad  prodndtnsi 
0^0^  ,  .0ix  est  primus,  quam  oli  rem  (§.  3.)  differentia  «7'^  — 1- 

per  p  divisibilis  esse  debet  i,  e.  a^P  =  1  (luod.  p). 

Quando  p  est  numerus  primus  omnes  ad  p  primi  eoque  mino- 
res sunt     .         .  •  ' 

'  .        1,  2,  3, . . —  1 
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er^A        =  I  (mod.  p)  quo  modo  valgo  enUBciatDr  Fenuitii  theo« 

reina. 

f.  10.  Pedetentin  vero  quaestio  «ose  offert,  nam  elian  iafew 
riores  potestates  quam  {g^pY'  ODitati  secoadum  p  postiat  eoog^ruae 

licri?  Hoc  argumentum  mox  aggrediemur,  seti  id  ccrie  contendl 
puterit,  expooentem  iofimae  uumeri  alicujus  a  potestatia 
iioitati  Gongruae  aut  numero  yp  aequalem  esse  aat  etrn 
certc  iiK'tiri.  ■ 

Si  enim  esset  infima  numeri  a  potcstds  unitnti  secundum  p 
congrua  et  f  numerum  (fp  non  metiretur,  ponere  liccret  (pp=.mi-^r, 
ita  ut  r  DOD  evaoesceret  lutDorque  esset  numero  t.  fclrit  autem 
tf^sl  i.  e.  «""^  Tel  .  «aitati  coagnia;  jani  vero  a^^  s  1 
ergo  a^  =  \  exstaretque  miaor  anak  m  potestaa  qflam  naitati 
CODgrua  contra  supp.  nostram. 

Uuaudo  autem  a*  est  infima  numeri  a  uuitati  congrua  potestas, 

hae 

a', . . . 

secundum  p  erunt  incongruae.  Nam  si  esset  a^  =  i^'  ita  ut  nullus 
hornai  »,  a'  exponeatem^  superaret,  babereCnr  (m.  /;) 

(§.  5.  4.|  quo  loco  statuimoa  esse  x;>-x'.    Atqui  x — x'<^r,  ergo 
tioti  ossct  iiißma  unituti  congrua  potestas.    Nec  minus  potestates, 
«uarum  exponcntcs  inter  t -\- i  et  2/,  inter  et  3^,  inter 

öt-i-i  et  etc.  continentur,  incongruae  erunt.  Nam  quancuaque 
potealaten,  eujua  exponena  inter  #+1  et  2#  contiDeator,  poteatati 

alicui  cujus  cxponens  ^  1  et      t  congmam  fieri  fiiciHiaie  intetlU 

l^tar«  Idem  valet  de  reiiquis.  Potestates  vero  cr^',  «sf ^ . . .  ««^ 
oaines  tecandum  p  unitaH  fore  coogroaa  id  quoque  quisque  perspi- 
ciet.  Habetur  igitnr  periodus  nempe  potestatum  series,  quurum 
residua  minima  sunt  iniirr]iifilia  nmniaquc  ad  modulum  prima.  Ce- 
terum  si  est  inlimu  uuitati  congrua  potestas  atque  =  (mod. 
p)  etidn  r  =  ^  (mod.  t)  erit;  nam  =  1,  qua  re  diflerentiam. 
naaneri  $  mnltiplum  esse  oportebit  vel  r  =  ^  (mod.  t).  Vice  versa 
quando  coogruentiam  habea  r  =  (  (med.  /)  etiaai  baoc  alteraai  ha- 
bebis  a''=.a^  ^mod.  p), 

Si  §^  est  infima  radicis  a  potestaa  unitati  secundom  niodniiim 
quencunque  p  coograa,  «  ad  exponenteai  t  pertiaere,  cam 
fiulero  in  sequentihus  dicemus. 

11.  Numeros,  in  quorum  periodis  omncs  ad  modu* 
lun  priuii  eoque  non  majores  numeri  reperiuutur,  radi- 
ces  primitivaa  Toeabimus.  Seqnitur  ex  hae  defiaitione,  expo« 
nentem,  ad  quem  radix  primitiva  pcrtineat,  aequalem  esse  multitu* 
dini  numerorum  ad  modulum  primnrum  eoque  non  majorum.  Perti- 
neat  enim  radix  quaecunque  primitiva  a  ad  exponentem  t  eritque 
.  tt'  iafiaia  nameri  //  potestas  unitati  congrua.  Jam  Tero  m  ad  aio* 
diilum  priMoa  aec  minus  a*,  .  .  .a*  utnniaque  harum  potestatttai 
residua  minima  sunt  inaequnlia.  Quia  igitur  periodus  haec  t  nume- 
ros  ad  modulum  primos  complectitur  ceteraeque  potestates  eadem  prae- 
beot  ratidaa,  «t  omaea  ad  aiodulum  primos  coaipleetatur^  ipsam  f  aiid* 
titudini  nnaiaromBi  ad  modalum  primomm  aeqnivalere  necesse  erit. 
Valde  autem  quaeritur,  num  revera  pro  quovis  modulo  radices  inve- 
niantur  primitivac  et  si  exstant,  quae  sit  carum  multitudo.  Videbimus 
in  sequcntibus  in  eo  modo  casu  radices  exstare  primitivas,  in  quo  mo- 
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4idw  wit  4  Mit  vra  fonnanini  «zhlMtar      ff^  diBDotente    m-  . 
flMrum  primum  imparem.    Priusqnam  autem  hoc  ag^redimur  argn- 
mentum  radices  congruentinc  superioris  g^radus,  in  quibus  nititur 
disquisitio,  sunt  coDsideraodue.   Sed  eum  statim  tractabimus  casum, 
is  quo  p  est  numtniB  prinua.  ' 

$.  12.  Semper  exstant  nnmeri,  quornm  nulla  pote- 
stas  inferior  quam  {p — l)^**  unitati  congrua  estj  vel  quod 
idem  Talet,  pro  modulo  primo  radices  exstant  primi- 

Quando  p-^l^  hl  ftetom  SU08  priMM  1i«e  nodo  rcflolvitar- 

^aj^bCo ,  .  .  dico  inveniri  posse  nnmerum  a  ad  exponentem  A"^ 
Bttm.  ^  ad  exp.  B^^  oumerum  /  ad  exp.       etc.  pertineatem.  Coa- 

gnientisoi  of-^  =1  (nod^  p)  noa  plnm  qmm  ^  ndices  ad- 
nittere  diFema  ex  f.  7.  patebit,  qoaai  ob  rew  quiaque  noawronn 

1,  2,  3,  4,...;»  —  1  quorum  multitndo  tnajor  quam  ^ ^  ,  coo- 

gruentiae  illi  satisfacerc  u  o  o  potest.  Sit  igitur  g  udus  Lujusmodi 
■uneraa^  congpnientiae  propoaitae  noa  aatiarocieaa  eritque  si  ponitor 

g^'  =.ay  a  numerus  ad  exponeotum  A'*  pertlnens.  Potestatem 
enim  (A'^Y'*  numeri  a  uoitati  conffruam  fore  ex  Fermatii  theoremate 
intetligitor.  imm  ai  exstarent  inleriorea  anaicri  a  poteatatea  uni- 
tati coogruaa«  baram  infimae  expoDcaa  expon.  deberet  metiri 
10.)  atqoe  anns  esse  ex  his  s 

^•-i,  -^«-a,  ^«-a,  

Jam  vero  «^'"^  =  \g^"  )  =  g  ^  ex  suppositinne  nostra  uni- 
tati Dou  est  congrua  mnltoque  minus  o^"'',  «^«-3  etc.  ergo  a  ad 
expoDentenk  A"  pertinet.  Tom  die»  prodietnn  naiaarorifB  a,  ß.  y,,. 
qoi  ad  axponeates  siogulos  A",  ß^^  Cf^^,,.  pertineaot,  ad  expa* 

nentom  A°B^C^  .  ,  sive  p  —  1  pertinere.  Quod  productum  ad  po* 
testatcm  {p  —  \)tam  elevatum  uniluti  cüugruum  fore  facile  patet. 

Nam  a^'  =  1,  1,  y^'=\  etc.  ergo 

^•»C»  •  •  =  1,  ßA'BiC«  •  •  =  1,  y^«Ä»Cc  • .  =  1,  qaa  ex  re 

(a/?/.\H-^<>"-sl  (aiod;  p)  sive  (o^}/ . s  1. 

Qaodsi  productum  ad  minorem  exponentem /pertineret,  f  nnmeroa 
p — 1  metiri  deberet.  Nif  it^itur  t—=.A**—^B^O'  etc.  eritque  (aÄy.,)'= 
{aßy  .  .)'^'~*^*^' Uuum  jam  /?,  .  .  ad  exponentes  B^,  O' , , 
pertineant.  potestates  ßA^*»C»..^  yA»-t»C' * . ,  j^nitBÜ  ernnt  con. 
graae  ergo  (a/?/ .  =  a^"~*^*  •  •.  Quum  denique  a  ad  exponeo- 
tem  A^  portiueat,  debet  A<*  metiri  productum  A**~^B''C^ . . .  q.  e.  a. 
Neque  igitur  aßy  . .  ad  exponentem  A'^^^B^C*^ . .  pertinebit,  multo* 
que  minus  ad  minorem. 

f.  18.  tlnoBiam  raaldna  miniaia  potestatam 

si  modo  a  ett  radix  pnaiitiva»  saot  inatqnalia  iUa  nnaieiia  online 
neglecto 

1,  2,  3,...)ii-l 
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ae^Mcra  oporteMt,  nee  minus  omnem  niMMn«  f&t  p  non  divi- 

sibilem  residuo  harum  potcstatum  alirui  conffraum  fore.  Quodsi 
a^  =  ö  (mud.  H  ipsius  ^  iodicem  cum  Eulero  vocemus  perspU 
cietnrque,  alieui  nnmero  pliirei  MGandom  eandem  fadiccM  priai« 
iiwBi  respondcre  indices  et  quidem  M  indicee  see.  aiodttlum  jv  — 1 
erunt  congnii  (§.  10.). 

§.  14.  Index  producti  ex  quotcunque  factoribus  com- 
positi  summae  iodicum  siDgulorum  f^ctorum  seciiodnni 
modulum  p — 1  congriiDfl  est.  Etiam  index  potestatit  bu- 
meri  alicujus  producto  ex  indice  radicis  in  e.xpo nentem 
potcstatis  secundulum  eundein  moduium  coiigruus  ost. 

Sint  primo  propositi  duo  factores  B  eritque  demoastrua- 
dnn,  coograeotiam 

lad  AB  =  Ind  A-^M  B  (m.  p  —  l) 

locnn  bubere. 

Es  notione  aateai  indicum  (f.  13.)  intelligitar  esjie  ai  radieem 

adoptabis  quancunque  a  /,  a^^^  ^  =  ß  scc.  mod.  ex 

quo  sequitur  ■^S./i///.    Jain  vero  =  ergo 

etiam  =        A-^UA  B   atquc  «'"^  JtB—QaAA'^lDA  Ä)  =  X 

(m.  ji).  Qua  re  differentian  Ind  r(lnd  u^-Hlnd  B)  nuneraa 
p  —  1  debet  mctiri,  quoniam  aP—^  est  ioßma  ips.  a  unitati  congrua 
potestjts.,  i.  e.  Ind  AB  =  \v\A  -Z+Ind  B  (mod,/;  —  1).  A  duubus 
tactoribus  poterit  prorsus  simiii  modo  ad  tres,  hiac  ud  quattuor, 
omnino  ad  qootcunqoe  factores.  Sequitur  deioda  lad  .<^*slad.^^ 
^hid  .7  + Ind  J^aind  A  (m.  — 1),  lad  utf>=3lnd  A^ 
lad  >/^  =  //lnd  A  scc.  mod.  p  —  1. 

§.  15.  CuDgruentia  ^v"  =  A  (m.  p)  denotante  p  nume- 
rom  primum  aut  oullam  admittet  radieem,  aut  tot  radi- 
ces,  qnot  onitates  habcat  divisor  com munia  maximas  ^ 
Danerorum  metp^l»  fit  quideai  nallna  nnaierus  coa- 

gruentiac  satisfaciet  propositae,  nisi  potestasui  uü\- 
tati  fit  eongraa. 

Si  congruentia  resoTubilis  est  sequitur  ex  indicum  doctriaa  * 
«Ind  .r  =  Ind  A  (m.  p  —  1),  cui  scmper  satisfleri  potest,  quando  » 
üd  p  —  1  est  primus  (<|.  6.|,  quo  in  casu  unam  modo  admittet  ra- 
dieem. SiB  n  et  —  1  divisorem  habent  eomm.  max.  indicen 
ipsius  A  per  d  diTiaibiiem  ease  oportet  (^.6.),  qna  coDditiooe  loeua 
Jiabente  patet  coagraentiam 

wind  .r         lud  .4  ,     p  —  1. 

—er—  =  —  (»•  — ) 

admittere  S  vulores  diversos  scc.  mod.  — —  vel  p  —  1,  oempe  va- 

,  »Ind  a:       ^  , . 

lores  Bum.  — ^ —  auat  ai 

lad  ^   Ind^  .  p—l    InA  4  ,   2(p-l)      fod^  (^—lU^-l) 

Jam  vero  si  valores  ipsius  Ind  op  aec.  mod.  — 1  snnt  congrui  etiam 
radicea  reapaadentes  congruentiae  af^=.A  (m.;r)  aee.  p  eruat  eoB- 
graae,  ergo  exstabunt  6  valores  diversi. 

Quando  deuique  congr.  prop.  resolubilis  esse  debet,  num.  lad  A^ 
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ptr  a'4i?inUIeiii  em  mortoUt  -nAUA    aO  (moi.     Bit  m  fwBx 
4|aMCBnque  primitiTS  entque 

lud  A{p—Vi  y— 1 

*  * 

Ind  !■<  y-i 

Jam  quam  — ^  sit  ioteger,  erit  «     ^      ^  \  adeoqae  Jf  ^  =1 

(mod.       qua  deficieote  cooditione  congrnentiae  p) 

gatistieri  nnquit. 

Coroll.  1.  Quando  »  =  2  congruentia  a:'^^A  (mod.  p)  re- 
Belobilis  erit,  ji  AVj^t^  onitati  eongrua,  sin  vero  minu«  non  reao- 
InbÜM.  üt-igitnr  Dumem  aliqiiis  quadcato  eee.  Mod.  prifflOHCcong^ns 

fiftt,  potestas  A  '  unitati  debet  e^se  con^rua.  Quttm  jam /» —  1 
nt  iiuiii,erat  per  cosgroeiitia  iti^&A  (m.  />)  mit'  Biillam  adoiitlet 
redieem  aut  duas. 

Coroll,  %,   Quendo  A^=i\  coDgraeetia  ^*  =  1  (m.  jn)  sem. 

ett  numerus  par. 

§.  16.  Cong-ruentia  JC**  =  A  (mod.  2)  unam  tantum- 
modo  rudicem  udmittet  nempe  1  quundu  A  est  numerus 
impar,  baec  veru  a:^=A  (mod.4)  deootante  A  etiam  nunc 
nameriim 'iraparem,  ant  nuUam,  ant  unam,  aot  denique 
dnaa. 

Propositionls  prima  pars  tarn  obvia  pst,  ut  demonstratiune  non 
opus  sit.  Quod  vero  attinet  ud  alteram,  sit  primo  formae  4m+1> 
1d  ho<^:e  casn  1  est  radix  neqoe  vero  3  nisi  exponene  n  est  Bamerue 
par,  Sit  secnndo  A  formac  4/4  +  3,  tum  1  congruentiae  non  sa- 
tisfaeiet,  quia  4/4-)- 3  —  1=4» -4- 2  per  4  non  divisibilis  ncque 
vero' satist'aciet  3  c^uando  n  est  pur.  Si  vero  m  est  numerus  im- 
paf  nanifesto  3  ent  radix.  Sequitur  ex  bac  eonsidemttODe  eon* 
grueotiam  or*  =  1  («od.  4)  Semper  dnas  admittere  radilies*  nempe  ■ 
1  et  3. 

§.  17.  Sequitur  ut  de  moduHs  una  tormarum  /y",  "ip»  coropre- 
bensis  agatur.  In  f.  15.  inveotum  est,  congruentium  or*  =  1 
(■od.  p)  babere  S  radices  sec.  p  iocongruas,  deootante  d  maximum 
communem  divisorem  nuok  n  et|y~l.  Simili  modo  eauDciabimiis 
tbeorcina  (juod  sequitur. 

CoDgruentia  t^*  gradus  a:*  =  \  (mod. admittet  d  va« 
lorea  seeundom  p^  iaeongruoa,  deootante  d  diTlaorem 
commnnem  maximam  numerorum  ty  p"—^{p  —  1),  qua  pro- 
positione  demonstrata  patebit  congruentium  propositam 
uon  plures  quum  t  radices  admittere  diversas. 

Ponatar  osssJkffB  Üa  vt  ife  foetorem  p  poa  iavolvat  adeoque 
it  ipsum  p  —  1  metiatar,   Jam  dieo 

1.  Si  «  fiierit  radix  conp:rurntiae  propositae  etiam  a-^ /tp^S 
fore  radiccm,  designante  /t  numerum  quencunque  per  p  non  divisi- 
bilem.  Ceterum  inico  obaervandam  est,  BvmerQii  S  buae  m^l 
Boperare  hob  posse.   Sit  priato  m — O^l  atqne  9=1,  tum.  erit 

(« -h  /ip^-ey     = Äp"-G  I  (« -+-  iip«^B)t-i  -f-  a(a  +  Ap»-oy-^ 


Digitized  by  Google 


12 

a(a  -i-  s  o^i 


ergo  (a  +  /ip"-Oy  —     =  .  a^-i  .  /  (mod. 

quam  ob  rem  termiDUs  in  sinistra  parte  positus  erit  formae  , 

'  qnnmqii«  6^  =  1  habetur 

'   sO  (mod.  p^)  ' 

quia  in  bocce  casn  t  per  f>  non  vero  per  p*  divisibilis  est.  Theo« 
reina  igitor  valet  quando  »  —  0  >- 1  atque  0  =  1.    Sin  0  non  est 

1  assumarnus  propositionem  nostram  valere  pro  0  poteritque  de- 
oionstrari  etiam  pro  0  +  1  locum  habere.  Tum  autem  a  vulore  1 
usque  aU  2,  hinc  ad  3,  omoino  lad  ®  asceodi  poterit.   Sit  igitor 

(« -f- ///>"-©)'  — a' = /a'-i^;*"-e  (m.  ;>*-*-0 

ponaturqoe  tv  pro  t  ila  ut  tp  per  />8-»-i  non  vero  per  pB^  sit  di- 
visibilis.  Habeaina 

=  K«  -I-  Ap^^^Y  —    I  I  (a  +  //;>«-©)'(P-«  +  a'(a  -4- 

f  emm  *  ' 

a  +  ^/>»— ©sa  (mod.  ergo 

(o  -f-  Ap"-(iy(p-^)  =  a'0»-i)  (mod.  /»') 

(a + s  a'ör« 
adeoqvfl  wmmA  erit  oangni»  o«p-i)  .  ]p  vel 

formaer  a«C^Ö  .  |9  -+-  ergo 
(tt-Hil;»^«)*  — formae  (o^-U;i»-^ 

{«^(/^^V-l- A>2|  vel  coBgrua  i^|>*-6iSp 
secundum  modulum    +      Erit  igitur 

(« -+-  fi/)»-(^yP  —  a^?'  =  a^P-^/tp^-Orp  (m.  ^»«-»-zj. 

Jam  vero  ^  per  p9,  p"-&tp  per  ^«-«-i  et  (a  +  iS/»«-«)^/'  — aV'  per 
divisibiUs,  quam  ob  rem 

(a  _|_  ^pfr-fiyp  ^a*P  =  0  (mod. 

ita  Bt  prop.  valeat  pro  0     1.       • .  •  •  '  ! 


0 
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Sit  Mcmido  »«—ti^sal  atqiie  tnair  erit 

(« + üpY'^^i^^hVfi^kfiY'^  -I- «(« + hY-^ 

Atqoi 

(a-|-//#)'~i— o*-l=s/;p|(a-4-^/»)'-24-o(a+^/')'-*+  etc.  4-a'-2| 
Deinde 

(a  -I-  >5/>)'-2  =  «<-2  (mod. 


ergo  summa  erit  congrna  of^-^f— 1)  Me.  inod«  j»  Tel  foniae 
qua»  ob  rrai 

(•+ ib)«^*  — .«^-*  s  1)      (Mod.  j»«)  •  ; 

promi  sifluli  iiodo 

(a  -H  =  a'->  +  a^-*(^  —  Z)/tp 

'  ergo  .  '  / 

Jam  vcro  — ^—  est  uum.  loteger  adeoqne    ^         per  ^  atque 

igitnr  per  p  divisibilis,  quam  ob  rem  habei|iU8 

(a -f. ipy  —    =  //>/a'-i  (mod/ 

a^  =  0  (aiod.>»). 

Simili  aiodo  ak  antea  aid  BM>il||loa  pß^  p^^  potarit  äieaadi.  la  onai« 
bna  Igitor  owibus  habetur 

(a+il!^e)'sa^(Bod.  |M>) 

aif  06  (m + s  1 

*  ■  •»■ 

quae  congruentia  pro  modulo  j»*^  aon  Talet. 

Ex  quo  facillime  deducitur,  numerum  aliquem  radicem  congru- 
entiae    [irnposituc    cssc    oon    posse,    nisi    iu    forma  contineatur 
a-^-  Ap**^(^,    Uuaodo  enim  a'  ipsi  a  secundum  p  neque  veri>  sec. 
^  eoDjmraa  eiset  radix  poni  lieerel  afsm^^r^pf*  ita  nt  aU. 
—  &.  Tum  erit  (a-\-npf*Y tecnndam  modoloia. i^H-e 
Bcque  vero  secund.      contra  lijpoth. 

2.   ^uaecunque  radix  congrueotiae  as^  =  1  (nod.  p")  eidem  «a- 
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tisfaciet  secund.  p;  jam  vero  haoc      =  1  fmod.  p)  habet  Jt  radices' 

diversas  (§.  15.).     Sint  luio  radices  u4,        C\  .  .  .    QuodU  a  Mt 
radix,CODgr.  |iro[i.  ipsi  A  secundum  p  congrua  etiam 

forp  radices  (ex  1)  pateL  Quam  ob  rem  exstant  radiceg  coDg^r« 
nustrae  ipsi  A  sec.  conop-uae.  Idem  valet  de  reliquis  C,  .  .  . 
ergo  satisfacienl  OMnino  Icp^  sive  6  si  modo  demoustratum  faerit 

3.  Semiier  radieem  a  «ongruentiae  ^=1  (m.  ipsi  ^  se- 
cundum p  congruam  invcniri  posse. 

Sit  «  radix  congr.  sec.  mod.  i  probeturque  Semper  exstare 
radiceiu  sec.  p**  numero  a  sec.  p  congruam.    Ex  praeced.  patet 

(«  -h  =     -4-  tut-\/tp'*-^-fi 

Bcc.  mod.  erg;-o  propter  ~\  (mod.  /y"— i)  (« -j- //v«— i— ft)/  —  1 
per  p**—^  divisibilis  est  Ut  autem  per  p"  iiut  divisibilis,  A  ita  de- 
W  detenaiBari  ut 

per  ait  divisiUlie.  <|uod  aemper  fieri  poase  inde  dämm,  quod 
o*^ij^  ad  /»  est  noBierafl  prSmns.  Brit  igitur  a -f- /j»«-!-©  radix 

quaesita,  siquidem  n  —  1  —  0  dod  evanescat 

Sia  «I— Is^  erit  #  per  p^i  dinaibilia,  Tel  t=zfp»-K 
t  —  f=f{p^-^  —  l)  atque  t  —  t'  per/»—.!  divisibilis.  Quia  auteia  , 
^'=1  (m.  ;0  erit  =  1.  Quodsi  ponimus  u4**=l-\-//p  hühe- 
tur  ^'  =  ^'>*-»  =  (l-+-//?(/^-*  =  1  (m. /I")  ex  quo  sequitur,  in 
bocce  quidem  casu  quamcoaqne  radiceak  congraeotiae  af*=  1  (m.  p) 
ejnaden  secund.  mod.  p**  fore  radiceai.  Jam  vero  exstat  numerua, 
congraeatiae  or'  =  1  (m.  /»)  aaüsfaeienii,  binc  ad  aiodaliua  p*,  biae 
ad •  •  •  asceudi  poterit. 

f.  18.  Etian  congrnentia  oß^si  (mod.  ^)  admittet 
S  radices  diTersai  et  non  piures,  designante  ^di?isarem 
eommun.  max,  num.  f,  p"—^p  —  1), 

Satisfaciat  «  congriientiae  sec.  mod.  2^  ß  eidem  secundum 
Si  ponimus  N=a  (m.  *i)  = /S  (m.  w«)  erit  A't  =  a^  (mod.  2)  = 
(mod./»")  Tel  A»=i  (m.  2)  =  1  ergo  A^sl  (mod.  V)- 

Jam  vero  congrueatia  a:^=\  ("1.2)  unnm  tanfummodo  radieem  ad- 
mittit,  haec  vero  .2r^=l  (//«)  0  radices,  huic  dcnique  A=a  (m.  2) 
=  ß  {m.  p'^)  uuus  modo  valor  qui  sit  <C'^'S  ergo  N  manifesto  La* 
beblt  1 .         flecaadam  med.  ^  Talorea  iacoagmea. 

§.19.  Congraentia  a^^A  (mod.;»»)  admittit  ^  radi- 
ces diversas. 

Quoniam  congruentiam  resolubilem  esse  supponimus  sit  %  ra- 
dix aliqua,  Tel  »^A  (aM>d. />»).  Congroeatiam  ^=1  (m. /i») 
admittere  ^  valorea  see.  madulum  incoagraos  ex-§.  17.  patet  Sint 
bl  valores  «,,  «3,  ce,, .  .  .  «j.  Jum  dieo  residua  minima  producto- 
rum  jsa,,  sa,,  xu,, . . .  a>aj>  radicibus  coagruentiae  propositae  aequü 
valere.  Nam  si  quancttaque  radicum  coagruentiae  a:^  =\  {p")  de- 
aignamus  per  o,  erit  a^=l,  atqBi«'s.<j(  erffo(«a)^  =  ^. (mod. ' 
quam  ob  rem  za  est  radix  coBgnieBtiae»  &  qna  agitar.  fiadfcea 
igitur  erunt  bae  singulae 

Xtfi)  Xtt^f  MUff  •  •  .  •  Mttjk 
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Jam  yero  onnw  kaee  predncta  sec.  mod.  sunt  ibcongnis;  mum  n 

haberetar  aniversim  xOm^xa^^  (littereotin  z{am — ««')  ergo  — Uin' 
per  mod.  divisibilis  esset,  quoniam  bic  ad  »  est  primus.  Atqui  a«, 
Maf  rant  radieefl  eongraentiM  4P^=1  atqiie  ineoagrua,  ergo  r«?era 
producta,  quae  Modo  dixintoa,' sec.  miid.  Mint  incoBgru«,  Neqne^ 

vero  plures  quam  S  radices  exstabunt;  nam  quum  modulum  ad  % 
esse  primum  supponamus,  numerus  a  ita  semper  potest  determiuari 
ut  sit  US  =  x'  (mod.  denotante  «'  nnmerum  cori^ruenfiae  propo- 
titae  sadsfttcientem.  Hine  aequitur  =  atqui  =  ergo 
«^sl,  ita  ut  valor  «  consfruentiae  ^=1  (//")  satisfieri  debeut. 
Qaaecunqwe  ic;^itur  radix  congruentiae  a:^=A  (/^")  productorum 
alicui  xa,,  j^a,,  ;sa,,  . .  .xa^  congrua  erit,  qua  ex  re  6  ueque  plures 
exttaat  radieea. 

§.  20.  Argumentatio  §.  12.  praesertim  in  eo  vertebafur,  ut 
congraentia  ^^^=1  (mod.  p)  non  plures  nuam  t  radices  baberet  di- 
versaa.  i^uum  jam  in  16.  17.  18.  pronatum  sit  baec  etiara  pro 
■odoKs  2/;'*,  4  loeom  habere,  nihil  impedit,  quominoa  etiaai  pro 
hia  Biodulis  doiaonstratto  f.  12.  adhihaatur.  £^  qno  aequitnr 
pro  modulis  /?,  p*'^  2/;«,  4  designante  p  numerum  primum 
imparem,  semper  radices  exstare  primitivas,  i.  e.  nume- 
.ros,  quorum  periodua  omnes  ad  modalum  primoa  eoque 
aan  aiajores  comptectatar. 

Pro  reliquis  autem  modulis  radices  non  ezataro  pri* 
mitivas,  hoc  modo  facillime  d emonstratur. 

Sit  modulus  furmae  A**ß''C^,,,,  siKniticetquc,  si  quidem  ex* 
Stare  possit,  N  radicem  pro  hoc  modulo  primitivam ,  ita  nl 
A'^«— «(^— ijr'-Ut'— 1)  •  •  •  sit  infima  num.  A'  unitati  coQg^a 
potcstas  secundum  modulum  A"Ii''C^  ,  .  .  Jam  vero  A'  ad  moduluai 
primus  est  nec  minus  ad  singulos  potestates  A^^  B^^  ergo 

A'^U-i)  s  1  (mod.  A9) 
A!flt-«(Ä-l)=l  (,„od. 


Deaigpetor  dividnna -coaiminiia  aÜDiaDins  Boaieronim 

jf#-i(^  _  1),  Bf^\B  —  1),  1) . . . 

per^^  eritque 

A'«^=l  (m.  ^«)  =  1  (mod.  ^^)^1  (m,  6^)...' 
adeoque  * 

AV=1  (mod.  A'^BbCo,..). 

Quoniam  casus,  in  quo  modulug  est  numeri  priiai  potestaa  aut  ejus 
duplum  exceptus  est,  uumcri 

A»-^{A—\),  ßi'-\(B  —  \),  0-i(6^-l)... 

tanquam  pares  non  erunt  inter  se  primi,  ergo  horiun  dividuoa  com- 
BQaia  minimus  producto  est  miuor  vel 

'    J< ^^1(^  —  1)  /^i-i(i»  — 1)  C^i(C— 1)... 

quo  facto      oon  esset  radix  primitiva  contra  hjp. 


« 
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21.  Et  adliuc  quidem  ita  nobis  progressa  ratio  est  ut  dis- 
qnisitum  fuerit,  uuin  exstent  necue  radiccs  primitivae;  nunc  nutem 
aliud  itersequamur  genus  determinaudi  scilicet  muititudineiu  rudicum 
prüiitivanim.   Dieo  auteai  in  genere 

tot  numerus  ad  exponeutem  t  pertinere^  quot  sint  ad  / 
f  primi  ipsoque  non  majores  et  quidem  hnnc  propositio- 

nem  ad  modulos  jv*,  2/7»,  4  extendi  licebit.    Erunt  igi- 

tnr  tot  radieaa  primitivae,^  qiiot  sunt  ad  p^H^p  —  1)  Tel 

ad  2  primi  ipsoqae  non  Majores. 
Primo   observamus  t  numeros  p»—^{p  —  1),  2  nictiri  debere 
(f.  9.  sqq.).    Huodsi  numerus  aliquis  a.ad  exponeutem  t  pertinet, 
teiidna  ninhM  poteiitotuni 

'  a,  .  . . 

erunt  inaequalia  quumque  cunffruentia  a:*^l  (mod.  m)  denotaute 
m  aliquem  ex  bis  p",        4  pUtrea  quam  ^radices  diveraas  admittera 
"  nequeat  {§%,  16.  17.  18.),  manifesto  omnes  congruentiae  illins  radU 

cea  exbibentur  pritestatum  residuis  a,  a^,  a'j  .  .  a^,  quarum  qiiaeque 
unitati  sec.  ///  iit  congrua.  Jam  res  eo  reducta  est,  ut  ex  putcsta- 
tum  residuis  ea  eliguntur,  quorum  nullnm  ad  minorem  quam 
.  exponeutem  pertineut.  Dico  autem  si  ^  ad  #  sit  priMn$,  potestatem 
a*  sive  ejus  residuum  iiuniniiim  ad  exponentem  f  pcrtincrc,  Hanc 
autem  proposUiouem  probuveru,  st  demonstruverim,  potestates 

sec.  m  esse  incongruas.    Si  vero  babcrtrtur  «7*  =  «V'^  (ni.  m)  de- 

signante  y,  xj)  uliquem  ex  bis  1,  2,  3,  .  .  .    esset  (§.  10.)  (pk  =  \pA: 

(mud. vcl  jpÄ- —  i/;Xr  =  (5p  —  ip)k  per  t  divisibiiis  ergo  <p — quo- 

niam  k  9kA  f  primnni  esse  Bupposuimua.   Atqui  9 — ^-^'>  ei^o 

ad  exponentem  t  pertinet. 

Uuando  autem  a      t  divisorem  involvuut  communem  d  poteatas 

t  k  * 

jam  -jUt  ipaiua  0^  unitati  fit  eongroa.   Nam  qoum      sit  integer. 

1  1 
erit  qoia  «'  =  1  etiam  [a^)^  =  I  i.  e.  =  1.    Quodsi  designa- 

mua  numerus  ad  t  primos  per  /ti,  X:,,  ..Xr^,  omu^s  bae  po- 
teatates 

a*»,  a^^y .  .  . 

ad  exponentem  f  pertinebunt,  reliquae  vero  numeri  a  potestatjes  non 
pertinebnnt^  ex  (|uo  sequitor  totidem  numeros  ad  exponentem  #• 

Iertinere,  quot  sint  ad  $  pr|mi  eoqoe  non  majores,  dummodo  pro^ 
atum  fuerit,  unum  cprtc  uumeruin  ad  oxpoueoteni  (  pertinere. 
Designemus  per  (p't  multitudioem  numerurum  ipso  modulo  mi- 
norom«  qni  ad  exponentem  /  pertlneant  Deinde  aint  enmejf  numeri 
p'*^(p  —  1)  divisures  t,  t'\  t'"  . . .  Quum  jam  quiaqne  numerus 
minor  qunm  moduloa  m  ad  aliqoem  diviaomm  illornm  pertineut, 
erit  manifesto 

y>'e     9p7'         + y>'e'"  etc.  =  p»~-i{p  —  1). 

Atqui  (§.  8.)  quando  tpt  designat  multitadinem  nnmeromm  ad  $ 
primorum  eoque  non  majorum 

jp^  +  SP^+     + 9>t"'  etc.  =  p'^-^ip  —  1) 

adeoque  . 
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fft^ ^J^qnr^^'  etc. ss^i-^yfif^^r^ ^if^  etc. 

Jain  ex  praecedentibus  patet  nulluin  summae  posterioris  termlnum 
prioris  uliqiiciu  posse  superarc,  neque  minor  esse  potent,  quouiain 
sumniac  &n\t  ucquales  ergo  ^t=zifft  i.  e.  tot  oumeri  ad  e.\puucutem 
i  pertinerit^  ^uot  Mnt  ad  f  nrimi  eoque  Don  majores. 

§.  22.  Vidimus  ia  ^  20.  pro  modulo  2»  ubi  «»>»2  radicea  pri- 
mltlvas  nun  exstare.  Etiam  ex  tbeoi^emate  quod  seqoitur  haec  pro- 
positio  probatur  uempe 

Si  potestas  aliqua  onmeri  2'altior  qnHm  seeunda  pro 
■odulo  assuniitur,  numeri  cojnsvis  imparia  poteataa  elL- 
po Dentis  2«— 2  u  n  i  ta  ti  f i  t  CO  n  E^rua. 

Cluriss.  Gauss  boc  tlieoreuia  ex  prop.  §.  17.  derivayit. 

Sed  quouiaui  ad  iilani  deuioustraudam  considerationibus  valde 
peculiaribus  opus  erat  atuue  propoeitio  nöstra  fociUin  poteri^demon« 
strari  boc  modo  eam  prubabimus. 

Ässumanius  ihcorcma  verum  esse  pro  modulo  2"—*  ita  ut  sit 
l  (m.  2«-i),  designante  a  uuiuerum  quencuuque  imparem. 
P^Baania  igitttr  «»^=1+2^1^,  eritqne  a»«— •==  (l-i-2«^U)» 
=  1  _|-  2«*  +  22f«-l)P.=  .  Uuoniam  vcro  n  >«  2,  2ä  —  «  >  2, 
2(» — erit  2"?. -h 22("— Da' =  0  (mod.  2«)  ex  quo  scquitur 
ff'>~'=  1  (mod.  2^*)^  ita  ut  theoremu  vulcat  pro  modulo  2^  si  verum 
est  pro  boc  2»  l. 

Jaiu  vero  coogruentiae  ^*  sl  (2')  omnes  numcrl  impnrcs  sa- 
tisfuciunt,  quia  (piisqiic  numerus  impar  forma  exbibetur  at- 
que  Semper  (4«i=bi)^  unitati  scc.  mud.  8  vel  2'  üt  couffruus.  A 
modulo  2*  ad  2^,  ab  2*  usque  ad  2',  omnioo  ad  2^aecenai  poterit 

4.^23.  Sequilar,  ut  dijudicetur,  ad  quemnam  expooentem  nu- 
merus impar  scc.  mod.  2^'  pi  rtiiieat,  deinde  quot  ntimeri' iafra  2**  ad 
e.\poncntcm  t  cxstcnt  pertinc>ntcs. 

Tbeoremu.  Quivis  uumerus  impar  forma. 2'"^dbl  exbi* 
bituB,  ita  ot  sitiw^l  atque  /i  numerus  impar  ad  exponen- 
tem  2«— »•  pcrtinet  sec,  mudulum  2",  ubi  /»>^2  assnmitur. 

Rtiam  liacc  propositio  ex  §.  17.  scquitur,  sed  ut  (otji  Uiiucidior 
iiut  res,  demonstrationem,  quae  sequitur,  adüibcamus. 

Quonlam  numerus  propositoa  »  est  formae  2"^±1  eritn'  for- 
mae  l-f>2M+iil  (2^Ud=l)  vel  formae  ^iJif^l,  ita  nt  ait 
aameriiB  impar,  quia  as^l.   Hiac  erit 

««  formae  H-2»+4i'' 
«•  formae  l-Y-T^J^ 


«Si"  formae 

designantibus  //",  /t"'.  .  .  .  numeros  quoscunque  imparcs.  Jam  sit 
aV*  Buoimu  ipsius  a  putcstas  unitati  cougruu  sec.  mod.  2^'  eritque 

2"'+."/^(.")  =  0  (mod.  2"). 

Quum  vero  /h")  sit  numerus  impar,  erit  2'"+."  per  2»  divisibilis,  in- 
ferior ipsius  2  potestas  oon  divisibilis.  Itaque  babemus  m-\-fA=:» 
adeoquc  fcsm.— M  atque  *     *  *  ' 

«*^  =  1  (m.  2«)  .  \ 

quaui  ob  rem  a  ad  exponentem  2^<-<"  pcrtinet. 

TlivUll.  •  '  2 
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Exempl.  Sit  mod.  2*  =  .32,  iiiim.  prop.  11=2*  .5—1  tarn 
perliaebit  11  ad  expoDentem  2^-'  vcl  S.  aec.  mod.  32.  ^ 

Potestates  11.  11».  IV.  11*.  11».  11«.  11».  11». 

Besidna  11.  25.  19.   17.  27.    9.     3.  1. 

f.  24.   4|aaiido  2",  abi  «>>2,  pro  modnlo  asäumitar>- 

sempcr  t  numrri  u<l  exponentcin  t  rt  i  n  p  Im n t.  Ipsum 
vero  t  uumeruni  2"—-  inetiri  dctiere  cx  U.  22.  intellU 
gitur. 

Quisnuc  numerus  ud  exponentem  pertinens  2*— *•  form»  debet 

exbihcri  i"'>^  dir  1  (§,  23.),  qua  rc  quarstin  liuc  rcdurta  est,  ut  do- 
♦erminetur  quot  nuineri  inoduio  2"  minores  forniis  2"'/!  it  1  conti- 
neuiitur.    Debet  aulcm  //  itu  detenninari  ut  sit  primo  2*»/-j- 1  •<^2»» 

vel  A      2«—*"  —  —  iideoque   ^  ^  2«—«  —  1  ,   »ecuudo  ut  sit 

^•iJ'— 1<2»  vel  i5<2'^-l-^  adeoqiie  il^2»-«— 1,  naoU 

fiesto  enin  tooquam  iapor  ipsi  2"-«  aequiyttlere  oequit.  Valores 
igitttr  Bomeri  A  ernat  hi  • 

1,3,5,7,9  2^-— -1 

faeillimc  vero  cx  indui-tiune  iiitelligitur,  niuUitudinein  horuni  ter« 
■«iiioraia  essf  2*  >.  Itaque  fonaia  2"^dbl  coniirehendoBtur 
^—m-i  .  2  vel  2«-"'  numeri  niinores  modolo  2^»,  Ägo  nuneri 

ad  exponcntcui  2"—'"  pprlinebunt. 

Exeinpl.  Ad  exuunenteui  4  äccuuduui  mod.  10  pertineut  4  uu- 
meri  nempc  3,  5,  11,  13.' 

Potestates  sunt  Residua  minima 

3«.   3».   3».    3*  3.  9.  11.  1 

5».   5».   5«.   5*  5.  9.  13.  1 

11«.  11'.  IP.  11*  ■  11.  9.   3.  1 

13'.  13».  13».  13*  13.  9.   5.  1 

^.  25.  l't  propositiofies ,  qiiae  soqunnttir  spcrt.mtquc  ad  perio- 
dds  pote«itutum,  radices  priiiiitivas  et  nvsidua  quadratica  magis  iiiter  se 
cutincxue  sint  atque  tlicoreuiuLu  quid  simiie  liubeuot,  »atis  apparcat, 
priusquam  ulterius  progredimur,  uotiooca-  qnasdam  de  residuis  qua- 
draticiä  praeniittemus. 

§,  20.  Ex  cong^ruinitiac  nutiuiie  sequitur  qu  idrata  a-,  (m — a)' 
secuudum  muduium  m  esse  cuiigrua.    Qua  rc  potc^tatum 

1»,  2«,  3»,  4»,  5^,  ....(«•  —  2)»^  (m  —  1)» 

Midna  nioima  noo  omni-i  erunt  in^equalia  quumque  quadratum  ali- 
quod,  cujuH  radix  ipsum  ///  siiperat,  quadrato'  alicui  cujus  r.idix 
con<!;riium  dohcf  Ii  li  jniichit  mimcros  exstnrc,  qui  quiidrato 
neu  siut  citngrui  nequc  iiikiu.s  iiumeroü  revera  (juadruto  alicui  con- 

fruos.    Uli  numeri  muduli  prupnsiti  nou-residuu,  bi  vero  resi- 
ua  rocantur  quadratica.   Et  primo  quidem  criterium  aliqnod  iore* 
nienduin,  utrum  numerus  aliquis  mnduli  pro^iositi  sit  residuum  an, 
non  residuum.    Etiamsi  in  §.  15.  Coroll.  1.  jam  invonimus,  uunie« 
rum  uliquem  esse  residuum  aut  oon -residuum  moduli  cujusvis  pH* 
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Mi  pronti- potcstas  A  *  miitoti  sec.  p  coogrniis  sit  uut  incoRgruu» 
tampn  nunc  aliud  aaseipiaiiinr'ratiociiiattdi  genoi  iiuic  ipii  mmeriae 

Magis  idnneum. 

§.  27.  Uuaudo  2/^?,  4  pro  inudulis  assuinautur  at- 
fve  m  significet  nuaeriiin  ad  quenqiie  horum  primon  de- 
■iqne  fpm  expriinat  multitudincin  ad  inoduluB  pripornai 
eoque  u  <i  n  mujoruin  nunicrorum,  tum  dico 

1.  .Si  a  sit  residuuni  quadraticum  moduli  iilarum  for- 
■arum  aliqna  compreheiisi,  Semper  pokeitateH  «M^«  nai- 
tati  congruan  esse*  * 

2.  Vice  vorsa  si  unitati  congrua  sit,  Semper  m 
residuuin  quadraticum  esse  inoduli  propositi. 

Demoeskratie.  Prinia  pars.  Qaia  •  esfc  nodttlS  m  residaiini- 
qaadralicnm-  iareniri  poterit  quadratum  aliquod  a',  cui  tt  sccund. 
tn  sit  cone^ruus  vel      =  «  (mo<i.  /«),  qua  re  (o')i'/«»  =  <»i7'"  i.  e; 
u'fi^  =  a\'f'^.    Atqui  quuin  a  ud  tn  pumum  esse  suppoaamus 
(mod.  m)  (§.  9.)  adeuque  a^'f'»  =  1  *niod.  m), 

Hanc  proprietatem  vulere  pro  nodulo  quocuoqne  inde  mMiat, 
(jiiud  nihil  impedit,  quoatiiius  argumontatio  nostra  ad  quemvis  ad- 
iiibeutur  moduluui.  Longe  vero  aliter  res  sese  babet  iu  altero 
casu.  •  ' 

•   Seconda  pars.  CoDgruentia 

^■•=1  (mod.  m) 

adoiittit  ipm  radices  (§.  9.)  tot  enim  exstant  uumeri  ad  modulum 
prImi  eoqae  aiioore8$  haee  vero  altera 

=  l  (mod.  m) 

\<fm  habet  radices  ueque  p^res  (^f.  10.  17.  18.),  quia  uumerorum 
{(fm  et  ^im.  divisor  coiamanis  waximas  est  {q>m*  Ja«  vofo  at 
Modo  diximus,  valureü  iavolvitia  eongruos,  ergo  or^  ^jpai  valores 
incongruos  sec.  mod.;  facile  euitn  pcrsjiicitur,  quadratn,  quuruin  ra- 
dices sumuiam  m  cunstituunt  esse  congrua,  quadrata  auteni,  quurum 
radices  aon  superant  sec.  m  incungrua  esse.  Nam  quuin  «w=^f9* 
vel  S|p»,  erit  ^^mcss^/^-^-^l),   Uuodsi  esset  1*=^*  ito  «t 

sit  quoin  X  tui»  haberetur  (A+fi)  (Ä  —  Hi  autem 

factures  iiuuierum  priiuuiu  p  nou  simot  invölvunt,  quia  differentia  per/' 
di?idi  aeqnit  amboque  pares  snat  quaudo  modalus  est  2p»^  quoniam' 
ID  hocce  casu  et  A.  et      est  numerus  iiiipar,  nam  1  tan* 

quam  per  parem  2/>«  dirisihilis  ipse  erit  par  adooque  jc  impar.  Eij^ 
quo  patet  aut  uoum  aut  alterum  facturem  per  modulum  divisibilem 
esse«  Sed  hoc  fieri  sequi t  quia  et         et  X—fk  modnlo  miaar  eet^ 
Qaum  igitar  coagruentia  s  1  (mod.  m)  admitut  \fim 

neque  plures  radices,  statim  perspirifur  Tiiimorum  a  cou^rucatiae 
oiym^i  satisfacientem  quudratu  ulicui  sec.      congruum  tore. 

'  28.  Ucet  observari  quiindo  formae  77",  2//"  pro  modulis 
assamaalnr  potestatem  lyl?*"  ualtati  aot  positive  aut  negative  sump- 
tne  congTuam  fieri.    Nam  quam  af  *^ — 1  ergo  («ri'/*«  —  1) 

per  m  divisibilis  sit  (<^.  0.),  aut  unum  uut  alterum  facturem  per  m 
divisibilem  esse  opurlebit.   Nempe  ambo  factorem  m  tanquam  diffe- 
reatiam  2  coBatitaeales  dob  simul  iavolvnnt,  qnaodoqae  madalnt 
'  est  Sk»«*  ambo  erant  pares,  ,iit  ex  f.  praee.  |Hitet,  quam  ob  rem  eril 


aut  ai'f"*^^  =  0  aut  «i'/'-  —  1  =  0   i.  e.  aiit  =  —  1  aut 

«W»  =  t 

Si  igitnr  (§.  27.) 

1)  a  est  residuuin  ({iiadraticuin  modoli  Semper  potestM 
ggiP»-Hp—i)  unitati  cniigrua  er'it* 

2)  8i  tf^**-'^!)  UDitati  eongrm  e9t,  senper  «  erit  residnnm 

qnndrtiticutn. 

3)  Qiiuiulo  fr  est  non  -  reslduum.  rrit  //2/"*-*fy>— =  —  1. 

4)  Quuiido  denique  potestas  «r^/^''(/^~^^  =  —  1  Semper  crit  a 
Bon'Tesiduuiii  qundraticaiii. 

Aliam  hujus  pru|»osltionis  deinonstrationeui  dedit  cnleberr.  Legfcn* 
dre  in  ojtcro  fjiiod  inscribitur  Essai  siir  la  tlieorie  des  nonil»rPS, 
quae  toinon  eo  iimitatur  casu,  in  quo  inodulus  est  numerus  priiiius. 

%t  29.  Huc  residuorui»  vel  nun-residuorum  criteriuiii  pedeteu- 
üm  fert  ad  propositiones,  qoae  sequuntiir  demonstrandas,  qoas  ad 
nbdulos  p".  "Ip^  extendi  licebit. 

Productiim  ex  dnnbiis  residuis  crit  rosiduum.  ex  rr- 
siduo  iu  noD-residuuiii  erit  uou- residuutn,  pruductuiii 
vero  ex  duabns  noB-residttia  revera  residaum  est  qna- 
draticuin. 

1)  Sint  «,  f/  residua  quadratica  enfqiie  r/Vf"*  =  1,  /A'f"'  =  l  uhi 
^m=p^^—^{p  —  1),  ergo  («^Jl'/'"=1  i,  y.  f/6  residuuiu  (ex  §.  28.2), 

2)  Quando  a  est  residuuai,  ^  anteni  nou  •»  re«idunm,  erit 
aiV'»  =  l,  6^1'»  =  — l,  ergo  (oAyi'f'' ^  —  l  i.  e.  nun -residaum 
qnadraticum  (§.  28.  i). 

3)  (iuandit  donique  ambo  «,  Ä  sunt  nuii-residua  erit  — l, 
iW*»  =  —  1,  eri- o             =  I  i.  e.  a6  residuum  (f.  28.  2). 

§.  30.  Si  alii  quam  qui  in  forma  /VS  2//",  4  coatinentur 
moduli  assiiinuntur  atque  t/l'f'"  lyiitati  sec.  /n  est  con  — 
g^rua,  n  i  h  i  I  <i  III  i  II  u  s  a  noii- residuuin  essr  jxiterit. 

Sit  modulus  m  ■==.  A» D'' O  .  . .  atque  »i''"' =  1  (uiod,  m)  ita  ut 
Sit  \ipmz=i\A'^\A-'\)  I)  1)  . . quod  ita 

desis^nctnus  productum  \if.^Y  •  •  •  deiode  A  numerus  primus  im« 
par.  Assumamus  a  esse  non  -  residnnm  moduli  A*^^  quod  Semper 
exstare  inauifestutiL  est,  quo  facio  erit<ar:"  =  —  1  (mod.  .<:/'')  (§.28.) 
adeoqoe  ai^/'^**s  + 1  (mod*  A^^  qAia  unnm  certe  horom  /¥,  . , .  . 
nnmerum  parem  esse  oportebit.  Tinn  voro  a  est  non- reslduum 
tnod.  A"^  etiamsi  congruentia  f/"f"'=  \  (m.  ///)  locum  haboat.  <inani 
ob  rem  a  etiam  mucluli  ^t^lt^O^..,  vel  m  erit  non  -  residuum; 
nam  si  residnnm  esset,  cujusquc  ]i(/rnm  B^y  C^..*  residuum 
esse  oporteret.  Va  adituc  quidein  modulum  2»  (m  ;>2)  excepimiis, 
^ed  pro  hoc  etiam  propositio  demonstratur  farillime.  Kst  onim 
«s=:2''^  5P/w=:2«~*>  V,<f///  =  2«~-  atque  si  u  designat  numerum 
quencuaque  imparem  (§.  22.)  a''~^=  1  (mod.  2").  Piitet  uuteoi 
Bon  omnes  numeros  impares  inodali  2"  esse  residua;  num  omneit 
forma  8/r-f-3,  5,  7  €oii»[>r<dn'iisi  nunieri  siinf  iioti  -  residua,  quoniani 
cujusquc  uuineri  imparis  taitqiiaiii  l'oriiiae  'i/ dr  I  quadratum  sempcr 
formam  liubet  SXr-h  l  urque  vero  NX- -+-3,  5,  7. 

4»  31.  Unitas  negative  suuipta  Semper  est  residnnm 
quadraticum  aui  iion>residuum  moduli  in  aliqua  forma- 
rum  2/>«  exbibifi.    pronti  p   esf   forma»«    \f/-\-\  aut 

formao  4y»-|-3.     ÜHterum  —1  non-rcsiduum  est  moduli  4. 

Nam  potestas  ( —  l)i^'0^il  unitati  positive  aut  negative  sump- 
tae  congrna  est-,  pronti  ^pi'''-^HP'^l)  est  par  wajt  impar,  ergo 
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($.28.) — 1  res|).  residuutn  aut  noii-residnum.  Krit  uuiein  lp"~^p — 1) 
par  aut  iinpar  prouti  K/j  —  1)  par  uut  impar  i.  e.  pr^uti  p  iurnäe 
4m +  1  aut  formue  "     .  • 

NoD-r^aiduan  deoiqne  modBli  4  est  — 1,  quia  cnjuevii  mmeri 
inparis  quadratum  tanquam  formae  8^+1  aecmid.  nod.  4  UDitatt 
positive  sumptnc  fit  i-onrrnium. 

32.  Friusquuiu  ad  determiuaiidutn  residuurum  vel  non-resi- 
daorum.  mnltitadiDein  progredimur,  nonnulla  de  radidbns  congraeD* 
tiae  secQitdi  gradua  a:'*  dieenda  sniit,  quippe  qaae  in  sequenti- 
l)us  niHxinii  sit  inometiti.  In  iiniversiiin  quideni  boc  ar^uoientum  in 
^.  10.  jam  tractaviinus  sed  ratione  uiodu  habita  nujueri  pro  modulo 
iHiuoipti  priiui;  nunc  vero  de  quibuscunqne  modiilis  agamiis.  ~ 

'f.  33.   Congruentia  (mod.  m)  designante  m'BB- 

mcrum  nlicujus  formarnm  2/;"  vel  4  duas  tantimniodo 
^radices  adinittit  ncmpo  1  et  —  1  vel  m —  1. 

1)  Quando  modulus  m  est  numerus  prtmus  p  differeDtia  ^'-^1 
— 1)  (or+l)  per  p  debet  esse  dmsibilis  ergo  arut  ttoiu  factor 

aut  alter  1.),  quam  ob  rem  qunniant  oportet  esse  nodvlo  aii- 
uprem,  ipse      erit  aut  1  aut — 1, 

2)  Uuando  modulus  est  nuuieri  primi  imparis  potestas  putu  p'^ 
etiamtim  productvin  {ap — modalns  metietur.  Jam  vero 
amlie  factorcs  numerum  primum  p  non  simul  invoivunt,  quia  difterentiä 
eorutn  s'cilicet  2  per  p  dividi  nequit.  Era^o  aut  ar — 1  aut  .t-|-1 
per  /y"  debet  esse  divisibiiis  vel  a:=l  aut  =  —  1  (m.  />«)  et  quo- 
oian  ^  modttlo  est  minor  opssl  «ut  «=r:/)»  — 1, 

3)  Si  modulus  est  duplum  nnmeri  primi  potestatia  manifeato 
praeterqunm  quod  a^iho  factores  a: — l,  numerum  primum 
p  non  simul  invoivunt,  etiam  ambo  eruut  pares,  qua  re  modulus  aut 
ttnum  metietur  aut  aiterum  i.  e.  aut  =  —  1  (m.  S^»)  ergo 
j?=l  aut  2p"  —  1. 

■\)  Radices  duas  mudo  rvstaro  congmentiae  OP'sl  (mod.  4) 
scilicet  1  et  3  dcmonstratione  non  egeat.  * 

§.34.     Cougruv'ntia  .r' s  1  (mod.  2"),  in  qua 
Semper  qnattuor  neque  plurea  admtttet  radices.  nempe  1, 

-a»-!  — 1,  2«-i-i-i,  2>»— 1. 

Uuia  a:^  —  1  per  mod.  2«  debet  esse  divisibiiis,  a:  erit  tnime- 
rus  impar,  a:-{-l  par  ita  ut  poni  liceat  a?-i-l=2X;,  quo  facto 

habetur  {a:  —  1)  (ä-     1)  =  U{A:  —  1),  =  ^^''^'^^^ 

k  est  numerus  par,  — 1  impar  dehct  esse  k  per  2"~-  divisihilis  vel 
k  formae  2''"2(i)^  ^.  furmae  2"—^& — 1.  Si  vero  /:  vst  impar, 
/  — 1  par,  erit  X.  —  l=2'«-2<9',  .a?=2"-i0'-|-l.  In  omnibus  casi- 
lo  'est  modulo  minor,  ergo  bae  quatlaor  inveniuntur,  radices 
2«--l,  1,  2^-1+1. 
35.  Restat,  ut  modulos,  qui  in  aliqua  formarum  2/^«,  2« 
non  sint  comprebeusi^  consideremus.  Exbibeatur  modulus  forma 
JßB^€>  etc.  eritque  perspicuum,  si  numiems  aliqnis  sit  residuuii  mo- 
dnli  propositi^ etiam  residnum  fore  singalonmi  taetonim,.qaa  re  ex 
coBgruentin 

x*  =  r  (mod.  A»B^i>  . . .)  v 

dedneuBtur  bae- 

is*  5  r  (mod.  -a^«),      =  r  (niod,  B%  7'  =  r  (m.  O)  etc. 


* 

Poiiaiiiui 

t  =  m  (mod.  j^»),  B^y^q  (m.  O)  etc. 

eritqBe 

«*sr  (n.  ^«)sr  (mod.  i9^)sr  (m.^e>)  etc. 

ergo 

=  r  (mod.  A"B''('^  .  .  .). 

Notnin  est,  iiiium  solum  outner|im  /  iiifm  nodulum  A^B^O' ex- 
stare,  qui  con^rueutiis 

t=m  (w.  yi»)  =  u  (m.        =  f/  (tti.  O)  etc. 

siinul  sattst'iiciat.  Quaostio  ip^itur  qiiot  valores  admittat  f  co  rediicta 
est,  ut  decidutur  quot  rudices  haheaut  siu^iilae  cuu((rueiitiae  =r 
(m.  u^«),  «*  s  r  (m.  B^)  ^*  =  r  (mod.  C^)  . . .  »iot  bi  valores, 
quorom  miiltitiido  §f 33.  34^  detennieotar  (ti  modo  rsssl)  demce|ia 

m,  mf^       ete.;  «,         etc.^  ^,      ^  etoi  

^    mADifesftoqu»  qaoBiam  combhiari  oportet  hos  mahitndo  ipsitis  $  v«- 
lomi»  i.  e.  radicnm  congrueotiae 

4?«sr  (m. 

mnlHtudo  erit  prodiicto  aequalis 

(m + 0»'+ ^etc.)  («  H-  #»'  -I-  <*"  etc.)     H-  ^  H-     etc.) . . . 

Ex  iis  quue  udliuc  de  cotigraentia  .2:^  =  1  sunt  tradita  «equitur, 
radicum  multiiodiDem  Semper  majorem  eaae  quam  2  dummodo  oe 
modulus  sit  forinac  p,  />«,  2/;«  vcl  i.  / 

§,  36,  Qiiod  scqiientia  cum  tlioorcmate  Wilsoniano  ut  di- 
citur  arcte  culiaereut  facillimei^ue  ex  {»ropositionibiis,  quae  ad  cou- 
grnentiam  ^*  s  1  sp^ctaat,  illinB  tbeorematis  vrgunieDtatio  peti  po« 
terit,  hoG  ipsum  sed  a  sninmo  ißauss  in  Diaq.  Aritbm.  boc  modo 
generalius  enunciatuin  probcinus. 

Productum  ex  umuibus  uumeris,  numero  quncunquo 
dato  A  minoribus  simulque  ad  ipsum  prifoia  congrunm 
est  secuadiim  A  nnitati  vel  n^eg-ative  vel  povitive  tiuni[).' 
tae.  Et  quid  cm  nopi'ativf»  sumonda  fst  unitas,  quandu  A 
est  formae  p"  aut  iiujuscc  'i/^'",  desigountc  jt  numeruiu  pri- 
lauia  imparcui,  iusupcrquc  quaodo  .^  =  4;  positive  autem 
in  Omnibus  casibus  rcliquis. 

Designentnr  numeri  ad  A  prinii  6oqne  minorea  ita 

^1»      ^t»  •  •  •  •  üf^t  ^^«-1»  üt* 

quo  loco  statim  obserrandnm  est,  bornm  nmititndiaom  sive  p  esse 

parem.    Jaui  dico 

primo.  Producta  alicujus  iliorum  in  reiiquorum  queinque  sec. 
mod.  A  incoDgrua  esse.  Si  cnim  ^x-,  Qk'^  Qk"  dcsigcnant  tres 
^oseunque  atqoe  esset  Qj^if  »  qa-qh^»  (m.  A)  productum  qS^j^  —  Qt") 
ipse  A  metiretur  ergo  diff'erentiam  qif^ak*  (§*3.).  AtqUl  iHiefieri 
nequit  quoniam  (>//  —  Qk^'  A. 

secuiido.   Producta  de  quibus  agitur  sive  eorum  residua  nii- 
nima  ad  A  erunt^ prima,   (tusndo  enim  ex.  gr.  prodnctom  Qi^iv 
•  cum  A  haherct  communem  factorein  primum,  bic  ipse  «ut  qk  »u^  l^lf 
Tuctiri  deberet,  quo  facto  modulus  A  cum  uno  lionim  qif^  qie  £Mtorem 
communem  involveret  contra  ea,  qaae  aupposuimus. 
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tertio.   Huodsi  nnaeioniiii  aliquts  ad  id-  -primonMi  ex.  gr.  Qk 

in  reliquos  omnes  utque  etiaui  iu  sc  ipsum  mulHpIicetur,  residua  inde 
genita  miainia  ad  A  erunt  prima  quumque  eorum  multitudo  sit  ^, 
plures  autem  uumeri  ud  A  primi  inka  A  doq  exsteat,  residua  haec 
ouneris 

(ti>      9»9  •  •  Qt*-^  ^^1»  Qt* 
ordioe  oeglecto  aequivalebunt  Jan        iater  hos  re|ieritar  1,  qua 
re  Semper  unum  et  quidem  moito  iinutn  illorurn  [»roducto-. 
rum  unitati  secundum  A  cougruuiu  tore  patebit.  Nume- 
ros, quorum  produetua  se€.  Bod.  aliquem  noitati  fit  congranm, 
Bulervs  locios'sibi  vcoavit.  In  oerie  igitnr 

i?»»  Ca»  Ci»  • « C5f«-a»  Qf* 

cui^qe  nnpero  in  eadem  serie  sociui  aliquit  roipondebit,  ^u»  loco 
■ubintelligondutt  erit,  nnveruni  bomm  aliqnem  etiaa  sibi  ipsi 

>  ehna  esse  posse. 

quartu.  Itauue  stotim  dccidendum  est,  quot  Dumeri  seriei  ex- 
8t«iit  |»ropositn€  mbi  tpiia  socii.  Quando  -vero  modnhM  «at  nnius 
formarum  p",  2p"  insHperque  quando  est  4  du6  tantiwiaiodo  onmeti 

iofra  A  repcrluntur,  quorum  qundrata  unitati  (iunt  congrua  DOBpt 
1  et  A  —  1       33.).   üiüt  hi      et        Ciuo  facto  in  sehe 

quisque  uuaierus  unnm  a  se  diversum  haljohit  socium  neque  plures, 
quumi|ue  multitudo  linrum  slt  [lar,  productuui  vero  ev  binis  terminis 
unitati  coDgruum  mauitesto  omnium  producluoi  et  ipsum  unitati  üt 
^congruon«   Atqui  ^,^^=äfel  .  — 1  (mod.  A)  ergo 

QiQiQi  '  '  ■  Qf*-'iQ^\Qu  =  —  \  (mod.       %p»,  4) 

quiuto.    Uuando  denique  A  est  nullius  formarum,  quas  modo 
diximus,  sequitur  ex  §.  35.  quattuor  eerle  numeros  exstare  iofra  A' 
(onaino  multitudo  erit  potestus  numeri  2  altior  quam  prima  cf.  f.  3«^>) 
quorum  quadruta  unitati  linnt  cou^rua.    Hiijusmodi  numeris  rcmotis 
reliquoriun  productum  uuitati  con<rruum  t.st.    Priarum  aliquo  desig- 
nato  per        erit  etiam  A  —        eadeui  proprielate  all'ectus;  nam 
A—Qß  tid  A  primtts  est  non  ninus  quam  qq  utque(^ — 
(mod.  A)\  qua  re  (A  —  ^p)'  non  minus  unitati  congruus  quam  c^'. 
Bitii  igidir  numerorum  sibi  ipsis  sociorum   productum  constitueot 
unitati  negative  sumptae  congruum.    Et  quuniam  diinidiu  ejusmodi 
pars  numerorum  est  iiar,  productum  avmeronim  sibi  ipsis -soeiomm  - 
anitati  congrunin  est,  ergo  bocce  qnidem  casu 

CiCsC«  *  •  ■  Q(*-^/*'-iQf*^^,  (mod.  A), 
Ex'enpl.  1.  Sit  modnlaa  18=2 .  3*  formae  fp**,  Productum 
1 .5.7, 11.18.17  =  — 1  (mod.  18) 

2.    Pro  modulo  21  =  3.7  productum 

1  .  2  .  4  .  5  .  S  .  10  .  11  .  13  .  16  .  17  .  10  .  20  =  I  (m.  21) 

Co  roll.    Si  niudulus  A  est  numerus  primus  p  omnes  uumeri 
iudc  ab  uuitate  usque  ud     —  1  ad  p  erunt  primi  ergo 

1.2.3.4.5  p  —  l=  —  \  (mod.  p) 

quo  «Ado  vulgo  eouociatur  tbeorema  Wilsonianum« '  .  . 
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f.  37.   Sunims  oMiiiuik  nnmeroruai  »d  nniDeruni  qnen* 
cunc|^iir      priinorum  eoque  Don  niijoruB  Semper  per  hnnc 

A.  div  isib  ilis  e  rit. 

(iuando  numerus  quicunque  tn  -^^A  ad  ^  est  primus  ettain 
A  —  m  ad  A  primus  erit  atquc  amho  A^m  sunt  ioter  se  di- 
versi;  nain  si  esset  tf=  A  —  m  liuhorctiir  Azzz'im,  //i  =  ^.-/,  quo 
,  facto  ad  yl  uon  esset  primus.  (iuare  binnruiii  summa  per  A 
divisibilis  est  vel  potius  ipsi  uequalis,  ergo  summa  iimnium  per 
A  dirisibilis  erit  et  qnideui  tot  vicibns  «outinebit  A  quot  unitates 
bftbet  numerorum  ad  A  priinorum  dimidia  pars.  Manifesto  arguaien-  . 
tatio  supponit,  diio?:  certc  numcrns  ad  ^  primos  eistare,  qua  re  exci- 
pieodus  est  casus,  in  quo  yi  =  2. 

^.  38.   In  sequentibus  ea  modo  considerenus  residua  quadra- 
tica,  quiie  ad  mudulum  siut  prima,  quo  farto  solos  «d  bunc  ipsura 
primos  nunioros  aü  qiiadrafa  clevari  oportelut .  ut  rcsidtia  de  qiiibiis 
-  agitur  Lubeantiir.    l.tiamhi  hoc  expressis  verbis  nun  dicelur,  tarnen 
Semper  erit  subintclligcudum. 

§.  39.   31ultitudo  residnornm  qnadratien ru m  modnii 
i  See.  Iiutir  i  n  c  o  n  g  r  u  o  r  u  m  nec  non  rnultitndo  non- 
r  0  s  i  (I  ti  ()  r  u  II)  a  e  (|  ii  i  v  a  I  c  Ii  i  t  iii  u  i  ti  t  ud  i  u  is  diinidiae  parti  ad 
lu  o  d  u  1 11  lu  p  r  i  lu  o  r  u  m  e  u  q  u  e  m  i  n  o  r  u  ui  u  u  m  c  r  o  r  u  in. 

1.  Quando  modutns  est  numerus  primus  impar  //,  horum  modo 
qnadratorum  .    .  ,  « 

1»,  2«,  3»,...0»--3)«,  0»-!)» 

tesidua  minima  eoosidmrari  oportebit.  Jan.  Tero  qnadrata ,  quornm 
radices  snmmani  p  constitnunt,  erunt  eongruu,  qnoniam  omnino 
sv'  5  (/» —  mY  sec.  mod.  p»   At  vero  omoia  baec  *  • 

13  ;J3  (JLlll.\^ 

'»'•»-'••••V    i>  / 

rcvera  erunt  inronarriia  serundum  p.    Sint  du(»  quaeiibet 
Uuodsi  habcretur  m^^u-  (uod. esset  {m--\-ji)  {m  —  u)  \\e.v  p 
divisibilis  ergfo  aut  as  +  m  ant  m^u  (§.  1.)  quod  fieri  nequit, 
uuoniam  et  m-\-u  et  m  —  m-^p,    (iun  re  exstant  l{p \)  reBi" 

dua  manifestorpio  t<»tidem  ndti  -  residua. 

2.  Quaniio  incidulus  est  nunieri  priini  imparis  potestas  aliquu  putu 
p",   Sint  uumeri  ad  p"  primi  euquc  minores 

Pi?  Qt^        .  •  •  •  ?."-2,        1;  Qu 

ita  ut  Qi  sit  niinimus  Qjji  maximus  rcliquique  vulgari  ordiue  üint  po- 
siti.   Tum  vero  ita  eos  ordinari  licebit 

t'2>   P"  —  Qi^  P'^  —  Qi,  P"  —  Qt' 

Jam  quadrata,  qiiorum  radires  snmmani  p"  constitutint,  sec.  p**  erunt 
congrua,  quouiuui  in  Universum  =  (yw''  —  m)-  sec.  mod./;«.  At 
vero  quadrata  eornm,  qui  moduli  dimidiam  partem  non  snperant, 
revera  erunt  incong;rua.  Sint  bujusmodi  numcri  dno  quiKbet  f/. 
Quodsi  esset  ti'^  ~i  f»"^  ^  productuin  {a  ~\- h)  ~  h\  per  p^  dividi 
posset;  jam  veru  anibu  t'actures  primum  J)  non  iuroivunt^  quia  si 
ileri  posset,  differeotia  2^  per  p  divisibiKs  esset  q.  c.  a.  Ergo  ant 
unus  factor  aut  alter  per  dividi  poterit;  sed  etiam  boe  fieri  ne- 
quit, quod  (/-\-  Ik  n  —  Ii  p". 

3.  Pro  mudulo  %p**  multitudinem  restduorum  quadraticorum  esse 
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— 1)  «imli  Bodo  probotnr,  donnod'o' ratio  babeatur  ejat 
rei,  <|ao4  ambo  0+^)  a-^  b  sunt  pares. 

4.  Si  moduliis  est  i  <luo  moilo  cxstant  nuiueri  «ul  4  primi  1 
et  3.  3  vero  reHiduum  esse  oequit,  quia  qundrutum  oumeri  igipuris 
exbibetvr  forna  4«i-f-l  aeiyve  ?ero  4i»+o. 

iO.  MüUitnao  residnorum  qood rutieornm  noduli  2* 
ad  euinqup  i n congroorun  eat  2^*.  • 
Primum  dico  quadrut» 

.1»,  3%  5%  7»,...(2«-2~l)' 

ser.  Tnodulum  2«  esse  inoonpft-ua.  Nain  duo  quaelibet  sint  ä*. 
<^uodäi  liaberetur  a'*=ü^f  {»ruductum  {a-^b)  {a — 0)  per  inoduluui  di- 
Tisibilis  esset  Atqui  ambo  factore«  naneruin  4  non  simul  invohrunt, 
quia  tum  difl'ereotia  eorom  U  per  4  dividi.  potaet,  qnod  fieri  nequif, 
quonianr  b  impar.  Ex  quo  sequitur  n  —  h  per  2,  /7  +  ^  p^r  2"  * 
divisibilem  esse  oportere.  eliam  hoc  iieri  ncquit,  quud  sniunia 

a b •<i2f'^^.    Et  quuiii  quodque  luajus  quadraluiii  radicein  Labeat, 
quae  eum  alicujus  seriei  propositae '  quadrati  radice  sumniam 
constituii  sequitur  talia  qaadrata  r^era  essa  coogma.  JMultitodU 
Dem  vero  borum 

1%  3%  5S  7',  ...(2«-2— 1)» 

esse  2"^*  fjicile  cx  inductionc  intelligitur. 

Rxeinpi.  1.  Pro  moduio  33  babeatur  2^  =  4  residua  sciii* 
cet  1  .  9  ,  2a  .  17. 

-  2w  Pro  nodnlo  64  baee  octo  residoa  ^ 

1.9  .  25  .  49. 17  .  57  .  41. 33^ 

§.  41.  \  idiinus  iu  §.  15.  conpfi  ucntiam  ^'»=1  (uiod.  /y)  dc- 
sigiiaote  p  nuuicruui  primum  impureiii  admitterc  tut  radtces,  quut 
unitates  babeat  divisor  commuois  raaximos  namerorum  n  «t  p — 1. 
Jan  qoum  numeros  ad  eundcm  exponeotem  pertineotcs  examiniituri 
simus  accuratiusqiie  pcrseqniitiiri,  nli.-ttn  etiam  bujus  propositiniiis  de« 
moDStratiouem  teutemus,  ex  qua  multa  uliu  atteotione  Laud  indignu 
tponte  manabnot. 

1.  Qaicnoque  namerns  unumqu^mqve  aliornn  duorum 
metienSj  horum  maximiim  divisorem  communem  metictiir. 

üiat  numeri  dati  b  Uivis.  cumm.  niaximus  d  atque  »  tertius 
■maen»  i|HUM  «,  6  metiens. '  Ponatitr  6c=dkf  quo  fiieto  fi  et 

k'  eruDt  inter  se  primi.  Nam  si  factorem  c«>mmnocra  0  involverent, 
poni  liceret  fr  =  o0  .  b  =  öQ  .  V  essenfqiie  b  per  SO  divisi- 
biles  q.  e.  a.  quoniam  d  divisor  conimutiis  tnaxirous  est.  Porro  quud  % 
metitur  a  vi  b  bos  ita  cxbiberi  oportebit  a=si(ß^  b=.3iif',  Demoa- 
atrari  autem  potent  9,  9'  multipla  «sb^  anmeronim  ky  Af,  Nam. 

^  ffks=x<p,  S^*  =  %g)'  ergo  ^=      vel  k^*-=.k<p  atqiie^gi»'  per  ^' 

divisibilis,  jam  vero  k'  ad  k  primus  est,  qua  re  k'  ipsum  ^/  metiri 
debeL  Mini^iteniiie  k  ipanm  9».  Quoa'iam  9  est  miiltiplum  numeri  k 
oporftt  esse  9  formae  km^  ergo  J^ssx^  vel  dsaai,  qaam  ob 
rem  %  numerum  $  roctitur. 

Quando  jgitur  Dunerus  %  divisorcm  communem  maximum  ^  an* 
oMronim     o  böh  metitvr  bot  ipsoa     h  aimnl  metiri  aeqpit. 

%  Sit  et  radix  coagruentiae  o;*»  =  1  (mod. ipsnm  «  ad  cx- 
ponentem  peftinere  oportebit  sec.  |»,  qai  nnneroa        — 1  simul 
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ttctiMur  (f.  9.  sqq.)»  qua  re  liic  expontns  nuineruin  3  netiri  debet 
(1).  Quodsi  OMDM  i|>8ius  3  divuiorca  aoitute  et  3  uon  exeliui« 
suot  hi 

•  Ä|  t'i      if" } .  •  •  •  » 

otnnes  congruentiue  nostrae  radices  partim  pertineliunt  ad  exponen- 
tem     partim  ad  ^,  partiin  ad      etc.    Ad  e&p.  /  autetu  tot  imnicri 
pertioeot,  quwt  sint  ad  t  prtmi  «oquc  dod  majores      21.)  v«l 
•idüUterqoe  de  reliquis,  ergo  mnltitiido  radienni  erit 

vel    (§.  8). 

Haec  considerafio  rationeni  siippcditat  imreniondl  conpj^ruentioe 
alicujus  radices;  at  tota  in  eo  verntur  difiicultas  uC  iiumerus  ad  ex- 
poneotem  pru]io8itun  pertineos  reperiatur.  Nan  oianea  nanerws  ad 
exponeiitem  aliqnem  pertiuentes  laGillinie  inreoiri  pOMe,  ti  noda 
iinus  exstet,  ex  praeced.  intcilis^itur. 

Exempi.  CoDgrucDtia  a;^  =  l  (mod.  19)  sex  admittet  radi- 
ces, nein|>e 

ad  expooeatem  1  pertinet  1, 
•    •    •    •   2  *    >  IS 
■     •■•3«.  ijll 
•    •    •   6  •    ■  12i* 

$.  ri2.  Licet  ubscrvari,  si  /  designat  numerum  imparem  a(qüe 
iiumeri  ad  cxponentem  t  jjertinentes  sunt  a,  ff\  etc.  ad  ex- 

poneotem  2;  pertiuere /' — a^p — »'»/'—«"}/' — «'!  etc.,  quo  loco  obser- 
vandun  est  ad  expoBeatem  totidem  pertioere  quotadA  Pertiaeat 
enim  a  ad  cxpoueotem  t  eritqne  €f  =  \  (m.  jii).  ergo  qnoniam  t 
impar  (//  —  ay  =  ( — z^)' =  —  1  afque  {jt  —  a)-'  ~  I.  Quodsi  //  —  a 
aU  inferiorem  pertioerct  exponentcm  /'  ita  ut  sit  (//  —  ay  =  1  ba- 
beretar  «)»-''=l.  Sit  prima  t  par  eritque  (/»-«r}«^««»*-^«!. 
Atqui  a  pertiuet  ad  exp.  /,  qua  re  (§*10.)  numerum  t  ipsum  2^ — f 
«rn-o  f'  meliri  oporieret.  Kaque  qnoniam  f  est  par  efiam  t'  per  2/ 
divisibilis  esset  q.  e.  a.  quin  2'<C2a  Sit  secundo  t  impnr  eritquc 
(/>  — »)2'-''  =  (— aF-^  =  l,  ergo  Ä»-^  =  — I,  <|ua 
re  t  touai.  2^  aietiri  debcrer,  ergo  f.  Erit  igitur  t'=:(fit  ita  ut  sit  tp 
i iripjir ;  jain  vero (/>— ergo (/»t-«)'/ — t 
contra  praecedentia. 

In  excjpplo  §.  41.  ad  expoaeutem  3  pertioeot  7,  11  ergo  ad 
exponentem  6  hi  19  —  7,  19  —  11  vel  12,  8. 

\(l  expimetitrm  1  unus  modo  numerus  pertinet  oeiape  1  quaoi 
ob  rem  ad  ex[ionentem  2  pertinebit  solus  p —  1. 

^.  Productum  ex  omnibus  terminis  pcriodi  nu^ 
neri  eajiavifl  seeuaduM  Aodalam  p»^  vel  2p*  vel  4  oaitati 
congruuBi  est  positive  vel  aegative  sum'ptae.  Et  quidem 
positive  sumenda  est  unifas,  quaudo  termiBoroBH  multi- 
tudo  impar,  quan«lo  vero  par  negative.  # 

Modulum  p>*  vel  2/»"  desigDenna  brevit  gratia  per  m  sitque  pe« 
ruMhia  laeo 

Productum  P  poteatati  m  '    aeq»val«r»  ex  lerienui  doctriiia  com* 
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stat.    Quando  igitur  t  est  uumcrus  impar,  erit  ^"^^  ioteger  et  quuj; 

■iam  «r'sl  erit  etiam  =1  (mod. /;).    Si  vero  t  <^t 

per,  erit  ^  integer  fttqiie  Ij  +1)  («^  —  l)sO.  Pm- 
SU8  simili  modo  nti  jam  saepius  arg'umentati  Bumns  erit  aut  a  ^  +1 
»Qt  — -1  per  modolum  diviubilis.   Atqni        uniteti  non  c6d* 

gina,  quia  0'  est  iofiinu  anitati  congrua  pot^stas,  qua  re  a^^^l 

edeoque  P=  a  ^  =  (—  1  )m  =  _  1. 

(ienique  aodnlus  est  4  argumentationis  prima  pars  pro  hoccecaau 

•  _  jl- 

valet;  quod  vero  attioet  ad  eecnndam  erit  («^  (^s  — \\  ^ 
4  divisibilia  etqnoniam  amlia  factores  nnaiemm  4  jion  simt:!  involvunt 

L 

tanquam  düferentiam  2  constituentes ,  aut  0 '  =  1  aut  =  —  1  esse 

t  »  f  • 

oportet    Xon  autem*4rit       =1  eec.  bypotb.«  ervo  5—1, 

/(/-Hl)  •  •  ' 

atque  er   ^    =  —  1. ' 

Kxempl.   Pro  inodnio  25  periodus  numeri  2  est  Laec 

* 

2«  .2*  . 2«  .2*.,.»..2»«  .2«»«2»». 

Residna  sunt 

3. 4.  8. 16. 7. 14. 346. 12. 24.23.21. 17. 9. 18.11.32^9.13.1 

productumque  est  =  —  1  (mod.  25). 

§.  44.  Quando  a  est  riulix  primitiva  moduli  /;«  vcl  2/;«,  ita  ut 
Sit  «/'■"^f/'— ^)  iunma  ipsius  a  potcstus  uiiitati  coo^ruu,  periudus  om- 
nes  numerus  couipreiicjiUet  ad  inodulum  |»riuios  eaque  nou  majores 
et  qnaniam  in  hoeee  eaau  i^p**—i{p  —  1)  semper  est  par,  prodncr 
tnm  nnmerorum  ad  aliquem  primorum  eoque  minorum  secntadum 
knnc  unitati  negfaiivo  stimptae  erit  conefruiiin.  (Ct.  §.  36.} 

a  ad  expoiieutem  ■lp"~^{p  —  ij  }»ertiiiet,  erit  a  reaiduam 
qnadnUieum  moduli/''*  vel  2p»  ($.28.)  nec minus ^re^idua  erant 
u*y  . .  ^yj/^— *(>»— IJ  et  fluidem  omoia  bis  exhibeatur  residua,  quod 
mnititudo  eorum  \p"^\p  —  1)  (§•      ).    Sequitur  hoc 

Tbeorem^.     Productum   residuurum  quud ruticorura. 
modnii  In  aliqua  formarum  /^",  2/;"  exhibiti  cuu^^ruam  est 
nnitati  poBUive  vel  negative  anmptae.    Pjositive  autem 
Sipmenda  est  unitas  vel  neg-ative  prouti  Ip^^Hp — 1)  impar 
Tel  par  i.  e.  p  ro  u  t  i  p  est  form  a  e  4//  -j-  3  vel  forma  c  4ä  -J-  1 . 

Aliam  magisque  pecuiiarem  demoustratiouem  teotabimus  io  pa> 
•ragrapho  qnae  seqoitnr. 

§.  45.  Numeri  ad  modulnm  quem  in  univermm  per  nedeaigne- 
mUR,  priffli  epque  minores  sint  ' 

0„       Ö„..,e»— 0„  es  — 0„  »  — d| 

J|Uorum  multitudinem  tanquam  parem  esse  2^  supponemut.  l|ao 
«eto  residua  qaadroticj^ongrna  erunt  potestatiboa 


üiyiiizea  by  GoOgle 


28 

^.s  . . .  ev^i*,  es««. 

1.  p  est  formae  hn-\~  \  erit       31.)  —1  residoom  qnam  ob 

remyesidutt  otianr  ita  nxliibcnfuif 

Tel  ita 

Hinc  putet  |»ri»ductnm  numeroruin  ad  m  jiriinorum  coog^ruum  t'ss<* 
producto  residuorum  ipaius  m.  Jam  vero  illiid  productUM  ooitiiti 
uegativc  sumptao  cong^riiiiin  (§.  3C.)  erg-o  tfaeorenm  probtttam  eik 
pro  iiioduio,  cujus  factor  p  fonii.-ie 

Si  vero  p  est  iorinac  \a  -|-  3  erit  —  1  uou  residuuin  41.), 
qiiam  ob  rem  non^residua  snnt  Iiis  congrua 

¥Cl  hU  • 

®a(«»--®.).  ..<5M«-Ö/») 

produpiumque  non-residoorum  «r^coDg^uum  erit  prodacto  nnmerorutt 
ad  uoduluin  pri^iormn  i.  e.  unitati  negative  snoiptae  (§.  3G.).  Jan 
vero  prodiictum  residuorum  /*  in  pruductum  nun-residuuruiii  P'  con- 

5 mit  productü  iiuiueruruiii  ad  iiiod.  primoruiii  i.  c.  PJ*'  =  —  1,  atqui 
»'s  —  !,  ergo  ri^^  —  J\  —P=  —  \  vel  /»=  1. 
Kzempl.  1.  Pro  modnlo  25  habentiir  resldaa 

%       1 . 4 . 9 . 16 . 1 1 . 24 .  U .  0 . 21 . 19 

qnorom  productom  =  —  1  vel  24. 

Bx.  2^  Pro  modulo  18  sunt  rc^aidoa 

1  . 7  . 13  qaorum  produclum  =  1. 

§.  iO.    I*rüductuin  residuorum  quadraticurum  tooduli 
2"  (/4;>3)  unitati  secnodoni  moduluai  2'>~'i  coDgrunm  est. 
Deaigoemus  reaidua  moduli  2^i'per 

^       ^t»       ^»1  •  •  • 

So^rum  maltitudinem  esse- 2*^  patet  ex  §.  40.,  quo  loco  observan- 
um  vultitudioein  esse  1  quando  »=s3.  Itno  fiMto  residna  moduli 
2«*  coDgroa  erunt  bis  lermiois 

sec.  med.  2*^^  quoaiaB  Mltitodo  residuorum  ipsills  2^  Ott  2*  'vel 
duplum  muUitudinis  residuorum  raod.  atque  quodcunque  ipsius 

2"  residuum  congruum  esse  debet  alicui  ipsius  2^*—!  residno  scc 
mod.  2»— 1.  Quodsi  prodttctnia  residaanim  nodMil  2*  de8ignamus  per 
residnomm  bujusce  2^  per  /V— i.babetnr  coagruentia 

P«s/V-i»  (mod-  2^1). 

Jam  tbeorema  verom  esse  assomamos  pro  modnlo'  ^S*-^  ita  ut  ait 

=  1  (mod.  2''-2) 

eritque  iV-i^ürnue  l-i-2«-25p,  yV-i=  tormje  lri-2'*-iy-|-2*C«-»)y». 
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Quia  i»>2  est  2(ä  — 2}^«— 1  adcoque  J*M-i*  =  i  (mod.  2«-») 

ergo  ex  praeceJ.  «  ' 

P,.=  \  (niod.  2«-i). 

Quandu  igitur  propositio  nostra  raiet  pro  modulo  2»— ^  etiam 
pro  liocce  2**  v^ilebtf. 

Jttm  vero  valet  pro  modulo  2',  manifesto  cniin  unuin  modö  ex- 
stat  rcslduum  1.  HInc  ad  ittbdulura  2*,  hlae  ad  2*,  in  UDivertun 
ad  2"  asccudi  poierit. 

Exeuipl.  1.  Rciidua  modull  32  sunt  Jiacc  quattnor  1.9.2l^il7 
quoram  prodttctum  unitnti  secQoduni  16  est  roigruuni. 

2.  Residua  in»duli6i  liaec  sunt  octo  1 . 9 ,2a.49. 17 . 57 .4i..33 
«moruui  productuiri  =  1  sec.  luod.  32. 

^  §.  47.  Kesiduuiuui  quadraticor um  ud  inudulum  qucii- 
«tmque  m  urimorain  mnltitudini  aeauival.ebit  Bumerorum 


ad  modulum  primorum  divisae  per  nu'merum,  qui  tot  uai- 
lates  ^abet,  quot  riidices  oonarrucntia       =  r  (ino d.  m). 

CoD^rueutia  Lucc  iiabeat  0  radices  diversus.  Ex  quaque  ba> 
mm  radicmn ,  quas  omnes  ad.  modulam  primas  esse  sapposnimusj 
VDUn  idemque  gi^initur  rcsiduum.  atiDimum,  qiiaai  ob  rem  disquisitio 
eo  reductii  est,  ut  dt'termiDt'tiir  nuoti<'s  &  in  miiltitudinc  nunipro- 
rum  ad  m  primorum  coutioeatur.  Ex  quo  pedeteutim  sequitur  theo- 
rema.  "     *  ,  • 

Getemm  observandom  .est,  si  modulas  factores  moda  primoa 

impares  rörolvat,  restdaornm  maltitudinem  esse  designante 

ym  niultitudiuem  nuincrorum  ad  m  priuiorum  et  A;  multitudiuejn^ 
lactarum  ipaias  m  prinoruro. 

Ex  hoc  thcoremate  fucillime  deducuutur  prop.        39.  >iO. 
Kxcmpl.    ('ongruontiji        =  r  (mod.  105  = .  5  .  7)  admitHt 
2*  vei  8  radices,  dcindc  2.  i.()=:'i8  ergo  muitiiudo  resid.  muduii 

105  crit  i^  =  ö,   i>uut  vcro  liacc 

1 .  4 .  lö .  64 . 40  . 79. 

§.  ''^S.  Qu! vis  numerus  per  numcrum  primum,/^  non  di« 
vinibilis,  qui  ipsius  p  est  residuum  vct  non-residuum, 
crit  residuum  etiaiu  vcl  uop-residuum  moduli       vel  2//". 

Primo  perspicunm  est  qaenvis  numerum ,  oui  residuum  sit  vel 
non  -  residuum  ipsius  p"  etiam  residuum  fore  vel  non -residuum  im»' 
(lull  p.  Jam  vcro  (§.  39.)  multitudo  residuorum  moduli  p»  vel  '2p'' 
est  ■^J'*~^p  —  1)  quaeriturque,  utrum  iuter  liujus  residua  omoia  om- 
•DISO  residua  moduli  p  (etiam  sec.  p  congrua)  reperiaatur,  oecne. 
Seeund.  />  incottgrua  ipsius  p  residua  exstant  1),  totldem 

manifesto  intcr  p  et  2/?,  lotideni  inter  2/»  et  3/>  etc.  Qua  re  resi- 
dua moduli  p  intra  p"  inveniuniur  p"~^  .  l{p — \)=z  lp"—^p  —  1). 
Oinoiu  igitur  residua  moduli  p  iut'ra  p"  inter  residua  moduli  p»  vel 
^p»  reperiuntur. 

Aliara  Imjus  dissimillimom  pro|)ositi(inis  argnmeottttionem  dedit 
summus  (ilauss  in  Disq.  Aritlim.  patr.  9!)  sq(|. 

§.  49.  Uuando  potestas  uliqua  numeri  2  aittor  quam 
secuniia  ^ Uta  2*  pro  modalo.  assumitur,  onioes  nuneri 
impare^  fornae'.Sib+l  eriiDt  residuaj  reliqui  vero  non- 
fesidua.  #  ' 
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Unltitnd«  reaiduorum  inoduli  2»  est  (f.  40.)  quaeriturqae, 
Dan  omnes  Dumeri  ibfr«  2*»  fornae  8i&-hl  ioter  hsec  reperiantur. 

Debet  antea  ^  ita  cleterminari  at  sit  SJh-hl<,>  n\  i&<2^-— |- 

adeoque  Jk  onai«  —  1  noo  soperet.  Si  igttiir  pro  Jb'  ponuntnr 
Talores 

0,  1,  2,3,,,.a»-«-l 

lialietiir  tnultiludn  2«—',  ergo  nmnos  nlinicrt  formaf»  qui  mi- 

iiures  sunt  inoduiu  iu  residuis  ipsius  "2/*  reperiuutur.  I'rop.  see. 
parä  jain  in  §.  30.  breviter  perstrieta  est. 

9.  .50.  Pro  modulo  aliquo  qui  forma  /p"  Tel  ^Ip^  neu  eontinetur 
rcäidiioriim  qiiiidruticorum  productum  non  qtiidem  Semper  uuitati 
coDffruum  eüt  sed  tauten  uumero  alicui  cougruum  erit,  qui  in  moduli 
resiuuis  irivenilur.  '  .  ^ 

Redigalnr  uioduliis  sub  formam  A*'ß^€f' . . .  designantibus  ui, 
//,  C,  .  .  niimeros  priiiios  divcrsos  intcr  se.  »Sed  unum  modo  casum 
brev.  gratia  considcremus,  quo  quidoin  ^i,  I/,  C .  .  sunt  numeri  priini 
inipures;  quicunque  euim  est  muduluü,  disquisitiu  faciiume  ex 

45.  40.  peti  poterit. 

1.  SInt  omnes  moduli  factores  primi  formae  4ai  +  1  vcl  omnes 
formue  i/z-f-S.  Residua  moduli  ///  cfiam  siui?ularium  potestatum 
ji**,  B^y  6%  .  .  eruut  residua.    Jam  vero  residua  nioduli  A*^  int'ra 

eicstatit  \A^\A  —  1),  residua  moduli  m  iufira  m 

A^A  - 1)  Bi-^B  ■- 1)  Cfc-i(g~  I) . . . 

a* 

(§.  47.)  designante  k  niuItitudiDem  factorum  moduli  primorum. 

K\  quo  soqiiifiir  iriiiltitiulincm  rosiduorum  moduli  m  iufra  m 
Kiultiplum  esse  multitudiuis  residuorum  moduli  A'*  inlra  mani* 

-  .  ßi'-±{B—\)  6''-i(6'— 1)  etc.    ^.  ^ 

festo  enim  numerus  '  — t-  est  integer;  quoniam 

quisque  herum  B  —  1,  C — 1,  Z>  —  1  etc.  quorum  multiludo  k—X 
est  numerus  pnr.    Quodsi  buuc  uumerum  ita  exbibemus 

perspicnum  erit  quando  omnes  D  etc.  sint  formae  4w-pl 

bunc  nuincrum  osso  |)i«rrin,  iinp.irem  vero  quundo  omnes  formae 
4// +  3.  .lan»  productum  reaiduorum  moduli  A"  intra  est  =±1 
sec.  A"  prouti  A  est  formae  4iii-|-3  ve]  f.  Am-^-l  (§.  45.)  ndeuque 
pitdnctum  residuorum  moduli  m  infra  m  erit  congrnum  polestati 

(=fc  1  )KÄ-«Ä»-i .  KC-^)  C^*  «te- 
er go  Semper  niiitati  positive  sumptae  congruuflk  Idem  valet  de  re* 
liquis  Bi»,       D<i .  .     quam  ob  rem  producta  mod«  «s  residnömm 
designaute  per  P  babebiiuus 

jPsI  (nod.  A«) 
=  1  (mod.  B^) 
sl  (mod.  €f^)  t  . 


ergo  etiam  \  (mod.  A'S^O  ,,=sm),  Oine  babooHis  tbeore« 
ma:  'Si  mo dolus  est  nullius  formarvm  f>»,  atque  omnes 
ejus  factores  prini  rant  impares  .omnesqne  formae  ejas* 


* 
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4e«»  teviper  prodnctiini  kiijiis  morfali  reBidnoniiH  nnitati 

positi ve-sumptac  erit  congTUUin. 

2.  Si  nonnulii  fuctuios  sunt  formuc  4/4+  l  rcliqui  vero  luruiae 
4»+ 3  productum  ^c^Huoium  moduli  m  unitati  congruuiii  est  se- 
condaan  quainque  potestutum^  quarum  radices  Ibnnae  4/i  +  3.  Sint 
formac  i«-f-3  Iii  A.  C...  fonnae  antcih  \n-\-\  Iii  //,  K.  L> . .  : 
ita  ut  f.it  m  —  A'^n^O-  .  .  //f^K^IJ  critque  P=  l  (mod.  A»)  =  1 
(mod.  =  l  (mod.  C^)  ergo  etiaui  7*=  1  {mud,  A"Ii^O' .  . 
^odsi  ooiis  modo  -faetor  «  «xstat  formae.  4i»-|-1  productuni  JP 
«fit  coBgniua  (1)  »otestnH  (— l)JM-iM^.4(if-i)^ «le.  etro 
=  —  1  st*cund.  modulum  //'',  quam  ob  rem  congruentias  resofvi 
(»Dortebit  (mod.  ^«i?*6*...),  /»s^-l  (piod.  /T'*),  quo  facto 
J^nhitati  oeque  positive  neqno  negative  aiimptae  erit  coDgruam  sec. 
mod.  A^B^C^ ,  i>  H^r=,m,  Sr  vero  plnrea  lactores  exstent  formae 
\tr-\-\  nempe  //,  A,  L , » ,  productuni  reaidnomm  noduirM  est 
coogruum  potestuti 

(  I^IM— 1)^--*  •  . ,  .  J(Ä— l)Ä4-l .  i(Z^DZ,/-i  etc.  - 

secundum  modnium  vel  coDg-ruum  unifnti  positive  sumptae,  quo* 
niam  ia  bocce  casu  cxponeus  est  par.  Idem  valet  de  modulis  -Kh^ 
U  etc.,  qua  re  babetur 

(mod.  /r')  =  l  (mod.  äX)=1  (mod.  Z')  etc. 

ergo  jP=  1  (mod.  H^K^IJ  .  .)  adeoque 

P=  1  (mod.  ^i«/?*  Cfe  . ,  mKf'Ll  ..=»).      .    •  ' 

Ex  quo  tandem  sequitur  tlieoreiria: 

Si  io  moduli  factoribus  duo  rel  plures  reperiuotur 
formae  4«+l,  semper  productum  residuorum.  moduli 
ejusden  quadra^ticorum  nnitati  positive  «umptae  secun- 
dom  bunc  erit  conp^ruum.  In  eo  casu,  quo  unus  modo 
factor  exstat  formae  productum  de  »quo  agitur  re- 

sidao  moduli  alicui  ab  t  et  -^1  vel  aS'— 1  diverso  con- 
gruura  fit,  nemp^  prtiduetum  residuorum  tt  Ipsum  est 
residuuin. 

txempl.  1.  Pro  modulo  33  =  3.11,  cujus  fiftctores  primi 
ejusdcn%suot,  formae  productum  residuorum 

1.4.1Ö.25.31  •  • 

nnitati  congruam  est. 

%  Pro  modulo  195  =  3  .  5  .  13  residua  sunt  haec  duodecim 

'        1.4.  Id. 49. .64 .121.61.^.166. 139. 181.  79 

quorum  productum  unitati  eongrrnum;  quoniam  duo  13  et  5  formae 
sunt  \n^\. 

3.  Pro  modulo  35  =  5.7  qui  unum  modo  fmciorem  iovoirit 
furmae  4m +1  productum  rcKidu(»rum 

1  .  4  .  9  .  16  .  29  .  11  *  * 

congroum  est  29.   Invenitur  boc  residuum  sequenti  modo.  Erit 

•  />=  — 1  (m.  5)sl  (m.  7) 

qua  re  /*  ita  exbiberi  licet  P—  —  1-|-5G>,  ergo  50  =  2  (m.  7) 
vei  &@  -  2  erit  per  7  divisibilis.  Atqui  56)  —  2  ss  (7  ^  2)  O  ~  2, 
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quam  oU  roni  «lebet  esse  20  +  2  vel)@+l  per  7  «UvuiUilU.  Po- 

numus  & -{-  1  =z'i(')'  eritque 

y^=— 1+5(70  — l)  =  —  0  (mod.  351  vcj  =29  (mod.  35). 

§.  51.   Theorema  puragr.  45  nanifetit^ta  etiam  poterit  eouo- 

ciari: 

^nadratum  producti  omniun  nnmeroriiin  ad  modalum 
vel  2p-  primorum  ejusque  diinidia  parte  minoram 
unitati  est  congmum^  qnaodo/»  est  formuc  4/^  +  3. 

Alaximas  ad  m  prtiaas  nnmerus  debet  esse  t~^~~»  hm  '"2  ^ 

a«l  m  certe  prinins.  8i  igitvr  naoieros  de  quibas  agfitor  desigaa- 
mas  per 

®i»  ®»»  ®sf  •  •  •  •  o 

ex  pracc.  intelligitur  seiiipcr  esse 

(0,0,0,  . . .  ^^)«  =  l  (mod.  m) 

Hioc  sequitur  pruductuiti  * 

(0.0.0. . .  1)  (010.0. . .  1) 

per  m  divisibilo  esse.    Uuonyiui  aiitein  Iii  i'actores  tanquam  difie« 
reatiann  2  conatitueotes  factorem  primam  p  nou  simal  iavolvaat  am« 
,  boque  psres  suat,  aut  uaus  aut  alter  per  m  dividi  poterit  i.  e. 

0j0,0,  .  ,  ,  "-5-^  aut  =  1  aut  =  —  1. 
Quaado  modalus  est  numeras  prinas  iaipar  hafietar 

1  .  2  .  3  .  4  . .  .  ^^  =  =t  1  (uiüd.  ;v) 

Nunc  vero  statiia  dijudicaaduia  est,  alram  signo  saperiore  uteodun 

sit  an  int'(>i-iorc. 

§..52.  Uuoü  est  formac  4«-|-3  erit  — q  vel  m  —  q  non- 
residuam,  si  q  est  re«iduuin  (§.  31.  29.).  Si  igitur  pro  resj^duis  iis, 
quae  sunt  majura  nKMluli  diiiitdi.i  parte  ca  suhstituantur  negativa, 
quae  illis  sunt  coni^nia"  quorum(|iie  valorcs  altsolute  sumpti  crunt 
minores  moduli  dimidia  purte,  munifcüto  series  omuiuin  ipsius  m  re- 
sidaorum  absolate  saniplorum  coai|jleetetur  oroaes  aameros  ad  aio* 
dalum  priflios  ejusque  diuiidiu  parte  minores.  Et  quia  producti|ni 
ipsoraai  residaoram  uaitatt  coagruam  est  (§.  45.)  habetar  hoc  theo- 
reaia: 

Productuai  -omaiam  Danerornm  ad  aiodalaia  /m*  Tel 
2p»»  primorum  ejusdemque  dimidia  parte  mioorom  aoi- 

tati  concrnium  erit  posiiive  aut  neti;atjve  sumptae.  prouti 
niultitudo  residuorum  ipsius  m,  quue  sunt  moduli  dimi- 
dia parte  majora  est  numerus  pur  aut  impar. 

p  —  i 

Produclum  igitur  1.2.3.4...  — - —  denotante  p  numerum 

primum  forraae  4«+ 3  unitati  positive  aut  negative  sumptae  con- 
gruum  est  prouti  muititudo  residuorum  ipsius  quae  sunt  majora 
quam      est  par  aut  impar. 
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Bxftaipl;  1.  'Pro  nodnlo  19  habeiilftr  ratidm 

1.4.9.16.6.17.11.7.5 

?el  1^4.9.  — 5.6.— 2.— 8.7.5 

ergo  prodoctUB  l.ft.3.4.5.6.7.S.9  =  — 1  (nod.  19) 

%  Pro  modulo  88  vcro  baee  x      •       .  ' 

1. 4. 9. 16.  S.  13. 8. 18. 12. 8. 6' 

vci  1 . 4 . 9 .  —  7 i "2 . -  10.  3 .  —  5 . 11 . 8 .  6 

•  « 

ergo  prodactum  l .  2  .  3  . . .  11  =  1  (m.  23). 

3.  QirtiDdo  nodahiii  est  27  exfltant  rendna  fesee  botooi 

1.4.16.25.22.10.19.13.7 

prodaetimque  =  1  (med.  27). 

4« -53.  Quttdratain  prodveti  omDium  nameroriiM  iaipa* 

rium  inde  ab  unitate  usque  ad  p — 2  designante  p  nume- 
rum  primum  iormoe     +  3  «emper  unitati  coDgroom  est. 
Numeruruni 

1  .3.5.7.9...;»  — 2 
nnlitodo  eril  i{p  —  l)i  jam  vcro  p  —  2  =  —  2, 

p— 4s-'4,  j9~6s— 6  et«  S^s— £y! 

adeoque 

i.S.5.7.9...^— 25(-l)  ♦  ,1 .2.3.4.5...^-^ 

J>-»(l.S-B.7.9...|»-2)*s(-l)^  .(1.2.3..^)«. 

Atqn  ^-^^  «it  ttUMraf  par  «t^  (f.  51.)  ptodactiiB 

(1.2.3»..^)>sl  ergo- 
i^s=:(1.3.5.7.../»— 2)«sl  (nod. /r); 

Ex  hac  consideratione  manabit  etiam  Laec  propositio,  quo  loco 
observandum  est  numerum  ^-g —  esse  parcm  vel  imparem  prouti  p  sit 

formae  8>&  +  3  vel  formae  8>&  +  7.  Productum  omninm  nume* 
roram  iaiparium  inde  ab  unitate  usque  ad —  2  detig- 
a«at«jpiiii«er«fli  prmsfli  foriiao  4«H-3  prod'neto  oaiiliim 
■nmororum  inde  ab  BBitate  naqao  ad  ^(^—1)  positive  ant 
negative  sumpto  congrnnm eatj  proati  est toraa«  8^4-3 
vel  formae  SXr'^7. 

Alia  hujua  tbeorematis  demonstratione  propositioneia  naneiaee- 
in  doctrina  numerorom  attCBtioBe  haad  iangnam. 
Productum  1.2.3.4.5.«         •!  CSt  S— 1  (liod.  p)  foe. 
titeoreaui  Wilsoniaaum  ergo 

1.3.5.7.9.,|i*-.2.1.2.3..£^.2*  s— 1 

TiMÜiL  .  t 
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/Vs  — 1  (mod.  /»);  at  varo  /»s  (—  1)"*"  »1 

Qnodsi  p  est  fomae  8^-|-S  erit  ^  ^    par,  impar  vero  qnando  ^ 

foriiiae  8X^H-7.    Hinc  eril  ji*s  —  1  aut  — ft  =  —  1  prouti  p  forma 

comjtrehenditur  8/r-|-3  aut  haccc  S/^-^-?.  Est  iijitur  2  ^  =  — l 
(mod.  p  =  8Xr  H-  3)  =  1  (iiiikI.     =  8^  +  7)  orp;o  propter  §.  28. 

Numerus  2  est  restUuum  quadruticum  utuduU  primi 
famae  Si^**!-?»  aon-raaidoani  rero  forniae  SA-f-S. 

54.  In  Universum  quadratum  producti  oranium  numeromm 
impannm  inde  ab  unitate  usque  ad  p  —  2  desig-Dantc  p  num.  pri> 
muu  queiiqunquc,  uottati  positive  vel  negative  sumptae  erit  cod- 
grnom,  prouli  p  eat  formae  4« +3  val  hujusce  ku^l, 

Rasidaa  moduli  p  exhibentar  potestatibns 


{^)\  C-^i,  i^u 


omnino  ex  potestate  (^--:; — )  residuum  gignitur  quadraticnm,  deno- 
taute  Jk  Dumerum  imparem,  cujus  minimu^s  valur  1  cujusque  maximus . 

Ponamus  (^-g— )*=r  eritque  {p  —  /?)'.  =  4r  vel  X*=4r,  ita 

iit  pvni  liceat  i&*ss4r— qao  &cto  habetur  r=^"^^V  Reai* 
döa  igitnr  emnt  haec 

4   '      4    '      4    » *  •  •         4  .  ^ 

Productum  herum  designetur  per  P  eritqna  (§.  45.)  JPs^l  pronti 
p  forme  4j»-|«3  vel  bujuace  4«»  +  l,  ergo  . 

er! 

(p-hl)  0»  +  3»)  (p^&*)  {p^l*),,p^ip^2yszti2P-t 
adeoqoe  =d=l      9.),       re  etiMB  * 

(1 . 3 .  5 .  7 . 9 . . . // —  2)' s=!rl  (mad*  1») 

'      '  • 

prouti  p  est  formae  4a» +  3  vel  hujusce  4»H-1. 

^.  55.  Prupositio  io     52.  enuociata  etiam  ei^  socioirum  doctrioa 
feeilliBie  petitar  lioc  modo. 
■  In  §.  30r  donOMtratoB'  eat  cuiqae  nnaoro  aeriei  , 

1 .2. 3. 4. 5.  1 

aociuni  aliqaen  In  eaden  Serie  eed  unnm  modo  respondere.  Hoodai 

numeri  hujus  seriei  socii  sibi  desig^oantur  in  nniTemim  per  a,  ß 
ha  it  ütaßsi  (mod./»)  habetur  a(p — ßjs^l  (m.ja).  Voeait 
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liccat  DDraeros,  quorum  productam  unitati  negative  sumptae  fit  con- 
graum,  »ocioft  oppositos,  quo  h/tto  In  serie 

♦  .        1.2. ».4.*.^^  > 

dmi  nnmeio  aocins  respondebit  Tel  socius  oppotitu  in' tttdcm  se^ 

rie  et  quidem  unus  modo.  Nam  ctlique  horum  numerorum  in  Serie 
1.2.3.4.../?  —  1  socius  respondet  ersro  in  priore  aut  socius 
«ut  social  oppositUB.  Hi  ?ero  esset  aß'=uß"  ita  ut  a,  ß',  ß"  moduK 
Ifaüdin  parte  rint  ninofes  ati|ve  aß'^aß^S'^l  h9kentjat  a(p'-^ßf) 
sa{p  —  ß")=  1?  quo  facto  quum  p — /f^  tem  p-^fi^  ipsi  n  aocins 
eiset  contra  §1  36.  Etiam  nuiluB  homin 

2. 3. 4. ..2^ 

quornm  mültitudo  par,  sibi  ipsi  socius  esse  poterit  vcl  socius  opposi- 
tus.  Nam  praeter  1  et  p — 1  Dullius  quadratum  unitati  congruum  est 
(f.  S6.)  atqua  ttiam  nvllins  quadratum  unitati  negative  auaptae 
prit  coD^rnum»  qoofiian  — 1  eat  nan-reaidnunr  tormae '^lii-^S. 
(|i  3L).  ^na  la  productnm  binorani'tarBriiiamin  aarici 

unitati  aut  positive  aut  negative  sumptan  orit  conp^rnnMi  quadratua» 
^oe  hujus  producti  Semper  unitati  congruum.  Ergo 

(d.3.4.5.0...£^)*sl  <in.|»=s4«  +  8) 

♦ 

Nonc  vero  aliud  criterium  sese  eifert  congruentiaa 

l,2.J.4i..^^s=fcl. 

SigDO  enim  superiore  vel  inferiore  utendum  erit 
prouti  mvltitudo  numerorum  aeriei 

2. 3. 4. 5.. 

qiibna  aocivs  oppoaitna  aliqnia  reapondat,  eat  par  vel 
iapar. 

Exempli  gr.  pro  modulo  23  babentur  congmentiae 

2.115  — 1»  3.8  =  1^  4. d  =  l,  5.95-- 1,  7.1051 

nga  prodnetnm 

V     '  l.2<».4.5...11sl. 

Utrom  Munero  aficm  reapoadeat  socius  an  aocins  oppositns  facile 
tt  fractionum  eontinuMm  dei^rina  deeidi  poterit.  Mam  ai  a  de* 

©  —  1 

lifliat  nnoMmm  aUqnam  ex  bia  2 .  d .  4..  • .  ^  *  ^volvatnr  firactio 
^  in  fractionem  cejitinnam  eritque  si  fractio  convergens  quae  ip- 

lam  A  Miecedit  deiignatnr  per      ag^Jtpsss:ätil  vel  c^5=kl 

(med.  p'),  .Huadai  g  modali  diaddia  parte  eat  miuar»  ipai  a  re-- 
•paudebit  rMp.  iodiia  vel  ■ecina  oppoaltna.    Si  vem  gZ^^  <nrlt 

8' 


36  * 

^)  s  ^  1  (mod.  p)  iitqae  toni  «  g  sibi  eniat  aoeü 

oppositi  vol  socii, 

§.  5d.  ^iumaia  rcäiüuüruin  quadruticorum  moduli  ali- 
cajus  formaruiu  semper  p^r  hunc  divtsibilis  est» 

ezcepto  eiiau  in  quo  /9=3> 

Dieiigneptar  midm  per  ■ 

^1»  ^»»  ^t»  • 

Jam  4  tani|^iiaai  <|Qadratuai  reaidiraai  eal  Bodali  ctynim,  ergo 
(f.  2§.)  etiam  hi«  reiidaa  ernot  congraa 

*^«»  ^t» 

maBifeatoque  omnia  annt  iacoD||Tiia,  qnoDiam  ai  baberetar  4^is4^x« 

esset  Mq^—qI)  per  niodulum  divisibilis,  vel  productum  ^Q^—Ql)  divi- 
aibile.    Qiiodai  modtllua  eat  p"  hoc  fieri  nequit  quia  p'^  ud  4  primus 

atqae       tt</»«,  si  vero  aiodolas  eat  2p*  erit  *^^^gilcs?i£^Sii 

qao  facto  denuo  p"  ad  2  primna  eat.    Sumnift  i^ltur  S  residuiMroia 
coDgrua  est  AS  vel  AH  =       ex  quo  sequitur  3*V  =  Ü.    Atqui  quam' 
casum  in  quo  p  =  'S  exceperimus ,  semper  mudulus  ad  3  primua 
,erit,  quam' ob  rem  babetnr  iVsO  (m.  p"  vel  2//»). 

Nota.  Quando  p  est  forinae  4«+l  tbeorema  facilius  etiaai 
probatur  hoc  modo.  Si  r  eat  reaidnam  etiain  -^r  erit  reaidaoai, 
qua  re  in  »erie  * 

biou  siffui  ratioae  dou  habita  eruot  uequaiia,  erg^o  summa  umoium 
per  BBodolnBi  divisibilia. 

Bz..  gr.  Pro  modalo  25  residaa  annt 

,  1.4.9.16.11.24.14.6.31.19 

Tel  baeo 

1.24,  4.21,  9.16,  11.14,  6.19 
2.  .Rendua  moduli  19  suot 

*        1.4.  9. 16. 6. 17.11. 7. 5 

anmmaque  per  19  divisibilis. 

§.57.  Summa  omnium  termiudrum  pcriodi  numeri 
cujusvis  a  est  =0  sec.  mud.  queocunque,  qui  ad«  —  1 
est  Domerns  primna.  i 

Sit  periodpa  baeo 

«9      ap*9      .  • .  * 

eritque  summa  s  ex  serierum  doctrina     '~^;;zY  —  ^) 

==:  a{a^  —  1 ).  Atqui  =  1  ergo  «(«  —  1)  5  0,  ?el  «  s  0  quoniam 
moduius  ad  a — .1  primus. 

*  f.  58.  Tbeorema.  Prodnctnm  omBinm  radicnm  -eon- 
grneDtiae  ^»1  (mod.;»)  deiignante  p  nnmerum  primnm 

aoitati  positive  aut  negative  samptae  est  congrnam 
prouti  d^visor  communis  maximua  numerornm  m  et  P'^X 
eat  impar  ant  par. 

Dirmetr  communis  maximas  numeronim  n  ei      1  slt^babebit- 

que  congruentia  de  qua  a^itur  S  rndiocs  ^§.41.).  Quarum  ouaelibet 
ad  exponeotem  d  pertioens  sit  w,  talis  eaim  aemper  exstat.  Termini 
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'  |i€rfodaii  coBttUuent  omnesqae  congruentiäe  propositne  satisfucient 
neqne  plares  radiees  cxstant.    Ergo  prodHctttm  radioin  erit  sdbi 
43.)  proati  d  est  impar  vel  par.     «  ^ 

CSoDgniciitim  (m.  p)  adinittit         ra4iMi,  qaae  om- 

Des  resMaa  ipiiai  p  wmt  qnadntiea  ex  qvo  seqaitur  theorens 

59.    Summa  omnium  radicum  con^raentiae  jk»  s=s  1 
(m.  /i>)  Semper  per  moduluin  divisibilis  est. 

Pertineat  w  ad  expooeatcB  S  sCatiaiqae  propogiftio  Mqaltiir  ex 
f.  57.  quoDiam  ia  hocea  easn  » —  1  taaqaan  nuaor  quam  p  fnA  p 
tat  primus. 

§.  €0«  Samma  quadratoruin  omnium  numerorum,  qui 
coagmentiae  (aod.  p)  ■atisfaeiqnt  senper  per 

■•dolnai  p  divisibilis  est,  daBsedo  excipietur  casus, 
in  quo  congriientia  duas  tantnmmodo  admittit  radiees. 

1.  ßit  d i.e.divisor  coinnittnis  maximus  numeronim  n  etp-i  impar. 
E|dices  deiade  con^rueaCiae  uostrae  siaf  t^,  ft/j  te/\  te^ete.  eroat. 
que  etiaai  kae*  radiees  w*,  tt/*,  «^',  w^*,  etc.  et  qnidem  omnes 
sunt  ineongruae.  Nam  si  haberctur  tü*  =  ta'*  esset  {w  —  to')  [tn-^tr/) 
ergo  Sfr-I-«^  per  p  divisibilis  vel  to  =  — (mod.  ;;),  ita  ut  etiam 
esset  radix.  Jam  n  erit  impar,  ^am  si  esset  par,  quia  etiam 
p^i  par  aaBeram  S  taaqoam  imparem  et  l-n  et  i(p  —  1)  metiri 
oporteret  quo  facto  2(J  nujiieros  n  et  p — 1  metiretur  contra  byp.  quia 
d  est  maximus  ipsorum  ^^t  p — 1  divisor  cummunis.  Quia  i^itur  u 
impar  erit  ( — O''}*  —  —  =  — 1  nt-que  vero  — satisfacict 
congruentiäe  BoiCrae  coatra  praeeed.  Qaadratis  igltur  «r»,  i»'*, 
etc.  exhibentnr'  omaes  radiees  dirersae  adeeque 

«7     tt)^     «o'^  etc.  =  to'*  -+-  tc'''  etc. 

Atqni  w-^ui^^'u/'  ete.  (f*  59.)  per  ^  divisibilta  est,  erga  etiam, 

w^-^u/*-^«/'*  etc.  - 

%  Sint  denuo  radiees  coagraentiae  =  \  (mod.  p)  vel  qoed 
idem  valet  liajasce  arff^l  {mod,  p)  w,  ufy  k/\  u/"  etc.  atqm»  d 
par.  Congruentiäe  (.r*)«<^sl  satisfaciunt  {d  radiees  incongruac, 
quarum  summa  (f.  59.)  per  modulum  erit  dirisibiüs.  Uae  radiees 
maDtfesto  ipter  has 

•e»,  •P*'«, . . . 

iiTeniuntur.  Quae  qaum  omnia  quadrata  congruentiäe  (4?')i(^s  1 
satisfiiciant,  erit  perspicuum  banc  quadratorum  summam  congruam 
esse  dupjo  radicum  congruentiäe  (a:^)t<f=l^  quae  sec. sint  io- 
conffrnae.  Hoe  Tero  daplon  per  p  diTisibilis  est,  ergo  etian  senma 
qtadratorura  radicum  eoagmeatiae  1. 

Pro  ^d=l  theorema  non  valere  facile  perspicietur. 

f.  dl.  Prodoctum  ex  omnibus  numeris  ad  eundem  ex- 
ponentem  t  pertinen^ibas  ttoitati  conp^runm  est  sec  med. 

Tel  2|p*,  deaotaate  p  aumerasi  primaa  imparen,  eX- 
cepto  casu  in  quo  ^r=2.  Ton  eaisi  uou's  noda  exstat 
numerus,  ab  l  diversus. 

Pertioeat  a  ad  exponentem  t  secund.  modulum  /»".vel  Ip**, 


18 

quem  brev.  grat.  per  m  desi^nabirous.  Thih  numeris  ad  t  priuiU 
eoque  Don  majoribus  desiguatis  per 

omnes  ad  exponentem  t  pertinenteB  Dumeri  «xbibeotur  potestaübu» 
(§.210 

«01,  «Wi,  «ö»,  .  .  .  flr6]u 
quam  ob  rem  productum  erit  coog^ruutn  Luic  potestati 

•ec.  mod.  m.  Jam  vcro  0,  -f-  ©i  +  0,  -H  .  .  -f-  0u  =0  (mod.  t\ 
(§.  37.)  atque  a*  =  l  (mod.  m)  ergo  etiam  «©i+««-*-ö»+  •  3 1 
(■od.  m). 

Co  roll.  Quando  a  «d  eipoBODtfloi  p'*-'Hp — l)  pertloet  vel 
ladix  est  pn'mitiva  hoc  theorcma  ita  eniinciari  oportebit: 

Productum  cx  oiuuibus  radicibus  printitivis  unitati 
coDffruum  est  sec.  uioü.  p"  vel  2p"  exceptu  casu  iu  quo 

§.62.  Summa  omnium  numerorum  ad  eundem  cxpooen» 
tem  ü^pertineotium  sec.  modulum/'desigDante  du  ine  mm 
primum  est  =0,  quando  t  per  quadratum  utiquud  divisi- 
bilis  est,  qnsndo  ?oro  t  per  «nflsB  quadratum  diTidi  |io* 
terlt»  anniBa  erit  pronti  aiultitndo  faclomai  pri- 

■«rnm  ipsina  $  eat  P^^^,» 

Primus  casna.  Factore  primo  aliquo  €q[iia  quadratom  expo- 
nentem $  metiator,  per  o  desigaato  die«  »  Jb  Mt  DOmeraa  ad  t  pri- 

mna  edam  J^-t-^  id  #  primum  fbre,  deaignaikte  9  unmeram  into- 
grum  queDcnnque.   Nam  primum  numeri  tf  ^H-*^  £ttCtorem  a  non 

aimnl  involTeut,  qnandoquidem'^  ex  byp.  per  a  diviaibÜia  eqt  ergo 

ai  iieri  pogaet,  numeri  #,  Jb  faefcorem  eomamnem  a  iBfolvereat  contra 
ea,  qnae  aappoaaimua.  ^mdal  numeri  de  qnibna  agitur  alinm  footorem 

primnm  eommnnem  0  halierent«  Inm  esset  (mod.  0) 

adeoque  0^+^  =  0,  metireturque  0  prodaetnm  aJb  ergo  A  qnia 
^  ab  a  diveraua  eat.  Tum  autem  denuQ  Jk  tt  *  non  eaaent  primi 
infer  ae.  Ex  quo  aequitnr  omnes  hos  numerus 

ad  ipsuui  f  fure  primos.  Jam  sit  a  numeruB  ad  exponentem  f  per« 
tioeos  pertinebuntque  (f.  21.)  omoea  hi  ad  eundem  exponentem 

1^*1  ,42=121 

quoram  multitudo  est  a. 

Snmmam  homm  ita  exliiberi  lieet 

£         2t  it  (tt— i)< 


« 


1  ?1  ^-1)^ 

Jam  vero  omnes  hi  a",  a",  a^,,,,a  "     sec.  .uiod.  prop.  sunt 

imMBgrai;  mi  il  liabentor  m«^"  ita  ut  auUiu  ttiuMmna 

(nc  —  rtr)— 

^    hunc  o —  1  superaret,  esset«  «=l;    atqui   m  —  z«' <r  «, 

^     («■  —  ^)~^  facto  inferior  ipsius  a  potestas  quani  mi- 

tfiti  •eingnUft  fieret  contra  hjp,  Termini  igitiir  .  ^• 

ü     ?£     »f  (<r-l)y 

periodum  coostitueut.  Sed  nnmerum  ipso  minorem,  acctpere 
•portebiC  'Si  eatn  ^i^-^mp  ad  ezpoaeotem  a  pertwet  ettav  m" 

ad  eondem  pettinebit,  quandoquidem  ai        ad  cc'<^a  perttneret, 

t_ 

■anifesto  Jan  poCesttt  miitati  csaet  oongnia. '  Erik 

ig^itur       —  1  ad  p  primus  adeoque  (§.  57.)  surnina  terminornm  quoa 
'  modo  diximus  per  p  crit  divisibilis,  er^j^u  etiain 

9t  na-1) 

Qaia  o*  eat  divisur  exponentis  t  multitudo  Bumerorun  ad  t  pri- 
momm  ipsios  a  erit  multiplami  ^aada-  aatea  aliua  »aperDs  ad  * 
prinns  ab  ili^m  . 

^4-—»  ^~^^>  •  •  • 
^•qiie  diveraiui     aMaaiitar»  simili  modo  prodactom 

per  ^  divisibilis  erit.  Hoc  modo  progredi  licebit,  qiioad  omnea  ad 
f  primi  sunt  exbausti,  quo  facto  omnes  habebuntur  numeri  ad  expo- 
Bcntem  t  pertinentes,  quorumque  summa  per  p  divisibilis  erit. 

Secundus  casus.  Sit  /  per  nullum  quadratum  dirisilHliB  vel 
formae  aßyS ,  .  denotantibiis  a,  ß,  6  .  .  .  numeros  primos  inter 
se  diversos.  Sed  pro  quattuor  modo  facturibus  demonstraturns  uos 
esse  tbeorema  observandum  est,  quandoquidem  nihil  impcdiet,  qua> 
Ainus  argumentatio  ad  qootcunqne  exteadatar  factores.  Dico  pro- 
dnetasi  , 

{m^ßd^  tMe^ßfkfß^^  +  0(y-iJ«Ärf 

(«oTd  +  «^«r-H  ^&  etc.  H-  «(^««rdj 
«VyiT  etc.  +  «(«-^/Vrf) 

desigoante  a  numerum  ad  exponcntem  f  pertineotem  bummae  om- 
nium  numerarum  ad  exponentem  ^pertinentium  sec. /» esae  coogruum. 
^esdiiiiiiD^  jenim  bujusce  prodnct»  termisum  exbiberi  licet  boc  mftdo 
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tpam  Ibraiaiii  habere  facile  pers^ieietiir.  %  Cujus  potestatia  expoaeoa 
ad  $z=aßyS  prioios  erit,  quoDiam  oullus  bomm  a,        d  aietiri 

enm  potest.  Omnes  igitur  producti  de  quo  afptur  (ermiDi  ad  expo- 
nentem  t  pertioent  21.)  et  quideai  onuies  sunt  incongrai.  Nam 
ai  haberetur 

esaet  (f.  10.) 

Bceandum  modulum  t,  Atqui  ex.  gr.  X^^*  ^^X^^i  ^ 

{ip — x)"ßy  ^  divisibilis  neque  vero  summa  de  qua  agitur, 
adeoque  haec  summa  etiam  per  t  dividi  nequit.  Jam  vero  multi- 
tudo  illius  producti  termioorum^  ut  ex  combinationum  doctriua  patet, 
erit  (a-— l)  {ß  —  1)  (;^  — 1)  (o — 1)  atque  etiam  muUitudo  nume-  . 
rorum  ad  ^  primorum  est  (a  —  1)  (ß  —  1)  (y  —  1)  {S — 1),  qua  re 
omnes  omnino.  ad  exponeoteni  $  pertiuentes  jyimeri  producto  exhi« 
bentur. 

Qnia  «  ad  expeaenfteai  fsssaßyd  pertioet,  taradni 

aßy     2aßy     Zaßy         Jß—l)aßy  j 

periodum  coostituent,  et  quonium  ut  antea  et"ßY  —  1  ad  p  priaiMI 
ttccipi  licet,  summa  horum  per  p  divisibilis  erit,  adepque 

Ex  eadeai  eanaa  reliquorum  factpraai  quisque  unitati  negative 
auaiptae  est  cougmus.  Uuundo  igitur  multitudo  factorum  a,  ß^  y^ 
S^,,  est  par,  produetum  i.  e.  summa  ornuiuni  uumerorum,  qui  ad 
exponentem  /  pertioent,  unitati  positiTC  samptae  eoogruuni  fit,  quando 
vero  impar  unitati  negative  snmptoe.  In  nostro  qnidea  casn  nnitaa 
positive  erit  sumenda. 

Kxcmpl.    Ad  exponentem  6  sec.  mod.  19  pertioent  numeri 
12  quurum  summa  =  1  (mod.  19). 

Co  roll,  floando  t=p—{  theorema  ita  debebit  enaneiari: 

Summa  omnium  radicum  primitivnrum  moduli  primi  est 

=  0  quando     —  1  per  quadratum  aliquod  divisibilis  est, 

quaodo  vero  per  nullum  quadratum  divisibilis  summa 

erit  ==fcl  proati  Multitndo  faetorVB  Ipaina  p^l  pri- 

^  par 
morum  est  . 

I  mpar 

Exempl.   ^  est  radix  primitiva  mod.  19  et  18  per  quadratum 
divisibSis,  qua  re  anmma  radienm  primitivanim 

2»  .a».2' .2»*  .a«»  .2*' 

per  19  divisibilis. 

f.  63.  Uaocce  epportunitatem  praetermittere  non  debeo,  quin 
tbeoiena  demonatrem,  quod  primo  qaidem  aspectn  demoostratu  mffi- 
dUimtim  videtnr.  Est  vero  hoc:  — 3  est  reaiduum  quadraticnni  ' 

Dumeri  cujusque  primi,  qui  forma  continetur  12>&-f<7  ve! 
12A'-H-1,  noD-residuum  vero  formarum  12^-f-5,  12>t-f-ll. 
Quofacto  sequitur  ex.  $.31.,  3 fore  residuum  numeri  primi 
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forraae  ^+1  vel  IM-f-U»  BOM-reiUBSfli  T«r»  harnn 

m-l-S,  12XrH-7. 

Primo  observaiiiiis  ad  exponentein  3  pertinere  duos  nutnero», 

Jnraiaai  tot  saat  «I  8  prini.  Debet  «oteB  8  ipsum  p  —  1  Metiri, 
esi^ante  p  modulum  primum,  qaa  re  p  erit  fonmie  3^  +  1,  qiuM 
has  iDvolvit  \%k-\-\,  12^-f~7.  Nomeri  ad  etponentem  3  pertiDen» 
tes  sec.  mod,  /7=12Xr-f-l,  7  sint  a,  ß  eritque  62.)  a-^ß=  —  1 
•tque  (§.61.)  aß=l  sec.  p.  Ex  quo  sequitor  ß^-^ß^  —  1, 
4ii^H-4/J  =  -.4,  4/J»H-4/?+l  =  — 3  i.  e.  (Stf-hl)*5  — 8. 
C^nando  igitur  3  ipsum  /;  —  1  metiatur  i.  e.  quando  p  est  uoins 
formarum  12^+1,  li/t^l  «emper  — 3  erit  miduiim  quadrataean 
hajbsce  numeri  prinü.  i 

Geteram-  obBerrari  licet, ,  semper  aaMeroa  ad  MBaaeateM  8  per* 
tinentes  inveniri  posse.  Repertis  eDim  residnis  moa.  p  quadraticis, 
intelligetur,  quod  quadratum  residuo  — 3  vel  p  —  3  respondeat; 
bujuB  radix  sit  uf  entaue  2^  +  1 5  =i=  (mod.  p),  quae  congrueo« 
tia  primi  gradaa  facilline  potmt  resolvi* 

Exempli  gr.  Dt  aumeri  ad  ezp.  3  sec.  31  determinentnr  per« 
tinentes  residua  inveniri  quadratica  mod.  31  oportebit.  Sunt  baec 
1  .  4  .  9  . 16  .  25  .  5  .  18  .  2 . 19  .  7  .  28  .  20  .*14 . 10  .  8.  Residuo  28 
reipoadebit  qaadratum  11*  ergo  congruentia  resolveada 

2/?H-l  =  ±ll  (mod.  31). 
Eit  Yero  J}  fei 

ita  ut  5  et  25  ad  expoDentem  3  sec.  mod.  21  pertiaeaat. 
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üelier  Cauchy's  Interpolationsmethode. 

VOB. 

dem  Herausgeber. 


f.1,  • 

Interpolationen  siod  für  die  Pbysik  und  Astronoaiie,  überhaapt 
fnr  alle  Naturwissenschaften,  welche  die  Anwendung  der  Mathema» 
tik  ffestatten,  von  so  grosser  Wichtigkeit,  dass  jeder  Versuch,  die 
bei  denselben  Yorkomaienden  Rechnungen  zu  erleichtern  nad  iiber« 
haupt  die  Metbode  im  Allgemeinen  zu  vervollkommnen,  willköneiea 
•ein  mnss.  Cauch^'s  von  Herrn  Mo i^no  in  seinen  Le^ons  de 
ealcul  diff^reatiel  et  de  caUal  lat^gral,  rödig^es  d'a> 
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Sres  les  m^thodes  et  les  ouvraffes  uublies  ou  iui^dits  de 
1.  A.-L.  Caucby.  Tome  I.  Paris.  1840.  p.  513  mitgetbeilte 
iDterpolationametliode  acbeint  uus  io  den  vorher  sngpdeiiieteB  Be- 
siehiimB  lO  Vieles  sn  leiiteny  llberkanpt  io  jeder  Rftekaiidit  so- 
▼ortrefflieh,  io  Deutschland  nber  noch  so  weoig*  bekannt  xu  sein, 
dass  wir  es  für  unsArc  Pflicht  halten,  durch  eine  ausfübrliche  und 
deutliche  Darstellang  derselben,  die  wir  io  diesem  Aufsatze  zu  ge- 
ben Terauohen  werden,  zu  ihrer  möglichst  aligemeinea  Verbreitoog 
nach  CrMften  beizutragen,  wobei  wir  zuglei«»  auch  vorläufig  be- 
merken, dass  wir  bald  in  einem  andern  Aufsatze  eine  von  uns  ver- 
suchte AnwenduDQf  dieser  schönen  Methode  auf  ein^  phjsikaliKQhen 
Gegenstand  mittheiieu  zu  könoeu  hoffen.  ' 

Wir  gehen  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  die  von  d^r  vw- 
äoderlichen  Grösse  x  abhängende  Function  y  sich,  indem 

gewisse  ihrer  Form  nach  gegebene  Functionen  von  o?,  tiud 

a,  6f  Cf      .  , , 

gewisse  constante,  ihren  Werthen  nach  aber  unbekaanle  Coeflicien« 
teo  bezeichnen»  in  die  cunvergirende  Reihe 

|f=«rc«  +  ^e'  +  ^  +  <i&+ •  

entwickeln  lasse,  und  sfcllen  uns,  wenn  eine  biureicbeude  Aniahl 
aus  Versuchen  oder  Beobachtungen  abgeleiteter  Werthe 

yi»  s^s»  ifti  y«>  —  yn 

der  Function  y.  gegeben  ist,  welche  den  ebenfalls  gegebenen 

Werthen 

^If  •f'tt  >  ^»  •  «Pm 

der  veränderlichen  GrSase  a:  entsprechen,  die  Aufgabe: 
Ij  an  ermitteln,  wie  viele  Glieder  der  Reihe 

CWf  dk,  • .  •  « 

vom  Anfange  an  man  beibehalten  muss,  um  durch  deren 
Summirung  einen  hioreicliend  genäherten  Werth  der' 
Function  y  zu  erhalten,  dessen  Abweichung  vi»n  dem 
wahren  Werthe  dieser  Function  als  unmerklich  hetrach> 
tot  irerden  kann,  d.  h.  sich  innerhalb  der  Gränsen  der 
unvermeidlichen  Beobachtung.sfohler  hält; 

2)  die  Werthe  der  constanten  Coeft'icienten 

ar,  d,  c, 

der  beibehalteuoB  Glieder  dar  ojiigea  Reihe  un  beaUm- 
men. 

Zuvörderst  wollen  wir  die  Bedeutung  einer  Bezeichnung  er- 
klären, von  welcher  wir  im  Folgenden  der  Körae  wegen  häuGg 
Gebrauch  machen  werden. 
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Wenn  ntelich 

r 

#11  ^99' ^99  ''4»  •  •  »«W» 

f  I,  e^a,  f,,  »4,  .  .  .  f« 

überhaupt  gewisse  gegebene  Grössen,  in  hpidcn  Reihen  in  gleicher 
Anzahl,  bezeichnen;  so  soll  den  Symbolen  Sun  und  2vn  immer  die 
folgende  Bedentong  ^beigelegt  werden.  Das  Symbol  Sun  b^zeich- 
■flt  jedeneit  die'  Srnme  der  absoluten  Wertlie  d^  GrSasen 

••^U  Wg,   tfgy  •  •  • 

wobei  BHi'  nch  jedoeli  dieie  Snmne  immer  auf  eoldie  Weise  gebif- 
del  sa  denken  bat^  dass  man  die  Grössen 

jettacbdem  sie  positiT  oder  negativ  sind,  mit  +1  oder  mit  —1 
multiplicirt  und  alle  anf  diese  Art  arbaltenan  Producte  zu  einander 
addirt.  Wenn  man  nun  über  ferner  gani  mit  denselben  l^aetorM» 
mit  denen  man  vorher  die  Grössen 

mnltiplicirt  bat,  dann  anc|i  respective  die  Grössen 

tfii  t'«» .  •  .'• 

multiplicirt,  und  alle  auf  diese  Art  sieb  ergebenden  Producte  zu 
einander  addirt;  so  soll  die  Summe , 'wclrhe  man  dadurch  erhält, 
im  Folgenden  immer  durch  2v„  bezeichnet  werden,  wobei  man  also 
irobl  fest  xn  balten  bat,  diss  Svm  keinssweges  die  Saume  der  ab- 
solnten  Wertbe  der  Gjrössen 

•     f  I»  V%f  Pm9       .....  f«, 

beseichnet.    In  ^einem  Ünllebeo  Terbül^isse  wie  die  dnrek  Stt„ 

lud  Svn  bezeichneten  Grössen,  sollen  im  Folgenden  aaeb  die  dureh 
^1«/«  und  ^jfn,  ^^jf/«  und  ^»r«,  ^t^'n  und  2,v„t  u.  s.  w.  oder 
äholicbe  Symbole  bezeichneten  Grössen  zu  einander  stehen.  \ 

♦.4.,-  •      "       ^  ' 

Indem  wir  nun  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  näher  treten, 
bemerken  wir  zuvörderst  sogleich,  dass  die  Bedingungen  derselben  ' 
w^gen  der  vorausgesetzten  Gleichung 

y  =      -t- -|- c«> -f- 
wenn  wir  die  den  Werthen 

■^15  *^t>   ^4)  •  •  •  • 

der  Teriiaderlicben  Grösse  a?  entsprecbenden  Wertbe  der  Functione» 


ff,  V,  Si 


>  •  •  .  . 


dnreh 


f/„  u^y. 


/ 

t 
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,  •^11  •  •  •  •  •Wi 

•»»        '«f  •  •  •  •  '«l 

I.  W.  • 

beteidiBeii,  swiMli«ii       conitapteo  GoefBetontsa 

C|    Ä^j   •  •  •  • 

uniniUelbar  die  folgenden  m  Gleichungen: 

y,  =     ,  -+-  ^1^1  -+-  cif  I  H-     ,  H-  . .  •  ^ 

|ft  =s  «»t  "H  Ä»»  +  CiP, -i- ift t -i- . . . ., 
>•  1.  W« 

fW = «H« +^  H- An -I- . . . . 

liefern ,  weldie  im  Bezug  auf  c,  . , , ,  Gieiebnagea  4ei 
ersten  Grades  oder  sogeiisBBte  lieeare  GleichMgeD  sn  'betrach> 
teo  sind. 

Vernachlässigen  wir  nun  als  eine  erete  Annäherung  vorläaGg 
die  sämmtlichen  Coefficieoten  </,... oder  reduciren  wir,  was 
dasselbe  ist,  die  Reibe,  dareb  welcbe  jf  ausgedrückt  wird«  «nf  ibr 
erstes  Glieds  so  ist 

der  allgemeine  genäherte  Werth  von  y,  und  wir  haben  daher  jetzt 
des  folgende  Systesi  von  GleiebaBgen: 

Multiplicireu  wir  diese  Gleichungen  auf  beiden  vseiteu  mit  gewisser 
willitilbriiebeii  GoefSdeoteo,  oäielieb  reapectire  siit  den  Coeffieienteii 

^21    ^1»    ^*«*  •  •  •  • 

80  erhalten  wir  die  Gleichungen 

u.  s.  w. 

dnreb  deren  Addition  sieb  ferner  die  Gleicbung: 

also  ' 

.   1    ^ly»  -f-  ^ly«  h  h  ^wy>» 

Wi  -f.       H-  •  •  •  + 

ergiebt..  Bezeichnen  wir  nun  die  in  den  dnrcb  Versuche  oder 
Beobacbtungen  gefundenen  Werthen 

y»>  y»  y4>  •  •  •  y» 
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▼OB  f  iteck«ndcB  Fehler  reepeetive  4ar«k 

^»  •*»      •4»  •  •  •  ^ 
so  den  ebo  die  frehren  enlspreeiieiideB  Werllie  tob 

eiBÜ;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  der  wahre  Werth  von  a 
offeabar  eigeetlick 

*i(y«  -fr-  «1)  -t-  ^»(y»  -fr-  <«)  -H  ^,(y.  h-       * « *  -«»IswCyi»  «w) 

uBd  der  Ib  dtfr  BeatinMBO^ 

^  ^iyi4-^»y«-t-^«y«-fr-....H-fciyii 

voB  m  eteckeBde  Fehler  iit  daher  aageBaeheialieh 
Die  GoeflieieBten 

^it  ^»  ^i»  ^«»•••^ 

fliad  ailerdngs  gan«  'willkiihrlieh{  jedoeh  hat  aiaa  dea  Folmdea 
wegea  an  beachten,  dass  maa  dea  abaolatea  Werth  keiaea  denieU 
hen  e^rösser  als  die  Einheit  anzunehmen  braucht,  weil  es,  um  dies 
in  allen  Fällen  zu  bewirken,  bloss  nötbig  ist,  dass  man  alle  Coef- 
ficienten  darch  den  absoluten  Werth  desjenigen  unter  ihnen,  wel- 
cher den  grössten  absoluten  Werth  hat,  dividirt,  wodurch  der 
Werth  voD  a  und  des  in  demaelbea  Bteekeadea  Fehlen  offeabar 
gar  keine  Aeqderung  erleidet.  ^ 

Bei  der  absoluten  ünkenntnisi^  in  welcher  man  sich  rücksicht- 
lich der  Fehler 

*i»  '»»  *i>  '4»  •  •  • 
befinde^  kann  man  nun,  um  die  wlllkährlichen  Coefficieaten  . 

k     Ji:      l;     A:  A; 

auf  die  Tortheilhaiteste  Weise  zu  bestimmen,  offenbar  nichts  weiter 
thoB,  ala  daaa  bmb  dieselbea  so  zu  bestimmea  sucht,  dass  der  ab- 
aolBte  Waith  dea  Neaaeta  dea  Bmeha 


dord  wetehen  der  ia  der  fieatiaiBiBBg-  . 

^  ^ly  I  H-  ^'21/2  -h  ^'i^t  -i-  •  •  •  H-  ^'nt/n 

TOB  a  steckende  Fehler  im  Allgemeinen  ausgedrückt  wird ,  seinen 
ffrössten  Werth  erhält.  Dies  erreicht  man  aber  dadarcb ,  dass  Baa 
die  ia  Eede  § taheadea  CoefficicDteB  ao  beatiBuit^  daw  der  Neaaer 

in  die  Summe  der  absoluten  Werthe  der  Grösseo 

••l»  •»>  •^41  »  *  •  ^ 
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SbergclkC,  d.  b.  mtn  mum  Ar  < 

ßf^f  ßf^f  •  fkk 

die  Gitae  -(» 1  bder  —  1  setteo,  {eBMhdeai  die  ArlhneB  ' 

«j>  .  .  . 

positiv  oder  negatiT  sind)  wobei  zuffleicli  erhellet,  «las«  wenn  man 
dies  thot^  Mch  der  absolute  Werth  des  Zählers 

uie  die  Summe  der  absoluten  Werthe  der  Grössen 

^2»    ^J>    *4*'*«  ^»»» 

d.  h.  da»  Muximum,  welcbes  dieser  absolute  Werth  überhaupt  er- 
reichen kann  *),  übersteigt.  Wendet  man  also  jetzt  die  Beseieb» 
nnnsr,  deren  Bedeutung  im  vorig^if  Paragraphen  eusfiihrlick  erklärt 
froraeo  is^  aoj  so  licrort  wegeo  der  oben  Mwiesenen  Gleichnog 

*iy  1-4"  ^ly«  -i-'  ^ly»  -i»  > . .  h-  fry« 

offenbar  die  Forstel 

''—St; 

die  Vorth  ei  Ihaftesfc  Hestimmonsr  von  a,  so  weit  sich  weniffstens  bei 
der  völligen  Unkeoutoiss,  in  welcher  man  sich  rücksichtlich  der 
Werthe  der  Fehler 

^If  *3>   '4>  •  •  • 

befindet ,  hierüber  urtheilen  läset,  und  fUr  y  erhält  nan  mm  den 

genäherten  Ausdruck 


oder,  wenn 


6u„ 

gesetzt  wird,  den  Ausdrpck 

y  =  ts'2y„. 

Wäre  überhaupt  «=1,  also  y-^ia,  d.  h.  y  eine  eonstante 
Grösse,  wenigstens  naherungsweise^  so  wäre  offenbar 

1 

nnd  folglieh  «^as~,' also 


d.  i.,  weil  in  diesem  Falle  offenbar 


*)  Wo  man  fest  zu  halten  hat,  dass  nach  deiu  Obigen  in  allen  Fällen  der 
absolute  Werth  keines  der  Coefficienten  k^^  k^^k^^^m,kn  grosser 
ai«  die  Einheit  angenommea  su  werden  braucht. 
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*    *  * 

n  • 

iMnrcb  wir  »Iso  io  den  TorliegendeD  Falle  nnmittolbar  auf  das 

bekannte  Princip  des  arithmetischen  Mittels,  dessen  man  sich  in 
den  Naturwissenscliafiten  so  IiHuno:  bedient,  geführt  werden. 
Wir  wollen  jetzt  in  TÖlliger  Genauigkeit 

also 

letteD,  und  wollen  die  den  Wertlien 

4r^9  of^^  dr^ybc^dP« 

von  a:  entsprecliendeo  Wertlie  von  Ay.  die  sich,  weil  mtin  die  den 

in  Rede  stehenden  Werthen  von  a:  entsprechenden  Werthe  von  y 
und  ft  kennt,  mittelst  des  obigen  Ausdrucks  von  Ay  jederzeit  be* 
rechnen  lassen,  respective  durch  '  . 

Ayiy  Ay»»  Ayi»  ^y**  •  •  •  A.y« 

bezeichnen.  Findet  man  nun,  dass  diese  Grössen  sich  sämmtlich 
isoerlialb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobnehtnn^sfebler  BaN 
ten,  so  braucht  man  mit  der  Bestisunnng  der  Coefficieoten  a,  6, 
. .  . nicht  weiter  Torsnsebreiten,  und  kann  mit  binreiehender 
Annäherung 

setzen.     Halten  sich  nber  die  in  Rede  stehenden  Grössen  nicht 
sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beohaphtungs- 
fehler,  so  muss  man  weiter  das  folgende  Verfsbren  einseblagen. 
Weil  ^  .  -c 

ist,  80  ist  offenbar  "  . 

:Sy«  r=  a  2u„  -f-  6  2vn  -\-  c  2wn  +  ä  2xn  -|-  .  .  . ., 
und  folglich,  wenn  man  * 

f  =  »'  -5'e;«4-A«'> 

«  =  «^Ä«  +  ^, 
B.  S.  W.  .  • 

letit,  da  offenbar  jedeneit 
alao  nacb  des  Obigen 

ist, 

Ä  A*' <^  A**' H~ A*    •  •  •  • 
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* 

Di«  des  Werlheo 

J?H  dTf)  J?f>  4?4«  •  •  •  • 

TOB  4f  eiitspreclheMdeB  Weiilie  Ton  /^r,  A*^,  A«> .  •  •  welche  wir 
reepectlTe  daroh 

A«'!)  A<^s«  A<^t»  A^«»«  • '  A<^; 
.  A«»!»  A«'s>  A«»!»  A«'4»  • . .  A««»t 

A*i>  A«»»  A»i,  A*4,  •••A*«» 

Q.  S.  W. 

bezeichnen  wollen,  kann  man  mittelst  der  Formeln 

A^=s«  —  ^2%n, 
tt.  r.  W. 

jedeneit  bere^neB,  und  Iudd  ako  auf  die  GleicbHog 

Ay=^A*'H"*A«^H-*'A*+  •  •  •  • 
Jelit  offenbar  ^vicder  gaas  dasselbe  VeHEibreB  aawcndeD,  weicbet 
wir  TOtber  a«f  die  Gleicbong 

aagewaodt  beben.  Wir  werden  nlaüicb 


nnd 


oder,  wenn  der  Kürze  wegen 


Ar 


gesetzt  wird, 

also  nähemagsweise 


f 

y  =5  ^Sym + ASb 


setzen. 

In  völliger  Genauigkeit  wollen  wir  nun  aber 

Ay=r'^,Ay<»-i-A*y> 

also 

AV=Ay— «^«2,^ 

I,  nnd  woHen  die  den  Wertben 

*tf       •  •  •  • 


von  ^  entsprechenden  Werthe  von  A*^r  mitfidat  des  obi* 

gen  Ausdrucks  dieser  Grösse  iauner  berecbaen  lassen»  respectifo 

durch  ' 
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•  A'y«»  AV»»  A'yt>  A*y*»  •  •  •  b^f» 

hcseielmtB.  findet  nan  nihi,  data  dieie  Grdateo  sieb  tlMmCiieh 
■  iDaerhalb  der  vrinien  der  unvermeidliiAeD  BeobachtuD^sfebler  bal- 

ten,  so  brauclit  man  mit  der  Bestimmung  der  rocfficieDtcn 

nicht  weiter  vorzuschreiteM,  und  kann  mit  hinreichender 
Ann&benmg  ^ 

also  • 

I 

letzen.    Halten  sich  aber  die  in  Rede  stehenden  Grössen  nicht 
sämmtlich  innerhalb  der  unveroieidlichen  Beobachtnngsfebler»  so 
mass  man  ferner  das  folgende  Verfahren  einschlagen. 
Weil  ■ 

=  bl^v     cl^w  -f-       -I-  . . . . 

ist,  so  i|it  offenbar 
and  folglieh,  weiiii  man 

II*  B.  W. 

•etst,  d«  oflfenbar 
also  nacb  dem  Obigen 

ist. 

rscA'if  +  ^A *»+... .  • 
.  Die  den^  Wer^hen  ^ 

■^»j  ^«»  •  •  •  •  ^» 

Ton  4ß  entaptecbendeB  Wcrtbe  ,vop  ^'«er,  A^^>  •  •  •  •  >  welebe.  wir  re- 
i|eetive  diweb  # 

•A'»i>  Ä*»»»  A*«^»»  Ä'»4» .  • .  A"«!»t 

A*«n  A'«»»  A'*^.»  A'»4» .  •  •  A'«i»; 

U.  8.  W. 

bezeichnen  wolleo,  kann  man  mittelst  der  Formeln ..  ' 

AlP  =  A»-*''-2i\A*«, 

u.  ».  w. 

jederseit  berecbnen,  und  kann  also  auf  dfe  Gleichung 

^»y=:cA'»  +  «?A'5!-i- .  

TMIII.  '4 
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•  * 

jetzt  wieder  guni  daiselbe  Verfabrco  anweoden»  welches  wir  obeo 

uui  die  Cüleicüung 

aiig«w»n4t  haben.    Wir  werden  nämlich 


and 


oder,  wenn  der  Kurze  wegen 
gesetzt  wird, 


also  nSherongBweiae 
setien. 

Jn  Tdlliger  Genauigkeit  wollen  wir  nun  aber 
alio 

■etsen,  nnd  wollen' die  den  Weithen    '  ^  « 

von      entsprechenden  Wertlie  von  A'y*  mittelst  des  obi-  ^ 

ffen  Ausdrucks  dieser  Grösse  inoier  berechnen  lassen,  respeetive 
durch  , 

A*yi»  A*y..  A'y»>  A*y4» . . .  A'^ 

' bezciclinen.   Findet  man  nnn,-dii8s  diese  Grössen  sieb  sämmtlich 
inoerii.ill)  der  kränzen  der  uoveriucidlicben  Bcobachtungsfehler  hal- 
ten, so  hraucbt  mau  mit  der  Bestimmung^  der  CocfHcientcn  a, 
c,  r/,  .  .  .  .  nicht  weiter  vorzusckreiten ,  und  kann  mit  hinreichender 
Annäherung  • 

,  .  A'y=«p''S»A*jfai 

.  also 

setzen.    Halten  sich,  aber  die  io  Rede  stehenden  Grössen  nicht 
sänmtKch  innerhalb  der  Gräozen  der  unvermeidlichen  Beobachtungs* 
fehler,  so  muss  man  weiter  auf  foleende  Art  verfahren. 
Weil  • 

A'y äM*«"  ■+•  «^A** + • . . . 

ist,  80  ist  offenbar 

5aA"yn=«^»A'«i«H*<ö,A*«»H-.. . . 


^od  by  Google 


51  ^ 
nad  folglich,  weoD  tu»    •  '      »  •  * 

n.  «1  w. 

Mtet,  «U  offenbar 

also  uttch  dem  Obigen 

^  A'l«r=Ä'»+  

MpIw'WertkMi 

^i»  •  •  •  • 

von     entepraeheiideii'Werthe  Yoo  A*«f  welche  wir  retnectife 

dnrek  .  ' 

A*«n  A'»«  A%»  A'««. . . .  A'«i»i 

II.  s.  V. 

bcieiekiieB  wolleo,  ksrni       jriitibt  der  Forseia 

A'»=Ä*«-«<^,A'*i., 

u,  s.  w. 

jederzeit  berecboeo,  und  kann  also  auf  die  Gleicbuog 

jetzt  wieder  ffanz  dasselbe  Vetfahren  aoweaden^  welches  wir-obeD 

auf  die  Gleichung 

angewandt  haben.    Wir  werilen  nämlich 
und  '  *  • 

•der^  wenn  der  Kürte  wegen 


.  gSMtet  wird,        •    •  . 

'    ,  ■  A*y=»'^,AV«, 

alse  iiihemngsweise 

setzen.     .      «  , 

In  TÖlliger  Genauigkeit  wollen  wir  nun  aber 

AV=*''5',A'sft.-*-AV, 

•faio  » 


I  • 


»2 


setzeu,  uud  wulieu  die  den  Wertbeo 

•V  f  ^  ♦'^3>  •^4»  .  •  •  • 

von  a:  cntsprerlienden  Wertlic  von  A*/A  ^'c''  mittelst  des  obi- 
ffCD  Ausdrucks  dieser  Grösse  immer  berechnen  lasseu ,  respective 
durch  •  ,  •  .  # 

A'i'n  AVa.  AVi^        . . .  AV« 

bezeichnen.  Fisdet  man  nun,  dass  dieoe  Grössen  sich  sämmtlich 
innerbafb  der  Gränzeo  der  unvermeidlichen  Beobacliiuogsfdiler  hal- 


ten .  so  braucht  man  mit  der  Oestitiimunp^  der  CoefPicienTen  #r, 
c,  (/,....  n 
Annäherung 


c,  (/,....  nicht  weiter  vorKuschreiteu ,  und  kann  mit  hinr^diender 


also 

y = e^^,  Ay»  H- 2  A  *yn »'-^3  A 'y« 

setzen.  Halten  sich  aber  die  in  Rede  stehrntloti  Grössen  nicht 
sämmtlich  innerhalb  der  (jräuzen  der  unvermeidlichen  üeübuchtungs- 
fehier,  so  muss  mam  wieder  ein  ganz  ühnliehes  Verfahreo  wie  oben 
anwenden,  und  auf  diese  Art  überhaupt  imner  weiter  gehen  »'bis 
nan  auf  eine  Reibe  von  Frössen  von  der  Form 

A"yi»  A"sf.»  A^yt.  A*y4» . . .  A^yw 

IconijBt^  die  sich  sämmtlich  inoerhalh  der  Gränsen  der  mivemieid- 
liehen  Beobaebtuugsfehler  hal|.en. 

1.5. 

Wir  wollen  nun  die  Hauntmomentc  der  vorhergehenden  fntar- 
polatlonsmethode  hier  nocluiials  in  der  Kürze  übersichtlich  zusam- 
inenfasscu,  oIiüc  die  Erklärung  der*  Bedeutung  der  gebrauchten 
i!>jmbulc  zu  wifderbülon.         '  ' 

,1.  Angenpmnen  wird,  daas  die  Function  y  sich  in  eine  con- 
vergirende  Reihe  von  der  Forni 

ys=:  «wH- ^i^  +  ct9  + - 
entwickeln  lässt,  und  dass  die  den  »  gegebenen  Wertfaen 

der  veränderlichen  Grösse  ^,  von  weldier  die  Fnnetionw  nad  die 
Functionen  w»     «r,  ;»,•..  »  abhängen,  'entipredienden  Wcrthe 

yii  ysi  yt>  y4  yw 

der  Function  y  gegeben  sind. 

2.  Dies  vu rausgesetzt,  heatiqine  nän  tuerst  die  Gri>Me  ^  mit- 
telst  der  Formel 

.    •  *  '       ti^  " 


Und  die  Grössen 

Ayj«  Ay*f  Ayt«  Ay4> . . .  Ay« 

mittelst  der  Formel 
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iMm  naa  lirnleraelbeB  f&r  4P  nmdmvmA  nach 

I*  '       •  ■ 

4Pt>  «4» 

.  laist  Findet  man  dann,  da«i  diese  QrtMen  sich  säipiBitlicb  inner- 
halb der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtnngsfebler  halten, 
sa  kann  nun  mit  hinreichender  Annäherung 

iet»en. 

3.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grössen  «ich 
nicht  sämmllicb  innerhalb  der  Gränzen  der  unveruieidlicheu  JUeob- 
achtnoffsfehler  halten,  so  hestimme  wm  '^v  und  i^  mittelst  der 
FarmeiB 

nad  die  Grössen' 

A*yi>  A*y»>  A*y«>  A'y«>  •  •  •  AVi» 

BÜttolat  der  Foiniel 

ipdem  man  ini  derselben  fär  a:  nach  und  nach 

yy*  /M 

4^»»--*^/l 

setzt.  .Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich  säiumtlich  inner- 
halb dar  CMUsm  dar  nifvenMidlj^en  Beohaehtungsfehler  halten, 
so  kann  mm  mk  hinreiehender  Annihemng 

setzen. 

4.  Feindet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grössen  ^ich 
nicht  sämmtlich  innerhalb  der  Gränsen  der  nnverspidlichen  Kcob- 
achtungsfehler  halten,  stf  bestiame  man  ^w,  und  mittelst 
der  Formeln 

und  die  Grössen 

A*!y.>  A'y«.  A'y.»  A*y«>  •  •  •  A'y»  . 

mittelat  der  Fonnel 

indem  man  in  deraelfra  für  '4P  nach  und  naeh 

4Piy  4P^i  4ttf  4P^%  •  •  •  •  äPtr 

satat  Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich,  sämmtlich  inner- 
halb der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobaeh'tungsfehler  halten, 
so  kann  nun  mit  hinreichender  Annäherung 

stftaen. 
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5.    Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grössen  sich 
nicht  sämmtlich  innerhalb  dcr^Gräozen  der  unvermeidlicheo  Beob- 
acbtungsfehler  halten,  so  bestimme  man        A'^>  A^' 
teilt  der  Formeln 

A*=»— A'«=A»  — «^^lA*»»  A^«  ==  A*« — «^^«A**«» 

und  die  GröMen  • 

AVi)        AV.»  A*y4, .  .,•  AV«    , . 

mittelst  der  Formel 

indem  man  in  derselben  für      nach  und  nach 

.setzt.  Findet  man  dann,  dass  sich  diese  Grössen  sämmtlich  inner- 
halb der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobacbtungsfehler  |ialten, 
Bo  ksnn  man  mit  hinreichender'  Annfthernng^ 

y=«'2>«+t/2,Ay«^«''-i,A'y«-i-*-.A'y«     *  ' 

setzen. 

6^  Wie  man  auf  diese  Art  immer  welter  gehe»,  kanii,  iat  lüar. 

Auf  die  vorheivehende  Weise  lehrt  Herr  Moigno  a.  u.  O. 
Daeh  Cavchy  die  Anordnung  der  Rechnung.  Nun  könnte  aber, 
wie  ea  nna  aeheint,  auch  auf  folgende  Art  Terfahren,  wobei  wir 
bemerken,  dam  nach  dem  Obigen,  wie  leicht  erhellet, 

ü'— —  er 

U.  8.  W.  • 

ist. 

*].  Angenommen  wird  wieder,  daaa  die  Function  y  sieb  Jn  eine 
conrergirende  Reihe  von  dier  Form 

yss#mii  ^-|-gig-t-4&-|- . « « . 

entwickeln  lässt,  und  dass  die  den  n  gegebenen  Wertheo 

'  «^a»  "^»>  "^4»  •  •  •  • 

der  veiinderlichen  GrSsse  vion  welcher  die  Functionir  nnd  die 
Fnnetionett  sr,  v,         . . . .  abhängen,  ^tsprecbenden  l^rthe 

yi»  y»»  y»9  y49...«ifa 

der  Function  y  gegeben  sind. 
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2.  Dies  vor^geietit,  bertimne  ihib  toent  die  Grüta«  a  mit- 
teUt  der  Fonnel  ' 

« 

und  die  GröMen 

Ay«       AiTt«  Äy«, . . .  Ay* 

nnnlat  der  Fonsel 

■ 

m  »m  in.  denelben  filr     oscli  und  nacb 


^ ij  "^a»  "^•»  "^4>  •••  ^ 

teilt.  Findet  man  nan,  dass  diese  Grössen  sieh  sSrnntlieh  tttier- 
lia}b  dar  Gräoien  der  un?eräDderlicken  SeabaelrtnogafBiiler  halteii, 
80  luuiD  nan  nit  hinreielieDder  Annähenuig 

y=:a» 

aetzea. 

3.  Findet  man  aber,  daA  die  im  Rede  atehenden  Grössen  sicb^ 
Dicht  sämmtlich  innerLalk  der  Gränzen  der  UDvertncidliclien  Bcüb» 
achtuDgsfehler  kalten,  so  beitunaie  man        und  6  mittelst  der 
Formeln 


^  und  die  Grössen 


^*y^>  A*ya»  A*y.^  A'y4i  • . .  A'y« 

nittelst  der  Formel  *  * 

A*y=:Ay— M«*)  • 

indaM  man  in  derselben  für     oaeb  nnd  nach 

^*%>       •  •  • 

setzt.  Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich  sämmtlich  inner- 
halb der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobacbtongsfehler  halten, 
80  kann  man  mit  him^eicheoder  Genauigkeit  '  ' 

aateen.  * 

4.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grössen  sich 
uickt  sämmtlick  innerkalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beob' 
achtungsfehler  halten,  so  bestimme  man  ^w,  und  e  mittelst 
dar  P«melD 

= -  ftü^  ^  ^ = -  «ss;    « = 5S^' 

iw'd  die  GrSnan 

A'y»  A'y.»  A*y.»  A*y«» . . .  A*y* 

nittelit  der  Permel  '  ^ 

AV=A-y-.^A''^, 
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iodea  nan  in  d^nelben  für  a?  nscb  und  naefc  • 

iTi,  i^lli,  .  •  .  • 

Atzt  Findet  maD  dann ,  dass  diese  GHtmen  sieh  itemtüch  inner»  ^ 
bnlb  der  Grinzen  der  unvermeidlichen  Beobnebtungsfehler  hnlten, 
■o  kann  man  nit  hinreicbender  Annäherung 

setseD. 

5.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grössen  sich 
nicht  sämmtlich  iuoerhalh  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beob* 
achtungsfehler  halten,  so  bestimme  man  ^*x,  und  ä  mit- 
telst'der  Forifteln 

und  die  Grossen 

.  AfjTi.  A*y.»  ÄVt»  A*f*f  • .  •  Ä*Jfa 
inittelst  der  Formel 

indem  man  in  derselben  für  a:  nach  und  nach 

.setzt.   Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich  sämmtlich  inner«  « 
halb  der  Gränzen  der  Unvermeidlichen  Beohachtungsfehler  halten, 
so  kann  man  nit  hinreichender  Annäherung 

6.  Wie  «an  auf  diese  Art  inner  weiter  gehen  kann»  liegt 

deutlich  vor  Austen. 

Die  beste  Art  der  Ausführung  der  nüthigen  Rechuungen  und 
manche  Abkürzungen  bei  denselben  werden  sich  einem  Jeden  leicht 
von  selbst  darbieten,  weshalb  wir  hier  darüber  der  Kürze  wesen 
nichts  weiter  sa^cn.  Häiifig^  wird  mau  ii|^beäondere  schon  vorher 
berechnete  Grössen  bei  den  folgenden  Eechnungen  wieder  in  An- 
wendung bringen  können.  •  • 

Bei  weitläufigen  Kechnijngen  ist  es  immer  nöthig,  wenigstens 
in  hdehaten  Grade  TorCheilhaft,  im  Besitze  von  BedinguD<^sgleichuu- 

gen  zu  sein,  mit  deren  Hülfe  man  di^  Richtigkeit  der  geführten 
echnung  prüfen  kann.    Solche  BedingungsgleichuDQ:en  lassen  sich 
aber  aus  dem  Vorhergehenden  eine  grössere  Anzahl  ohne  Schwie- 
rigkeit herleiten,  wobei  man  nur  immer  die  den  gebrauchtey  Sym- 
bolen beigelegte  Bedeutung  wohl  vor  Augen  zu  behallen  hat. 
Weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich  auvörderot 

.   « 
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luty  m  ist  olfonbar  '  ^ 


und  folglich 

.  '    *     '  ^  •      •   '        -*^«  =  1-  ' 
Weil  ferner  oaeb  dem  Obigen 

U.  8.  W. 

ist,  au  ist  uffeobar 

.   D,  a.  w.  e 
Wegen  iter  GltaebiiBg  i 

i»t  aber  offeober 

mid  folglich,  weil  engenecbeinlieb  'Sunz=:S9$n  ist 

also  nach  dem  Vorhergeheoden 
'  Nach  dem  Obigen  ist  ferner 

also  offenbar 

H.  i.  nacb  dem  Vorbergebenden 
Weil  nun  * 

A'*==A»  — «^^lA*»» 

U.  8.  W. 

iöt,  so  ist  offeujiür  • 

.    ^A'*.  =  ^A*«.~^«^ÄA»i., 


58      ■  • 

■Dd  folgiieli  nach  dJk  VorhergebendJl^offenlMir' 

JA**»«=0,  ^i\'»«  =  0,  

Feroer  ergiebt  sich  aus  den  obigen  Gleicbungen 

•^1 =  -I A«^«  —  -^1  «^'«-^i  A«'»» 

O.  8.  W. 

Wegen  der  GleidiUDg 

Av 


ist  aber  offeober 


und  folglich,  weil  nugeneeheinlich  ^lAc^n^  «^lA^^»  i'li 
nlio  nach  den  VorhergAenden 

Nach  dea  Obigen  ist  ferner  ^ 

alio  offenbar      #       '  ,  j% 


d.  i.  Dach  dem  Vorhergeheoden 

Su/»=:0,  S,Mfn=sO,  S^tl/n=:l' 

Weil  nun 

A»*=A*»-r«'^.A'«-. 

o.  a.  w. , 


ist,  so      offen  Ar 


5^4» = JA'«»  -  -^«^«:?,  A**«» 


u.  s.  w.  .  . 

und  folglieh  naeb  dem  Vorhergehenden  * 

2X*Mm=iO,  

Femer  ergiebt  «eh  ans  den  obigen  Gleiebnngeo 

i,A'*.=^.A'*i.— ^.«^AA**«.  • 

1k  ■«  w.  • 

also  uacb  dem  Vorhergehenden 

j,A*Äii=o,  — 

Endlich  erhält  mon  auch 
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We^  der  Gleicbung  * 

Iii  aber  offi^bar 

yd  fi»lglieb,  weil  angenicbeiofich  2,A«ifii,  =  Ä,A^'''/.  «st, 

also  nach  deia  Vorhergebenden 

Nach  dem  •bigeo  ist  ferner  . 

also  ofieobar 

.  Ä.A'"^' 
d*  i«  nach  dem  Vorbergehenden 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  stehen  kann,  ist  klar. 
'     Maa  kann  aber  aucb  noch  andere  Bedioffsirleicbuniren 
Weil  panlieh  •iiaeh  dem  Obigen  bekanntlieb 

ist,  so  ist  oflenbar 

uud  folgiicb,  weil  nach  dem  Vorhergehenden 
ist, 

Weil  ferner  aaeh  deai.  Obigen 
ist,  so  ist  offenbar 

nnd  folglich,  weil  nach  dem  Vorhergehenden 
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Auf  äholicbe  Art  iaf  nach  dem  Obig«n 

uud  folglich  - 

also  ist,  weil  nach  dem  Obigen 

5A'^=0,  ^.A>=0,  Ä/.»0,  ^.«'i.sO,  J,«/.=  t  • 
w*»  * 

Ferner  fait  nach  dem  Obigen  •  ' 

folglich 

'^iA*y«==-^iA*y»— ^i«'«^«A'y«« 
A*y« = -1  A'y»»  ~ A'y«» 
A*y« = ^.  A'y«  -  ^.Ä'ÄA'y»; 

'alio,  weil  nach  dem  Torhergebenden 

S^'^=,9,  :?,A*S«.=0.  f.A'fi.ssO; 
1»V=0,  ^ti|'«=0,  2,«'«=Ä.  s,%u=\ 
iat,        '  • 

2A*y«=o,  i',AVn  =  o,  ^3A*y«— 0,  ^,av«=0. 

Wie  Diuu  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar.  ^ 

IKe  Vortheile,  welche  die  in  dieaem  Aufsätze  entwi^elte  Inter- 

polationsmethode  gewährt,  hier  noch  besonders  aua  einander^a 
setzen,  halten  wir  für  völlig  überflüssig,  da  dieselben  zu  sehr  glhz 
von  selbst  in  die  Augen  springen.  Jedenfalls  bilden  aber  die  vor- 
her bewieaenen  Bedinguugsgleiehnngen  ein  .nicht  an  äbersehendea 
Hauptmoroent  bei  dieser  schönen  Methode,  die  wir  den  Physikern 
zu  rec^t  häufiger  und  fleissigpr  Anwendunj;^  empfehlen  möchten. 
Auch  hoffen  wir,  wie  schon  im  EingaD^e  erwähnt  worden  ist,  bald 
selbst  eine  Anwendung  derselben  auf  eioen  wichtigen  physikalischen 
Gegenatand  iai  Archive  mittheilen  sn  kttnnen. 
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.  III. 

Die  Gleifhiiiig  der  Ellipse  a'^y--\'b'^x-=a-b'^ 
auf  eiiifiAche  Weise  entwickelt  aus  der  Grund- 
eigenschaft^  t;  + 1^' = ^ 

Von 

Herrn  Dr*  Fr.  H einen,  ^ 
Dinctor  der  RMJaeliuto  nr  DüaseldoA 


Es  seien  in  unten  stehender  Figur       der  Hittelpunkt  einer 

P 


Kliipse;  Fy  JP  ihre  Breuii||ukte,  FP=v,  JPP=fr'  die  nach 
einea  Pookte  P'ileraelben  gezogenen  LeitrtisUen^  dat  tod  P  aof 
die  grosse  Axe  =2a  fpefiUUe  Ptepeodikel  Pg=y,  das  Stttek 

MQ  der  grossen  Axe  szof,  und  Jfi^sssif/'sl/a*  — ^*sse. 

Alsdann  ist 

PF*  —  F(e  =  PP*  —  /"ö», 
oder  PF*  —  PP*'=z  FQ*  — 
oder  9«^o^ts=(e+«)>_(e— jp)«, 
oder  (^-1-«')  («r  ~f/jss40 .  iP; 
tiso,  weil  tr-|-e'=2«  ist,  (1) 

3Ad? 


(2) 


Aus  (1)  und  (2J  fjigt    =  a  H-  ~.  (3) 

Es  irt  nber  nneh  #!l»=a|/#'e»+ «J» 

'  •  '        oder  r  =  l/(c-i-ar)^  -i-y'  (4) 
mithin  wegen  (3)  und  (4) 


02 


oder,  wenn  nan  «*  —  ^*  statt  0*  setzt  unU  rednsirt 


4 


IV. 

Trigonometrische  A.uflOsHng  der  in  Bd.  I.  Heft  2. 
S.  219  behandelten  Aufgabe;  und  über  eine  Be- 
z|ebimg,  welche  zwisebeaa  vier  Punkten,  die  in 
einer  Ebene  liegen,  Statt  findet. 

*     •     '  Von 

Herrn'  Doctor  A.  R.  Lncliterliandt 

Oberlehrer  aui  Gymnasium  zu  Königsberg  in  der  Neumarfc. 


Trigonometrische  Aufioaung  Uflr  in  Bd.  I.  Heft  2.  8.  219 

bebandelten  Aingabe. 

Es  seien  A  und  D  die  keideo  der  Lage  nacb  bekauateo  Punkte, 
nod  die  beiden  andern  B  und  C  ans  den  beobaebteten  WInIteln 
ABD^ß^  ABC^u^  BCD^Y  nnd  ACD^d  ibrer  Lage  nacb 

an  bestimmen. 

Denken  wir  uns  die  Seiten  des  Dreiecks  AUD  nacb  beiden 
Seiten  hin  verlängert,  so  wird  die  Ebene  des  Dreieeks  in  7  ge- 
trennte Räume  aerlegt.   Da  nun  im  Allgemeinen  der  Punkt  C —  ab- 

Seseben  davon,  dass  er  auf  einer  Seite  des  Dreiecks  ADB,  oder 
eren  Verlängerung  geleifen  ist  —  in  jedem  dieser  Räume  sieb  be- 
finden kann,  so  wäreu  7  verschiedene  Fälle  im  Einzelnen  zu  be*^ 
trachten.  Oain  kommt  noch,  dass  d<hr  Pnnlct  B  anf  der  einen  oder' 
der  andern  Seite  der  Linie  liegen  kann.    Um  nun  zu  einer, 

von  der  speciellen  Lage  der  Punkte  B  und  C  unabbänc^igen,  all- 


deutige  Hostimmung  zu  machen.  Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  fiir 
jeden  dieser  Winkel  einen  Schenkel  als  den  ersten  an  und  denken 
uns  den  Beobachter  in  die  Spitze  desselben,  mit  dem  Gesichte  nach 
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der  Oeffunng  gestellt;  liegt  alsdann  der  andere  Scbenkel  zur  lin>- 
ken  Uand,  so  soll  der  Winkel  positiv,  ffesrentbeils  negativ  genom- 
men %efdeQ.  Es  seien  n^  für  die  Winn«  ♦ 

ABCz^a,  ABDz=zß,  BCD^y,  ACD^6 

bezieblich  AB^  AB^  BC  und  ^Cdie  ersten  Scbenkel. 

Man  siebt  sogleicb,  dass  Alles  daranf  kinandinft^  eins  der 
Drtteoke  ABD  oder  ACD  zu  bestimmen;  wir  wäblen  das  erstere, 
nennen  9>  den  Winkel  ABB  und  bemerken,  dass  derselbe  mit  ß 
Stints  gleiches  Zeichen  hat. 

Aus  der  Betrachtung  der  Dreiecke  erhält  man  alsdann  in  völli- 
ger Allgemeinkeit 

AB  sin  <f        BC       sin  {j[t-\-y  —  d)    BD   .sin  y 

kictam 

sin  {(f  -\~ß)   sin  y  sin  (g-^-y  —  J*) 

•^in  sin(/— 'if)  sin (a-^y— /S)' 

und  weiter 

^  sin  y  sin  {a^y^d)   r-  *    ä  * 

Bestimmt  man  nocfi  den  Hilfewinkel  ^  aus  der  Gleichmig 

P^.^  ):  sin  y  sin  (g-hy-cf)  , 

^oig  S—  ^  (y  — d)  Äin  (a-hy->d)  sin  * 

■o  wird 

.     Cot»y  =  ^:"y-^>.....(g) 

*  ^     sui  /!  sm  {  .         ^   '  • 

und  aus  (-^)  und  (/?)  lässt  sieb  nun  y  ohne  alle  Zweideutigkcft 

ündon.  Die  übrigen  Stücke  der  Figur  ergeben  sich  dann  ohne 
Schwierigkeit.  ^  « 

,  .  .  ■ 

11. 

lieber  eine  Beziebunff>  welche  zwischen  4  Punkten,  die 
in  einer  Ebene  liegen,  statt  findet  4 

Spcht  man  die  Bedingungsgleicbung  dafür,  dass  vier  Punkte, 
deren  Ceordinatetf  a, ;  ar„  y,,  a,;  o:,,  y,,       ä:*,  y^, 

a|nd»  in  einer  Ebene  liegen,  so  gelangt  man  bekanntli^  an  dersel* 
ken»  wenn  man  in  die  «ulgemeine  Gleichung  der  Ebene: 


.  Jae^Bff'^Ck'\-D=:fi 

für  die  Coordinaten  .r,  y,  %  nack  einander  die  Coerdinaten  der  4 
Punkte  seist,  also  die  Gleichungen  < 

^jr  1  +  iTy.  +  C3s,  + = 0, 

Jfjr* -I:- iffy* -h  G«4 -I- = 0 
bildet  nnd  ans  denselben  die  Grössen  A,  B^       D  etiminirt 
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Fuhrt  man  dies  aUs,  so  gelangt  dma  zu  einer  GleichilBg  SWMCben 
den  Coordinaten  der  gegebenen  4  Punkte,  die  wir  su  OBiereM  . 
Zwecke  unter  die  Forqi  t  ^ 

H-  ^tK^B«!  —  yi*»)H-  (yi**,—  y4»i ) + (^4*, — y.*4)t 

bringen.  Nehmen  wir  nun  an,  dnsH  diis  zürn  Grunde  liegende  Co- 
ordinatensystem  ein  rechtwinkliges  ist  und  betrachten  die  Projectio- 
nen  der  4  Punkte  nof  die  Ebene,'  beielflinen  dieselben  mit 
(1),  (2),  (3),  (4)  und  aetsen  voraus,  dass  (4)  derjenige  Punkti^sei, 
welcher  innerhalb  des  von  den  drei  übrigen  gebildeten  Dreiecks 
(1  2  3 j  liegt,  so  kann  man  nach  bekanoteo  ä^ätzeu  die  obige 
leichung  auch  so  ansdräeken;* 

ip,  M^84)-i-ar,  A(l,34)H-ar.  ^1  2  4)  =  ar^  ^(1  2  3)  . . .  (1) 

oder  wenn  man  bedenkt,  dan 

A(Ä  3  4)  -f.  A(l  3  4)  4^  A(l  2  4)  =  A(l  2  3) 

ist,  ancb  folgendennassen: 

3  4)+(^,-a:,)A(l  3  4)H-(ar.-^4)A(l  2  4)=0...(2) 

Nennen  wir  nun  den  Punkt,  welcher  innerhalb  des  von  den 
drei  anderen  Punkten  efebildetcn  Dreiecks  liegt,  den  inneren  Punkt, 
80  JiÖDDeo  wir  den  in  der  Gleichung  (1)  in  analytischem  Gewände 
ausgedrückten  Sats  also  aussprechen: 

Wenn  man  drei  Punkte  und  einen  innern  derselben 
"auf  eine  beliebige  Ebene  projicirt,  und  sich  die  Pyrami- 
den gebildet  denkt,  welche  einen  der  gegebenen  Punkte 
und  die  Projectionen  der  drei  anderen  su  Eckpunkten 
liaben,  so  ist  diejenige  Pyramide,  welche  den  inneren 
Punkt  zu  einem  Eckpunkte  hat,  gleich  4er  Summe  der 
llrei  anderen  Pyramiden. 


e 


I 
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lieber  einen  Lehrsatz  aus  der  Walirsclieinlieh- 

keitsrecluning. 

Herrn  Docior  A.  B*  Luchterliuucit 
Obflriebrftr  «n  Gyninasiiiin  su  Königsberg  in  d«r  Neunark* 


Poisson  giebt  in  seinem  Lebrboeli«  der  Wabneheinliclikcitsrccli- 
Dung,  S.  31  nach  der  üebersetzung^  von  Schnuse,  für  die  Wahr- 
scheinlichkeit 77,  aus  einer  IJrne^  in  der  ursprünglich  a  weisse  und 
b  schwarze  Kugeln  enthalten  sind,  in  fi  Ziehungen  m  weisse  nnd^ 
«>  schwarze  Kugeln  in  einer  beliebigen  Ordnung  zu  Tsiehen,  wen«' 
die  jedes  Mal  gezogene  Kugel  nicht  wieder  in  die  Urne  surfick»  • 
{^iegt  wird,  den  Ausdruck:' 

"~  1.2.3...       I<2i3  n.T.2.i  c.1.2.3  (u—m)  1.2.3....(^— ^) 

g(a  — I)  (a-2).  (a~m-i-l)/Ki»-l)  (/j-2)  (i-n-j^l) 

^  c(c~l)(c-2)  (c-^-Hl)  ^ 

worin  c  =  a  «f  -  ^  gesetzt  ist. 

Bs  heisB^  dann  ebendasetbat  in  der  Note:  ,,Nacli  /x  Zielnnigen 
von  m  weisseu  und  n  schwarzen  Kua^eln  ist  die  Wahrsclicinlicli- 
keit,  bei  einem  neneu  \  ersuche  eine  weisse  Kugel  zu  ziehen,  von 

den  Zahlen  m  tmi  •  abhängig  und  wo  nnd 

r'  =  c  —  (aw-f-«).  Aber  fiir  eine  Person,  welche  bloss  wüsste,  dasa 
aus  der  Urne  fi  Kugeln  gezogen  sind,  aber  nicht,  wie  viele  weisse 
und  wie  viele  schwarze,  wäre  die  VV'ahrscheiulicfakeit  des  Zuges 
einer  weiasen  Kngel  bei  eineai  neuen  Veravehe  Ton  der  Wanr- 

acheinliciikcit  ^  sehr  verschieden,  und  uacL  einer  uns  eben  von 
c 

F.  Mondesir,  ehemaligem  Schüler  der  Ecole  Polytechuique,  mttge- 
tteUten  Beaserknag  tat .  die  in  Rede  atehende  Wahraeneinlichkeit 
von  den  ZaUen  m  and  «a  'nnabhangig  nnd  wie  vor  den  Ziehungen 

ss*^."     Poitton  beaierkt  dann  ferner,  daaa  Mondeair  in  dem 

Jonmal  der  Mathematik  von  LioaviUe  den  allgemeinen  Beweis  für 
dieae*  Behauptung  bekannt -maebeA  werde. 

IL  .      .  5 
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Du  nun  gewiss  vieleo  Lesero  des  Arciiivs,  gleich  mir,  das 
Journal  voo  biouville  nicht  zu  Gebote  steht,  so  halte  ich  es  oicht 
'  für  unungenesaen ,  liu  r  <;inen  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  obi- 
gen Behauptung  luitzutbcilm. 

Jemand,  der  überhaupt  nur  weiss,  duss  aus  einer  rrnc  mit  a 
"  weissen  und  b  schwarzen  Kugeln  /u>  Ziehung^en  stattgefunden  ha« 
ben,  und  daw  keine  der  gezogenen  Kugeln  in  die  Urne  zorOckjpe- 
legt  wurde,  kann  ufifenbar  nur  folgende  ^  +  1  Voraussetzungep 
über  das  Herausgekommenscin  von  weissen  und  schwarzen  Kngeln 
luuchen.  I£s  sind.  Dämlich  entweder  weisse  und  keine  schwarze, 
oder  ffr— 1  weisse  und  1  schwane  oder      2  weisse  und  2  schwarze 

 oder  endlich  koino  weisse  und     schwarze  Kugeln  gezogen 

worden.  Die  Wahrscbciiili(  likoit ,  dass  einer  dieser  Fälle  stattge- 
funden habe,  bestimmt  sich  uuch  der  obigeu  Formel,  wenn  man 
darin  für  m  und  n  die  entsprechenden-  Werthe  setzt.  •  So  rieht  die- 
selbe för  die  Wahrscheinlichkeit,  duss  in  +  »  Ziehungen  d 
weisse,  und  folglich  fi  —  S  schwarze  Kugeln  gozoj^en  worden  sind> 
wenn  man  «i==(?  uud  »  =  /i  —  S  setzt,  den  Ausdruck: 

"i"; —      1.2.3  ii*  —  ^) 

^  c(c-i)(c-2)  

Wenn  das  Grcigniss^  dem  diese  Wahrscheinlichkeit  entspricht, 
'  eingetrofl'en  wäre,  so  blieben  in  der  Urne  überhaupt  ^ — c  Kugeln, 
und  darunter  a  —  ä  weisse,  und  es  wird  folglich  die  Wuhrscheiu- 
ilchkeit,  liei  einen  neuen  Zuge  eine  vreisse  Kugel  zu.  erhalten, 
durch  den  Quotientisn 

C—fl 

ausgedrfickt.  Die  Wubrscbeinlichkeit  n'(6),  dass  diese  beiden  Er- 
eignisse zUG^Ieicb  cintrefi'cn,  bestimmt  sich  bckanutrich  durcb  das 
Product  der  Wahrscheinlichkeiten  der  einzelnen  breiguisse,  und  ist 
demnach  / 

^  <<g~i)  (g~2)....(tf-J)   (A-./<-t-«r-i-i)       .  . 

^  (!?-«)   

Setzt  mau  nun  hierin  uucb  einander  (3=f(>,  — 1,  /it  — 2....2,  1,0 
und  nimmt  die  Summe  dieser  Ausdrücke,  aa  erjgiebt  sieh  affenbar 
der  Ausdruck  für  die  gesuchte  WahrscheinlichkeK,  die  wir  mit  W 

bezeichnen  wollen,  und  es  ist  also: 

Bevor  wir  nun  die  Werthe  der  II'  einsetzen,  wollen  wir  noch 
'bemerken,  dass  die  Formel  [A]  für  6=fi  nicht  unmittelbar  an- 
wendbar ist,  und  dass  mau  in  diesem  Falle  für  die  beiden  darin 
Torkommenden  Ausdrücke 
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die  Einheit  nehiueo  oiuss.  .^lit  Rücksicht  hierauf  erhält  man  Don, 
unter  Absonderung  dea  gemeinschaftlichen  Factors 

für  die  gesuchte  Wuhrscheinlicbkeit  W  den  Ausdr'nck 
W=.M\{a-\)  («—2)  1)  («— /H-l)^ 

H-^^^^(-r  


1)   (Ä_ytt-Hl)}. 

Bedenkt  jnan  nun,  dass  fiir  a-K/}=/  die  bekannte,  auch  von 

Püisson  a.  a.  0.  erwähnte  Relation 

rty-O-C/— 2>  0':-iH-l)=«(«-l)   (a-/M-l) 

-|-/i»a(a— 1)  (a— 2) . . . .  («— #H-Ä)/? 


»  H-W-i)  

stattfindet,  und  dass,  wenn  man  darin  0  =  0  —  1,  ßtszhy  also 

fzszc- — 1  setzt,  die  rechte  Seite  gU'icli  der  Grösse  ist,  womit  in 
unserem  Ausdruck«  für  W  die  Grö.8se  M  zu .  mnitipliciren  ist  j  so 
ergiebt  sich 

ir=,V(r-l)  (r-2)  (r.--^), 

und  wenn  man  für  M  seinen  Werth  einsetzt, 

was  bewiesen  werden  sollte. 


1 
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VI. 


Vom  Kapitallsiren  der  Zinsen  im  Laufe  des 
.  '  '  Jahres. 

VOD 

N 

herrn  Doctor  Rädeil 

sa  Berlin. 


p  der  jährliche  Zins  eines  Thalers,  so  nennt  man  r=l-f>;9 
den  Ziiisfiiss.  und  ein  Kapital  K  j^eht  am  Kude  des  Jahres  durch 
das  Hinzutreten  der  Zinsen  in  Kr  über,  so  dass  man  den  ZinsfusB 
als  denjenigen  Faktor  betrachten  knnn ,  mit,  welchem  man  ein  Ka> 
pital  A  zu  multipliciren  hat,  um  den  durdi  das  Hinzutreten  der 
Zinsen  liervors^egangenen  Werth  dt.ssfllien  am  Ende  eines  Jahres 
zu  erhalten.  Nach  demselben  Zinstusse  geht  das  Kapital  K'vnm 
Jahren  in 

(1)  K,n=zKf^ 

aber.  Diese  Formel  gilt  zwar  zunächst  nur  ftir  den  Fall,  wo  die 
Zinsen  am  Ende  eines  jeden*  Jahres  znm  Kapitale  geschlagen  vnd 
fnr  die  fernere  Daner  des  Geschäfts  verzinst  werden;  kann  aber 
auch  auf  die  Kapitalisirung-  der  Zinsen  jedes  beliebigen  andern 
Zeitintcrvalls  angewandt  werden,  wenu  man  unter  m  die  Anzahl 
dieser  Jnteriralle  und  unter  r  den  einem  solchen  Intervalle  zukom» 
menden  Vermehraagsfektor  versteht; 

.  Nimmt  man  demzufolge  au ,  dass      der  ^  jährliche  Venieh* 

rnngsfaktor  ist,  find  dass  das  Kapitalisiren  der  Zinsen  Von  ^  «i 

Jahre  geslcbiebt,  so  ist  der  entsprechende  jährliche  Vermehiinngs- 
faktor  '  '  .  ' 

(2) 

Will  man  diesen  mit  dem  Zinsfusse  r  dergestalt  vergleichen,  dass 
die  zu  Grunde  liegenden  Zinsen  beider  der  Zeit  uacb  pruportional 

—  1 

werden,  90  hat  man    =:  1  -l — — —  zu  setzen,  wodurch  sich 


1'  —  I 

(a)  r'=(lH-— ) 


ir{j[iebt. 


Digitized  by  Google 


Dieser  Ausdruck  wird,  seiner  Bedeutung'  nucli ,  uffeubar  mit  m 
wachneD,  weil  alsdann  um  so  öfter  Zins  von  Zins  genommen  .wird; 
w  solcbea  «b«r  aua  der  Ponael  seibat  dentKcber  hervortreten  an 
laaaen,  als  es  anter  il'rcr  gegenwärtigeu  Gestalt  geschieht,  und 
zugleii  Ii  die  Grenze  des  Wachsthums  zu  finden ,  entwickele  man 
den  Ausdruck  rechts  nach  dem  binomischen  Lehrsätze.  Hierdurch 
ergieht  sieh 

,'=H-(r-l)+(l^i)  S+  

1     2  S 

wo  offenbar  die  Subtffahenden  ^  "m^'  ^'  i^l.eiuer 
werden,  ',e  grösser  m  wird,  woraus  liervorjjelit,  dass  jedes  einzelne 
Glied  der  Reihe  und  demnach  auch      mit      zugleich  zunimmt. 

Seist  man  voraus,  dass  die  Zinsen  von  Augenblick  zu  Augen«, 
blick  fällig  und  zum  Kapitale  gesclilagen  werden,  so  crliiilt  man 
offenbar  den  niüglicb  grö|^teu  Werth,  den  der  jährliche  \  eriueh- 
rungst'aktor  zu  erreichen  im  Stande  ist.    In  diesem  Falle  wird  man 
aber  das  Jahr  in  unendlich  viele  Intervalle  zerlegt  denken  müssen 

12  3 

und  w  =  GO  zu  setzen,  —  u.  s.  w.  also  als  N[ull  auzu- 

tn      wfm  M 

aeben  haben,  so  dass  sieh 

(4)   lim  r'==l+(r-.|)-4---y--5-H-  H- 

crgiebt.  Obgleich  man  aus  der  Analysis  weiss,  dass  Ciir  die  Ueilu' 
rechts  ciie  Potenz  e*""*,  wo  ^  =  2  ,  7182818...,  gesetzt  werden 
kann,  so  mag  die  Entwickelung  dafür,  da  sie  sich  leicht  ans  dem 
vorhergehenden  crgiebt,  hier  nachfolgen. 

üehrt  man  nämlich  zur  Gleichung  (3)  zurück  und  bringt  die- 
selbe unter  die  Form 


l/r'=(l-+--^r-i  =  (l-f- 


— :  y 

«1 :  (r  —  1)' 

•o  aieht  nun,  dasa  die  Potenz . rechts  aiit  der  in  (3)  übereinstimmt, 


Da  nun 


m 


^it  «I  aogleieh  unendlich  wird,  ao  etgiebt  sich  nach  (4) 

. .  •  —  ip, 


lim.  i/r'=2-»-  Y72 
also  wie  vorder, 

w 


1  ,2.1 


Ii«.  ^=«^1. 


fat  jetst  der     jährliche  Vermehrungsfaktor       setzt  mau  bei 

demselben  aber  voraus,  daaa  swar  auch  die  Zinsen  alle  Jahre 

fällig  werden,  daas  dieselben  jedoch  bis  an  Ende  des  Jahrea  nnr 

in  einfacher  Verzinsung  genutzt  wcrdcu  können,  so  erhält  man  den 
jährlichen  Vermehruugsfaktor  auf  nachstehendem  Wesje: 

Am  Ende  des  ersten  Termins  erhält  mau  von  jedem  Thaler 
die  Zinsen  m" — 1;  diese  gieht,  nach  der  Voraussetzung  der  ein- 
fieben  Verainsnng  bis  «te  nnde  dea  Jabrea,  iiir'  die  noch  übrigen 
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m  —  1  Termine  («»  — 1)  — 1)'  Zinsen»  so  dosg  diso  die  ZiiueD 
eines  Thalers  mit  ihren  Zioseszinsen 

für  den  Iten  Termin  .  .  .  s" — l-h(<w — 1)  {s" — 1)»,  ebenso 

-  -    2teD      -      .  .  .  ä"_1-|-(«,__2) 

-  -    3ten'    -      ...  *"_l-|-(a,_-3)  (#"  —  !)',  . 

-  -   4teii     -      .  .  .  ^  —  1-1-^— 4)      — 1)>, 

/  n.  f.  w. 

betragen.  Also  belanfen  sich  um  Ende  des  Jahres  sSmmtliche  Zin- 
sen und  ZwischensiDseB  eines  Thalers  nnter  der  gemachten  Vor- 

aussetzung^  auf 

«(* "  - 1)  - 1)         -  2)  -i-        8)  + . . .     1|      -  1)», 

d.  h.  auf 

Fugt  man  daher  zu  diesen  Zinsen  noch  1  hinzu,  so  ergrabt  sich 
für  den  jährlichen  Vermehrungsfaktor  r,  die  Gleichung  , 

Ninsit  man  «*=sl-| — d.  k  werden  wiedennn  die 


jahriichcn  Zinsen  den  dem  Zinsfusse  r  entsprechenden  jährlichen 
Zinsen  der  Zeit  nach  proportional  gesetst,  so  erbSlt  man  statt  der 
letzten  Gleichung  die  Formel 

(7)r"=rr+4(l-^(r-l)% 

welcher  Ausdruck  mit  m  zugleich  wächst,  und  für  m==iQc 

(8)    lim  r"  =  ^(r»  +  l) 

giebt. 

Vei;glcicht  man  den  Werth  von  r'*  mit  der  ohen  für  r'  gefaa^ 
denen  Reihe,  so  sieht  man,  dass  jener  Werth  die  beiden  erste» 
Glieder  dieser  Reihe  bildet^  und  also  beide  Vermebrungsfakturea 
nur  wenig  von  einander  abweichen  werden,  und  zwar  «m  so  weni- 
ger, je  kleiner  der  zu  Grunde  gelegte  Zinsfuss  r  uugenommen. 
wird.  — .  Fttr  jeden  beliebigen  Zinsfas^  r  werden  aber  beide  Ver* 
mehmngsfaiitoren  r'  ond      einander  gleich,  wenn  man  m  =  2 

setst»  weil  alsdannV=r+i(»— l)»=(^)'  =  a-l7T^)» 

wird.  Diese  Gleichheit  hat  darin  ihren  Grund,  dass  sich  IHr  diesen 
Fall  r'  und  r"  ihrer  Bedeutung  nach  gar  nicht  von  einander  unter* 

scheiden,  indem  beide  daraus  hervorgehen,  dass  die  Zinsen  eines 
Thalers  vom  ersten  halben  Jahre  während  der  zweiten  Hälfte  des 
Jahres  noch  einfache  Zinsen  tragen. 

Soll  umgekehrt  der  ^  jährliche  Vermehrungsfaktor  gefunden 

werden,  wenn  der  jährliche  gegeben  ist,  und  die  Zinsen  von  Ter-  ' 
min  zu  Termin  kapitulisirt  werden  sollen,  so  ist  die  Gleichung  (2) 
nach  t'  aufiKuldsen,  wodurch^  men 
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erliäU,  wenn  man  r  statt      setzt.    Hieraus  folgt  aber 


-r-  I  ]  . 

also,  bei  der  Kleiaheit  von  r^l,  s' — 1  <•  ,  d.  \\.  die  —  jäbr- 

lieben  Zinsen  sind  in  diesem  Falle  kleiner  als  die  dem  Zinsfuiiie  r 
sugeböriffeu  Zinsen  für  dieselbe  Zeit^  '  * 

Will  man  statt  der  Formel  (9)  cioeo  hiolänglich  geqaueo  Näbe- 
TBngtwertb  olme  Wsneheielieii  eeteeo,  ao  oebme  mao  ' 


wo  eine  sefcr  klehie  Qaantitilt  bezeichnet,  a  und  ^  aber  derge- 
stalt bestimmt  werden  sollen,  dass  der  angeoommcnen  Gleicbnng 
so  viel  als '  inöglicb  (Jenüc^e  i^olcistct  werden .  und  das  Zpiclien  3 
nndenten  soll,  dass  nur  von  einer  Annäbernug  die  Rede  ist.  Aus 
dieser  Gleichung  ergiebt  sich  :  , 

=  1  -|-iw(«— ( — 5 — «*  —  m^ab-\  ^ 

Bei  der  vorausgesetzten  Kleinheit  you  a:  wird  man  also  der  Wahr- 
beit.am  nächsten  kommen,  wenn 

«K«-* ^) = 1  «»d  t — 5 —  «»  —  0»««^ — ?^»*  =  ^ 

Q^esetzt  wird,  weil  dabei  nur  die  dritte  und  die  böberen  Potenzen 
von  x  unberücksiclitiyjt  bleiben.    Statt  der  zweiten  Gleicliuus:  kann 

man  aber  schreiben      .(«  —  A)*  —     (»'     ä*)  =  0,  d.  h.  mit  Be-  . 
rilcfesicbtigong  der  ersten  Gleiebnng     —    =     oder  wenn  mad 
durch  «  — /y  =  —  dividfrt,  a  +  ^  =  l,  so  dass  also  «  =  - 
und  *=s^^i^,  foiglich 

»  >  • 

folgt 

\ou  der  angenäherten  Richtigkeit  dieser  Gloiebung  kann  man 
sich  alro(  a  posteriori  nberzeugen^  wenn  uiuu  beide  leiten  dersel- 
ben nach'  Potensen  ron  a7>  entwickelt,  wodurch  «an  * 
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_  (m-l)(2»i-l)  (3m  ~1)  £_ 
"24  ^«r 


2«»-f'(i«i  +  1)0: 

sssi-l-l—J  Sk —  l-ZU'^ 

(ot—I)  (m~l) 

also  durch  Snbtraktion 

//,  ■  ■      2w-h(///-f-lVr  y/i'— 1  («I»— 1)  (3w— 2)  /^^wV 

erhält,  woraus 

Mm  .  2w-h(;/< -f- nur  r^^» 

(10)  KH-^=2^_^^^_^^-,  Ddr.  <^2-  (-)• 

folgt. 

Will  mau  diese  Formel  auf  die  Gleichuug  (9)  auwenden,  so  hat 
naD  a?=:r  —  1  so  setzea,  und  erhält 

oder 

r  — I 


y  — 1  = 


«  H  s—  (»•  —  1) 


Ist  der  —  jährliche  Verinebrungsfaktor  aus  dem  jz^etyebeneu  jähr- 


lichen fiir  deu  Fall  £U  liuden,  dass  die  Zinsen  eines  jeden  Termins  , 
bis  zum  SehlnsM  des  Jahres  Dur  einfache  Zinsen  tragen ,  so  hi^ 
man  die  Gleichung  (6)  nach     anfiBiilSaeD.   Setzt  man  der  Gleich- 

tormi^rkeit  wessen  wiederum  r  statt  r,,  so  führt  die  eheilgenannte 
GleicLung  vermittelst  einer  einfachen  Reduktion  auf 

und  giebt  also 

wo  aber,  in  nnierm  FslliD,  wo  1,  nur  das  posithre  Zetchen  ge- 
ooDunen  werden  darf.  Ilemznfolge  erhält  man 


(18)  ^-1  =  ^  i-i+l/i+«a-i){r-i)i 


oder  mit  Anwendung  v^n  (10),  wenn  m=2  und  d;=2(l— ^(r — 1) 
gesellt  nnd  ledneirt  wird,  - 
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(13)  i'-ls  Wft  <(T^)M^)\ 

wo  i»4  ^«  »iff-  «iMlnlb  Bit  ~j  mnldplicift  iit, 

if«il  «^—1  diemn  Faktor  Jiat,  so  dlaw  «'s«^  iit 

,  Mail  kann  dieie  Formel  anf  folgendem  künem  Wege  findeo, 
wenn  man  die  InkoDseqaenz  zulassen  i?iU,  für  einen  ^n^i  densetken 
Zeitraum  zwei,  wiewohl  nur  sebr  wenig  verieliiedene  VermjBkmngi» 

faktoren  unzuwenden:  '  ' 

bt  #"  der  i  jähriicke  VenaebrungsCsktor  und  r  der  entopre- 

ckende  Ziurfnaa,  ao  winl   ^   wenig  Toradueden  aein  von  a*-*  1, 

iedeDfalls  als  ein  Näberanffswerth  des  letstem  angeseken  werden 
ktenen.  Wird  daker  die  obifce  qaadratiscke  Gleiokniig  auf  die  Form 


Mg© 

r  1  

fnitn  ~  1)  /  «  ,v 


gebracht,  so  kann  man  rechtt  ■  ^  statt  «"—1  aetsen,  nad  eibält 
dann  für  s"  den  unter  (13)  atehendeo  Ausdruck. 

Will  man  aus  dem  gegebenen  i^rlicheu  Vermehrungsfaktor 
den  entspDrecbenden,  d.  b.  denjenigen ^insfoes  finden,  deaaen  Zin- 
sen den  Zinsen  des  gegebenen  Vermehrungsfaktors  der  Zeit  oaeb 
proportional  sind,  so  nat  man  für  den  Fall,  dass  der  Vermehnings« 
laktor  von  Termin  zu  Termin  nach  Zins  und  Zinseszinsen  genom- 
men werden  aoll,  die  Gleiebnng  (3)  uod  für  den  Fall,  dtffls  beim 
gegebenen  Vermehrunga&ktor  £e  Zinsen  eines  jeden  Termins  bia 
zum  Ende  des  Jahres  nnr  einfiMihe  Zinaen  tragen,  die  Gleiebnng 
(7)  nach  r  au&ulösen. 

Ana  der  erstem  der  beiden  genannten  Olriebungen  findet  man 

aber 

(M)  r=:l-*-«»(l/f^-l)  ^ 
oder  mit  Apwendnng  von  (10)  nach  eiaigen  leicbten  BedalUionen 

2h.(S-1)  (f^-l). 
(15)  rsj^  f-;  ^,Iliff.<^(l-i)(r'-l)% 


wo  für  die  Differenz  eine  ähnliche  Erinnerung  gilt  wie  bei  (13|.  . 

Ana  beiden  Anedrneken  liebt  man,  data  r  abnimmt,  wenn  a» 
wiebat   Um  die  Grenie  dieaer  AbnahaM  in  linden,  letse  m«n 


l/'r's  (l-|-(r' — 1)1"»  und  entwickele  diese  Potenz  nach  dem  hi- 
nokiiaeben  Satze.  Hierdnrcb  findet  mau 

r— l+(r'-l)-(l---)  — H.(l--jj)  (^-) 

alao  für  assoe 


74 

(16)  |i«i.rr=l-4-(r'-l)— i(r'-l)''-|-4(r'— l)*-»-.... 
wofiir  msD  bekanntiieb 

setzen  kann.  Dieaer  Werth  für  lim.  r  hätte  sich  auch  an  mittelbar 

erarebrn .  man  die  liierhergehörendc  Gleichun^^  (5)  nach  r 

'  aufgelöst  hätte.    Will  mau  ia  der  Praxis  den  tiatUrlicheu  ^  Loga- 
ritli^us  mit  dem  gewöhnlicheu  vertauschen,  so  hat  man 

zu  setzen  und  erhält  also 

(17)   lim.  r  =  1  4-  2  .  3025851  X  log  r'. 

Verlangt  man  statt  dieses  Ansdraeks  eines  beaaeaieren,  so  bat 

1  '  ' 

man  in  (t^)  —  =  0  zu  tetsen,  und  findet  dm  folgenden  btn- 

reicbend  genauen'  NSbernngswertb 

(18)  nm.rsy^,DifL<^{f^^l)\ 
Itlr  wekfte  Fonnei  sieb  der  ZasamsieahaDg  mit  (16)  sogleich  er- 

giebt,  wenn  man  j  =  2-^{r^  —  1)  letztem 
Quotienten  durch  gewöhnliche  Division  in  eine  unendliche  Reihe 
T^rwandeN.  '  ■ 

Zar  AnflSsnng  der  dleMtang  (7)  gebe  mm  ihr  irorber  die  • 
Form 

woraus 


folgt,  indem  wiederum  wegen  r^l  nur  das  positive  Wurzelzeichen 
genommen  werden  darf,  fi^tatt  des  eben  genmdenen  Werths  kann 
man  auch  setzen: 


(19)  r-.l  =  j^?^i  i-lH-j/l 4.3(1 -1)  (r' -1 


oder  mit  Hiaansibbnng  von  (10),  wenn  man  hier  assS  uad 
s2(l  —  ^)  (r"— 1)  setst  und  reducirt» 

2^(S-i.)K  — 1) 

 «   l^jf  ^1  (?li-_Lj.  (r"— 1)». 

2-*-(l-i)(r"-l) 

Setzt  man  ^  =  0,  so  erhält  mau  aus  (19) 
(21)   liai.  r=sl/Sr^<-l 
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(22)    lim.  r  =  ^rr—,  Diff.  <  1.  Jr" -  1)', 
es  der  Formel  (8)  gemäss  ist. 

Endlich  sieht  man  aus  den  Formeln  (15)  und  (20),  dass  die 
beiden  Näberuogswertbe  von  r,  res|)€ctive  in  r'  und  r^'  ausgedrückt, 
niteiDaiider  äberelDstimmen ,  so  dass  also,  in  alleo  deo  Pfleii^  wo 
jene  NähtrangfWcrtlHs  für  binreicbend  erachtet  werden,  beide  Ver- 
aiebrangsfactoren  i^icht  von  einander  verschieden  sind.  i 

Aus  diesen  Untersuchungen  geht  hervor:  .  < 

1)  DsM  dem  Zimfasse  r  virei  Bomaneiigesctste  jft^rliehe  Ver- 
mebrungsfactoren  r*  und  r"  ent^witai,  bei  welchen  beiden  voraus- 
gesetzt wird,  dass  die  Zinsen  schon  im  l^anfe  des  Jahres  in  glei> 
eben  Zwischenräumen, zum  Kapitale  ffescblagen  werden  und  Zinsen 
tragen ;  dass  die  Zinsen  cinei  jeden  Tennins  der  Zeit  nach  propor- 
tional den  zum  Zinsfusse  r  geliörigeu  Zinsen  sind;  dass  aber  bei 
dem  Vermehrungstaktor  r'  von  Teraiiu  au  Termin  nacli  Zinscszln. 
sen  gerechnet  wird,  während  bei  dem  zweiten  Vermehrungsfaktor 
r"  die  Zinsen  eines  jeden  Termins  während  der  übrigen  Dauer  des 
Jahres  nur  noch  einfache  Zinsen  tragen.  , 

2)  Dass  der  ZiasAuar  drei  lanualiebe  VerMbnttgafiifctaren 

#=.1H — if  und  y  nater  sieh  hat,  bei  welchem  die  snge- 

li^riffeii  termialiehea  Ziaaea,  der>Z6lt  nach  proportioaal  dea  dem 

'  Zinstusse  r  zugehörigen  Zinsen  sind,  welche  al»er  alle  dr^i  dea- 
jährlichen  Zinsfuss  r  nervorbrinffen,  und  zwar  der  erste  #  dadurch, 
dass  man  während  der  ganzen  Dauer  des  Jahres  nur  nach  einfachen 
Zinsen  racbaet;^  dar  «weite  tf  dadarcb,  d^  man  Toa-Termia  an 
Termin  aadb  SSaaeszinsen  rechnet«  and  endlich  der  dritte  ^  da* 
durch,  dass  man  zwar  für  die  Zinsen  eines  jeden  Termins  wiederum 
Zinsen,  aber  für  jede  Kate  während  des  noch  iolgenden  Theils  des 
Jahres  nur  einfache  Zinsen  rechnet. 

Endlich  ist  ersiehdieb,  dass  für  die  im  Laufe  eines  iabrea  fitt- 
>  lig  werdenden  Zinsen,  noch  viele  andere  Arten  der  Benutzung  an- 
p^cnouimeu,  namentlich  für  die  Zinseszinsen  ein  anderer  Zinsfuss 
als  für  die  Zinsen  des  Kapitals  zu  Grunde  gelegt,  und  danach  die 
entspredteaden  Vermebrnngsfoktorea  beredinet  werden  ItSaaep. 
Diese  Rechnungen  werden  sich  aber  ihrem  Gange,  nach  nicht  we- 
sentlich von  den  vorhergehenden  unteraeheidaa'  aad  sallaa  daher, 
fiir  jetzt  unerörtert  gelassen  werden. 
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VII. 

lieber  die  Theorie  der  Eiiminatiou. 


Erste  AbLaudluug. 

§.1  ' 

Die  in  neuester  Zeit  von  eiuigeii  uusgezeiciiueicu  Mudieiuati- 
kern,  iuäbesoudare  vou  Cauchy,  Sylvester,  Riehe  lot,  Sar- 
jruB,  ?er6flfoDtliehteD  UDtereaebiiii(^  über  die  Tbeorie  d«r  Elim- 
ottioii  mit  nöfflichster  Deutlichkeit  und  Vollständigkeit  darzustel- 
len, ist  der  Zweck  einiger  Abhandliinirpri  über  diesen  wichtigen 
Gegenstand,  welche  von  jetzt  an  in  dem  Archive  nach  und  nach 
eraeheiDen  werden  >  und  von  denen  die  erste  bier  yorliegt.  Diese 
UutersuchuDgen  betreffen  zwar  sämmtlich  nur  die  Elimination  der 
unbekannten  Grössen  aus  Gleichungen  liölirrcr  Grade;  die  Deutlich- 
keit und  der  Zusammenhang  scheinen  uus  aber  ß,a  fordern,  dass 

unsere  B|nrslenang  mit  einer  XtCem  ÜDtersttebnn||f  Gnnchy's 
Aber  die  Elimination  der  unbekannten  Grössen  aus  Gleichungen  des 
ersten  Grades  oder  sogenannten  linearen  Gleichungen,  die  nicht  so 
bekannt  geworden  und  so  viel  Beachtung  gefunden  zu  haben 
■ebeint,  wie  sie  verdient,  beginnen,  und  wir  wollen  daher  Jetst  so- 
gleieh  sn  Riesen  Clegenstnnde  Übergeben. 

f  .  2. 

Zu  dem  Ende  woIImi  wir  annehmen,  dasa  zwischen  den  m  un- 
bek^nnteu  GrOasen 

die  folgenden  m  Gleiebnngen  des  ersten  Gmdes: 

« 

u«  t«  w« 

wo 


» 
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^oi  "nt  ^oi 


«i>  «l> 


I 

c^f .  ■  •  ^ 
n.  8.  w. 

I  •  .  .  g»-lt  ^m-li  Ait-l 

bekannte  GriiMen  bezeichnen,  gegeben  BeieB,  und  dats 
aus  diesen  Gleichungen  die  in  Rede  stehenden  «  unbekannten 
Grössen  bestimmt  werden  sollen,  wobei  es  zuerst  vor^glich  auf 
den  Be#eia  de«  iiIgvBdaii  Lebrsatzea  räkonat. 

•  §.8. 

JLe/irsatx.  Wenn  a,  6,  . . .  //  beliebige  ungleiche 
GrSssen,  deuo  Anzahl  i»  sein  mag«  bezeichneD,  und  ' 

«  •  •  •  ^      •  • 

feietst  wird;  so  ftndert  das  ProdKet  Pn  jadarzeit  saia 
orzeichen  ohne  seinen  absoluten  Werth  zu  ändern, 
wenn  man  zwei  beliebige  der  Grössen  6,  e,  , , » g'^  Ä 
gegen  einander  vertauscht. 

Be^oia.  jUass  dieser  Satz  fiir  «=2  gilt,  erliaHel  mf  der 
Istelle  ans  einer  Usiaen  Ansiclit  der  Gleichnag 

Bben  iw  Imdit  erhellet,  daas  derselbif  IHr  «ssS  gilt,  wenn  man 
mit. dem  Producta 

>,  =  (*-.ar) 

die  Prodnete 

(c-d)  C^-a), 

*     ^         "  *        —         —      (<^  —  c),  ' 

welche  aus  jenem  durch  Vertauscbung  von  a  und  ^,  «  und  c,  6 
nnd  c  gegen  einander  hervorgeheo,  vergleicht.  Hann  man  nnn  he* 
weiaep,  dass  der  Satz  für 

Xid—a)  id—6)  (d-^c)  ' 


X(//  — «)  (/^  — (A-c)  {/i'-d}...{/i  —  ^) 
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gilt,  wenn  er  für 

YXc  —  ä)  ic  —  b)  ' 
X{ä^a)  id  —  ö)  c) 


X{Ä-a)  {A  —  b)  {/t-c)  {/i-J)...{Ä  —  g) 

gilt,  so  wird  seine  allg^cm^De  Gültigkeit  ausser  Zweifel  gesetzt 
seio.    Dies  kauu  aiier  auf  fulgende  Art  bewiesen  werden.  ,  • 

Tertanselit  aan  in  Pm*i  xwei  Blenenle  gegen  einniulerj  so 
kSnneB  dies  snerit  swoi  in  der  "'-**^- 


'  «,  3,  c,  <^ « . .  ^»  4  ^ 
voikomnende  Elemeiite  sein.  W«l 

ist,  Pn  uacb  der  Voraussetzung  in  diesem  Falle  se^A^eichen  ändert 
ebne  «einen  absoluten  Wertb  sn  ändern,  nnd  das  nodnct 

in^  diesem  Falle  offisabar  völlig  ungeSndert  Ueibt,  so  ändert  Pm+t 
sein  Zeichen  obne  seinen  Werth'  zu  ändern.  Die  vertamiebten 
Elemente  können  aber  auch  irgend  eins  der  Elemente 

nnd  das  Clement  i  sein.  Nehmen  wir  nun  z.  B.  an,  dass  niao  die 
Elemente  d  und  i  gegen  einander  vertauscht  habe,  wobei  der  All- 
gemeinbeit  des  Beweises  durchaus  kein  Eintrag  geschieht,  du  luaa 
sogleicb  nbeneben  üvd,  dass  sieb  derselbe  in  jedem  andern  Falle 
eben  ao  fiibren  läset;  so  md  ana  /Vm  das  Pirodnet 

X(<?  — a)  (c-ö) 

X(«  — «)  (i-^)  U-c)  *  • 

X{e—a){e  —  b)ic—c){e''i) 

X(/-  «)  (/-  6)  (/-  c)  if-  i)  (/-  e) 


X{A-a)  (/i-b)  (A^-c)  (/i-i) 

X{d—a)  (d- b)  (d-c)         i)  (d-e)  . .  .        ^)  (rf— 4) 
erbalten.  Da  die  Aniabi  der  Factoren  des  Products 

X(rf-i)  (rf-e)  (il-/) . . . 
olfenbar  nagende,  nnd  folglieb 

X(^— •)  {d-e)  {d-f)  . . .  (d--A) 
.  =  -{i-e)  (,-/)...  (i-/,)  . 
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ist;  so  ist  nach  den  Obigen 

.  YXc  —  a)  {c  —  b)         '  ,  . 

X(il-«)  (i-^Ä)  (i-*)  (*-^)  . .  .(A-Ä^) 

x(nr— •)  (rf-Ä)  (f*-.rf)  (e^ {^-rf>(^-:*0 

X(c--«)  (c  — 

X(^  — (p  — ^)  {e  —  c)  (<?  — rf)    ■  ■ 
X(/-«)  (/-^)  (/-c)  (/-e) 


X(/^  — «)  (/'  — (/'  — —         — — g^) 
X(»-«)  (i-ii), 

d.  i.  Pm^i,  voraus  sieb  erg^ebt^  ilwn  avdk  lo  diesosi  Ml« 

jRh-i  sein  Zeichen  ändert  ohne  seinen  absoluten  Wflrdi  sB  ändern. 

Hierdurch  ist  nun  vollständig  bewiesen,  dnss  der  Satz  für 
PtH4k  'P^^i  wenn  er  für  Pn  gilt,  uud  daher  jetzt  seine  uUgemeiue 
CKiltiffkeit  dnrgetlian. 

Anmerkung.  Wenn  unter  den  Grössen  «r,         dy .  . ,  g,  k 

SIeiche  vorkommen,  verschwindet  das  Product  und  verschwin- 
,et  auch  jederzeit  dann  noch,  wenn  man  swei  beliebige  der  iu  Rede 
steheadeii  C^i<iS«wn  gegen .  ^nnnder  vertaiiflcht  <  Man  kann  daher 
auch  in  dem  Falle,  wenn  unter  deq  Grössen       b^      d,  ,  .  .  g,  h 

gleiche  vorkoiuien,  den  TOrigeu  Sats  als  gültig  betrachten,  weil 
=  —  0  ist.'  . 

f.4. 

Der  Kfirse  wegen  wollen  wir  tou  jetst  an  jCloss 

P^(b  —  a)  '  - 

X{c-a){c  —  b)  •  •  : 

X{d-a)  {d^b)  id-c) 


-  «)  (>4  -  6)  (h  -  c)     -  rf) . . .  (il  -  g) 

setzen.    Die  Glieder,  aus  denen  dies  Product  bestehl^  Wemi 
vollständig  entwickelt,  haben  sämratlich  die  b'orm 

Ma'^bßcy  , . ,  gW*^  • 

wo  M  eine  gewisse  constante^  d.  h.  von  «r,  C,*,,gt  h  gani 
nnabhäuyiye  (;fröS8e  bezeichnet,  und  offenbar 
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aH-/?-h/'-+-  . . .  H-AH-/*  =  l-f-^-l-3-+-. .  .-!-(«♦  — 1), 
d.  i. 

a-H/J  +  yH-.     -4-A-f-/*  =  i<i(«  — 1) 

ist,  zus:!^1nicli  aber  aucli  bemerkt  werden  miiss,  dass  keiner  der  Ex- 

Soneoten  .  , .  kj  f*  grösser  als  »  —  1  ist,  weil  in  dem  Pro- 

nete  jede  der  GrSuen  «r,  6,  d, . . ,  A  effeDlNir  nur  (n^l) 
mal  Torkommt.  Da  das  Product  P  nach  §.  3.  eein  Zeichen  ändert 
obne  seinen  absululen  Werth  zu  ändern,  wenn  man  zwei  beliebige 
der  Grössen  d^,  »»gt  A,  z.  B.  a  uad  b,  gegen  einander 

vertauscht;  so  muu  den  Gliede 

in  der  Entwickelung  von  P  nothwendig  ein  anderes  Glied  von  der 
Fem 

—  MaßlficY  .  .  .  giAf^ 

entsprechen,  und  P  HQird  sich  also  als  ein  ans  lauter  Gliedern  von 

der  Form 

bestehendes  Polynom  darstellen  lassen. 

Bezeichnet  nun  II  die  Function,  welche  aus  P  hervorgeht, 
wenn  man  in  jeden  Gllede'  von  P  die  PotensezponenCen  in  btoaee 
unten  auf  der  rechten  Seite  der  Elemente  denselDen  heigeMskriebene 
Indicea  verwandelt^  wodoreb  das. Glied     '  '  . 


in 


übergeht,  so  wird  die  Function  JO  aus  lauter  Gliedern  von  der 
Form 

bestehen^  und  daher  ehenfalls  ihr  Zeichen  ändern  ohne  ihren  abso- 
luten Wertb  SU  ändern,  wenn  man  swei  beliebige  der  Elemente 
«,  e,  <^  . . .  ^,  il  ifegien  einander  Tertouscht.  Setst  maii  aber  in 
dem  vorstebenden  Gliede  von  77,  ohne  a  und  ö  gegen  einander  sn 
vertauschen«  bloss  b  für  or,  so  wird  dasselbe  ^ 

Mifijtß  —  bMcyd^ .  .  .  gi/tfl, 

nnd  verschwindet  also,' woraus  sich  ergicbt,  dass  die  Function  77 
jederzeit  verschwindet,  wenn  man  fiir  ein  beliebiges  Element  irgend 
ein  anderes  Elenwnt  sefot,  ohne  diese  beiden  Elemente  geg«n  ein- 
ander zu  vertauschen. 

Da  nach  dem  Obigen  keiner  der  Indices  , ,  ,X, 

grösser  ^s  m  —  1  ist,  so  kann  man^  indem 

•^OJ  •^\>  -^t»  -^8»  •  •  •  ■^n—i. 

gewisse  von  a  oranz  unabhängige  Groflsen  beaeichnen,  die  Function 

ju  olfenbar  jederzeit  auf  die  Form 
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bringen,  nid  oMk  dea  ForliergelieiuleB  hat  tuu  nnu  diefolgeuden. 
Gleiaraigens 

U.   8.  W. 

MnltipUcirt  man  jetzt  die  gegebenen  GleicLuugen  • 
a^as     ftoV  -\- . . .  H- H- ^o«*  = '^o» 

«r,dr  +      +  c,«  +  ^ .  .  +  ^,fi  +  ^ jtr  ==  ^, , 

v.  s.  w, 

««-dÄ'H-^i-iy+^i«-!- . .  -|-gSi-i»-l-^iw=:^i 

'  Dach  der  Reihe  mit  A^^  A^^  A^, . . .  An—i  und  addirt  sie  dann  zu 
einander,  so  erfcSlt  man  nach  dem  Obigen  die  Gleichung 

{Aoao-hA^a^      A^a^-\- A,a,  H-  .  .  .  -h  A„-ia„^i)a:  ' 

=  A^A^o  -^A^k^  -f-  A^k^  -+-         -f- . . .  + 

^'ans  der  sieb 


oder 


^^^^ 

A^a^-^  A^a^  -+-  . . .  -f.  Ah—ioh—i 


ergiebt,  wodurch  also  a:  gefunden  ist.  Bei  der  wirklichen  Ent« 
wiekelung  des  ae  bat  man  sieh,  wie  hieraus  herrorgebt,  auf  fol- 
gende Art  %^  verhütten : 

Man  entwickele  das  Produrt  - 


nnd  verwandle'  in  allen  CHtedem,  welche  jedoch  durch  Einführung 
dea  Exponenten  Null  jederzeit  aämmtlich  so  dargestellt  werden 

müssen,  dass  jede  der  Grössen  c,  d,  .  .  .  gy  h  in  ihnen  als 

Factor  vorkommt,  die  Exponenten  iu  blosse  unten  zur  Rechten  der 
entsprechenden  Grössen  stehende  Indices;  so  ist  der  Ausdruck, 
welchen  man  auf  diese  Weise  erhält,  der  Nenner  des  Bruchs, 
durch  welchen  die  unbekannte  Grösse  .x  darp^estellt  wird,  aus  dem 
man  danti  ferner  den  entsprechenden  Zähler  erhält,  wenn  mau  für 
a  Uberall  das  Symbol  k  setzt. 

.IMIII.*.  6  r 
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Uehrigeiis  kana  mm,  wie  sidi  Mie  4tm  Obig«ii  ninUteltar  er- 

giebt,  aucb 

 i/j—l)x(r   -A]  (r-//)X.  .  .x(A  — /)  jh^ö)  (A— c)  ..TA—g) 

^      (/>  —  <7)  X  (c—a)  (r  —  />)  X  .  . .  X  {/i  —»)  {h—h)  {h  —  c).,{h—g) 

setzen,  wenn  man  sich  nur  erinnert,  dass  sowohl  im  Nenner,  als 
auch  im  Zähler  dieses  Bruchs  alle  PotenzexpoDeaten  wie  oben  io 
blosse  ladices  verwandelt  werden  afissen,  wobei  own  aber  ancb 
nicht  anbeaebtet  lassen  darf,  dass  man,  bevor  diest^  Verwandlung 
der  Potcnzcxponenten  in  Indicps  wirklich  vorgenommen  wirdf  alle 
Glieder  des  Nenners  und  des  Zahlers  so  darstellen  muss,  dass  in 
denselben  respeetive  die  säumtlieben  Grössen  «r,  ^,  c,  d,  , . ,  r,  h 
und  k,  6y  Cy  d, .  ».ßc,  /i  als  Factoren  vorkommen,  wosn  nun  dureb 
£infuhninQ^  des  Exponenten  Null  leicht  ^elang-t. 

Leicht  erhellet  nun  aber  auch,  dass  man  die  Werthe  der 
sämmtlicben  unbekannten  Grössen  ar,      «, . .  .     v  naeb  der  fiil- 
geoden  ganz  allgemeinen  Regel  finden  kann: 
.  Man  entwickele  das  Prodnct 

X(<'-«).(«-«) 


stelle  mittelst  Einf ühriini^  des  Exponenten  Null  die 
Glieder  dieses  Products  so  dar,  dass  ein  jedesGiied  die 
sämmtlicben  Grössen  0,  b^  c,  d^. , ,  &  als  Paetören  ent- 
hält, und  verwandle  in  jedem  Gliede  alle  Potenzexpo« 
nenteo  in  Indices  auf  die  oben  näher  an  gegebene  Weise; 
so  ist  der  Ausdruck,  welchen  inan  erhält^  der  gemein- 
sebaftlicbe  Nenner  ^tt  Grössen  ^»  y,  «, . . .  m,  ans  dem 
inaD  dann  ferner  die  entsprechenden  Zähler  erhält, 
wenn  man  das  Symbol  Jk  respective  für  die  Symbole 
«r,  b^      d^ . ,  ,  g,  h  setzt. 

Von  deir  Richtigkeit  dieser  Regel  kann  man  sieh  ohne  Schwie- 
rigkeit auf  folgende  Art  fibenengen.  Setxen  wir 


q{k,      c,  d,  .  ,  .  g,  A) 
tg*^-—  


WO  nämlich 
gesetzt  wurden  ist, 


V— 


y  (a,     c,  rf,  . 

5P(«,  b^  <7,  d. 

►  .  /t) 

t  offenbar 

ö,     rf,  . 

'  '  g*  A) 

<f{h,  a,  c,  </,  . 

. .  s, 

q(k,  b,  ff,  rf,  . 

•  *  g.  A) 

y  (c,  b,  a,  d,  . 

n.  s.  w. 

c,  </,- . 

ffiA,  A,  c,  rf,  . 
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» 

Naeh  dtf  ani  dem  Obigen  bekMite«  6nind€iraicluift « der 
'Fanetion^  .  ,        '        *  . 

oder  Tielvelir  ddr  Fmetioii  P  iit  mber 

Sp(c,  ^,     ^  . . .  ^,  >i)  =  —  y(ör,  .  . .  g^, 

u.  s.  w., 

<3P(//,      c,  d,  .  ,,g,  a)=z  —  5p(«,  ^,  cd,,,,  g,  A), 
und  natürlich  ebenso  ,  '  - 

5P(/,,  a,  c,  d,  ,..g,  A)  5p(a,  >&,  er,  </,  . .  ,  g-, 

y(X?,  ^,      4^  . .       ^)=s»9>(«,     ^.1^  . . . ^,^), 

n.  ■.  w. 

9(At,  6,  e,  d,  *,.gy  m)ss^^a,  A,     d, , , . g^  Jit)^ 

also 


fr: 


^|<*,  Ä,  C,  rf,  . 

A»  ^  4  • 

^(a,          Cy  dy  . 

iy    Cy    dy  . 

9r(fl,  Ä,  i(r,  d,  . 

fifit,  /j,  c,  d,  . 

•  • 

u.  a.  w. . 

qia,  hy  c,  d^  . 

9<a,  i,  c,  dy  . 

woraus  die  Richtijrkeit  der  obigen  Re^el  unmittelbar  erhellet. 

Um  diese  Regel  durch  ein  Paar  Beispiele  zu  erläutern,  habe 
flum  nttt^  di»  swei  Oleiebongen 

■ut  den  zwei  unbekannten  Grössen      y.   In  diesem  Falle  ist 
oder  vielaiehr 

PzsimH^'^m^h'*, 
Also  ist  der  gemiBscluiftlicbe  Nenner  von  ^  nnd  y  '  , 

und  die  entspreeb^den-äSibler  sind 

ÄoÄj  —        ,  nnd         —  1^,^^.  ^ 

Also  ist 

Auch  kann  man 
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_tt  —  k         k  —  a 

tteteeii,  weuD  nan  nar  auf  gewölmliehe  Weise  alle  Poteuzexponeu'- 
toii  Iii  Indices  vcrwuiulclt.  Man  tnnss  nämlich  die  beiden  vorbei^ 
geheuden  GleicbuDgeo  zuerst  auf  t'ulgeudg  Art  sclireibea:, 

 k°6^—k'A°   k'a^—k^a^ 

^ — n'^b^—a^b'''  y — a'^b'—a'b''* 

uud  erhall  duuu  durch  Verwaudluug  der  Poteozexpoueuteu  iu  lo- 
«liees  auf  dep  Steile 

gans  wie  vorher. 

Rs  leieD  ferner  die  drei  Gleicbuogen 


mit  den  drei  unbekanDten  Grdaeen  jPt     *  gegebe».    In  dieaen 

Folie  ist 

(<?—«)  (c  — 
und  folglieb,  wenn  man  dieses  Prodnct  entwiekelt, 

e 

oder 

Also  ist  der  gemeinscbaflliebe  Netnner  von  jl-,  i/,  ;s 
Die  Zäbler  von  Jt,     «  sind  aber  respecdve; 

und 'es  .ist  folglich 


-a^b^Co* 

—  /'o"  I           ^'i  ''o'^a 

—  k^aoCi 

—  »»^aC,  -\-a,b^Co 

—  a^b^Co* 

k„a^b^ 

—  k^ajK  -\-k^a^b^ 

—  k^a^Ao 

Uebrigeuh  kauu  man  die  Grössen  .2-,  ^,  :s  auch  unter  der  Form 

 jb  —  k)  (c  —  k)  (c  —  /y) 
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 (^  —  g)  (c  — g)  (c  —  k) 

^  — (c-a)  (/r-Ä)' 

 {&  —  a)  (X-  -  a)  jl  h) 

*      {fj  —  a)  {c  —  fi)  (c  —  //) 

durüielleu,  weiiu  man  nur  uucli  der  Eutwickeluitg  ilt  r  Zaliici  und 
des  u:eintMiiscliaftlicbeD  Ncooers  alle  Pateuzcx|MMie,a(cn  auf  bckHimte 
Weise  in  indi<'es  verwaodttit. 
.  Sind  die  vier  GleicbangeD  ' 

«o"»  -4-  ^»y + c,«  H-  d^u  Ä 

switehen  deo  vier  unbekannten  Grössen  y,  u  gegeben ^  si» 
ist  auf  ganz  äboKche  Art 

.    *      _  f/>  -  k)  {c  -  k)  (g  —  h)  (d  -  i)  (d  -  6)  {d  -  g) 
^  —  (b^m)  («  — •)  Ke-h)  (rf— «)  Kd-^b)  (rf— 

(g~g)  (g~i&)  (rf-g)  (rf-c)  '  . 

(g-a)  (c  — -6)  (rf-a)  (rf-g)'  ,  . 

_(^  — g)     — g)  (Ir-ifr)  (rf  — g)  (rf  — {d~k) 
.       —  (-6  — g)  (g-g)  (c  — {d—a)(d—h)  {d-^cY 

•   (A  — g)  (g  — g)  (g  — ^)  (/C-  — //)  (k  —  c) 

(Ä  — g)  (C  — ff)  (c  — Ä)  (^i— g)  ((/-C)' 

wenn  uiun  nur  uuck  jetzt  wieder  alle  Zähler  und  den  gemeiuschuft- 
liehen  Neoner  gehörig  eotwickelt,  und  in  den  einzelnen  Gliedern 
alle  Potenzexponenten  auf  gewöbnlicbe  Weise  io  Indices  ver- 
"Wiindelt. 

Wie  man  sich  in  andern  Fallen  zu  verhalten  hat  und  die 
\Verthe  der  unbekanuteu  Grössen  immer  leicht  nach  der  ubigeu 
Regel  *)  finden  kann»  erbellet  bierans  d^atlicb  genug. 

■Bevor  wir  nun  ferner  zur  Elimination  der  unbekannten  Grössen 
'  aaa  Gleichungen  böberer  Grade  selbst  übergeben,  wollen  wir  zu.. 
,  vörderst  den  folgenden  fiir  die  ganze  Theorie  der  Elimination  der 
unbekannten  Grössen  aus  Gleichungen  höherer  Grade  bückst  wich- 
tigen i^ebrsatz  beweisen.  ■  . 

i^kr%mlmt  Wenn  zwlseheD  zwei UDbekan,nteu Grössen 
zwei  Gleicbnngcn  des  «uten  und  »ten  Grades  gegeben 
sind:  so  kann  die  Gleichung,  welche  durch  Elimination 
der  einen  der  beiden  unbekannten  Grössen  aus  den  bei- 
den gegebenen  Glejebnngen  erbalteD-wird,  denOrad  hsjs' 
niemals  nberstcigen. 

Beweis.  Zwischen  den  beiden  iiiihekaunten  Grössen^  ifl?  and  y 
seien  die  beiden  nach  ac  geordneten  Gleichungen  ^ 


•)  Dass  Bcz out  und  Cramcr  zwei  andere  bemerkenswcÄhc  Regeln  zur 
Kei>iinmiiing  der  Unbekannten  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades 
•  geüen  haben,  «etun  wir  hie«  als  bekannt -Toritts.  * 
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,     J.T^  -4-  +  .  .  .  -f-  Mar  -H  iV  =  0, 

,  wo  die  CocfücieDten  der  Potenzen  von  a,'  sämmtlieU  §;anze  rationale 
algebraische  Function eu  von  y  sind,  gegeben.    Weil  diese  beiden.  , 
CHeiehttiigra  nach  der  Voraastetanngf  vom  ürten  und  ivten  Grade  . 
sind,  und  folglich  die  unbekannten  Grössen  in  keiner  die  «tte 
und  nie  übersteigenden  Dimenaion  enthalten  können,  lo  sind  die  > 
Functionen  *  '  .  x 

von  keinem  höhern.  Grade  als  vom 

Oteo,  Isten,  Sten,  3ten»  ..;(••  —  l)iten,  Mten; 
die  Functionen 

jt,  B^y..,K;U 
von  keinem  hdhern  Grade  als  vom 

Oten,  Islen«  Sten»  3ten, . . .  («  —  1)i4en,  «ten. 

Dies  voraasgesetzt,  wollen  wir  nun  zu  beweisen  versuchen,  dass 

der  Grad  der  Glelchune;:,  welche  man  durcli  Elimination  von  ac  aus 
den  beiden  obigen  Gleicbungen  erhält,  das  Prodnct  m»  nicht  über- 
steigen kann.  ,Weil  A  und  A'  Functionen  des  Uten  Grades  von  ^, 
und  folglich  constaate  Grössen  sind;  so  kann  man  die  beiden  obi- 
.  gen  Gleichungen  auch  unter  der  Perm 

wo  Q,  .  . .  T  und  Ö',  . . .  P,  W  lauter  ganze  rationale 
algebraische  Functiooen  von  y  sind,  darstellen.  Man  denke  sich 
nun  beide  Gleichungen  nach  ar  aufi^elöst,  und  bezeichne  die  Wur- 
zeln der  ersten,  weieiie  säunutlirh  Functionen  von  y  und  an  der 
Zahl  m  sind,  durob  .  .  .  r,  «,      die  Wurzeln  der  zweiten^ 

welche  ehenfiills  sUmmtllcn  Functiooen  von  y  Und  an  der  ZaU  m 
sind»  durch  f^i        t^,  v'»  «c^.  Setst  man  jetst 


X(r-//)  (r -/)...  (r-«')  ('•-«^X»—«^) 

X  (*  -  p  )  (*  -  y')  ...(*-«')  (*  —  t;')  (*  —  w) 
X(f-;/)  (/_,/)...(^_«')  (,_,/)  [t-u/]', 

so  ist  klar,  dass,  wenn  die  beiden  gegebenen  Gllcichun^en,  wie  er- 
fordert wird,  sollen  zusammen  existiren  könneu,  sein  muss, 
weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  keine  der  Wurzeln  p,  ^, . . . 
r,  t  einer  der  Wurzeln  (]\  .  .  .  ?/,  ,  td  gleich  sein  könnte, 
welches  doch  nothwcndig  erfordert  wird,  wenn  die  beiden  gege- 
beneu Gleicbungen  zugleich  Statt  üuden  sollen.  Die  Gleichung 
£r=0  ist  alfo  aie'Bedmgunffs^leiehung,  welche  Statt  linden  liusa, 
wenn  die  beiden  gegebenen  Gleichungen  zusammen  existiren  adlln, 
d.  h.  eben  die  Gleicnung,  welche  duich  die  lüimination  von  üb  ans 


I 
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den  beiden  ge^beneo  Gleicbangen  entspring-t,  und  es  kommt  nuu 
lediglich  daraut  an,  den  Grad  zu.  bestimmen,  bis  zu  welchem  diese 
Gleichung  böchsteM  steigen  IcMo. 

Vor  allen  Dingen  müssen  wir  seilen,  duss  die  Function  U 
jederzeit  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  von  y  ist. 
Weil  nacb  der  Voraussetzung  p\  ^,  .  .  .  m',  v'j  w'  die  Wurzeln  der 
Gieiebiiog 

sind,  so  i^t  nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen  für 
jedes  ar 

=  (;r  — — . . .  (4f  —  y)  (d?  —         — •P'), 
und  folglich 

V.  B.  W* 

^{M-^p')  .  .  .  (*-«^)  (*-«^), 

Also  ist    -  ' 
i7=    {p^  -»-  H-  (!5r;>"-2  -h  . . .  H-  F>  -4- 

X  (r»  4-  /*f*-»  -fr-  ÖV—«  H-  • . .  +  F  V  H-  IT) 
X  («•  H-         4-  ö't-^  4- . . .  H-  r#  4-  BP) 

Da  ^  seinen  Werth  nicht  ändert,  wenn  man  zwei  beliebig^ 
der  Grösselk  p,  ^,  .  r,  «,  ^  gegen  eiauider  verteoicht,  nad  aflea- 
bar  eine  fj^anse  rationale  Function  dieser  Grihuen  teti'M  ist  tJ  eine 

Sanze  rationale  symmetrische  Function  von  p,  ^,  .  .  .  r,  t.  Aus 
er  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen  kann  aber  hier  fi^licb 
als  bekannt  Torans^esetzt  werden,  dass  sich  jede  ganze  rationale 
symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer  Gleichung  als  eine  ganze 
rationale  Function  der  CoefQcieuten  dieser  (»Icicliung  darstellen 
lässt.    Weil  nun  p,  ^,  .  ,  .  r,  #,  t  die  Wurzeln  der  Gleichung 

sind,  so  ist  1/  eine  gaaae  rationale  Function  von  P,  Q^.,^8y  T, 
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Alle  diese  Grössen  siud  -aber,  so  wie  auch  die  Grössen  jP,  Q,..* 
V\  W'i  nach  der  Voranssetzutig  ganze  rationale  algebraiiche  Func- 
tionen von  y.  Also  ist  nach  dem  Obigen  ofTenbar  anch  ü'  eine 
g'anzc  rationale  algebraische  Function  von  y,  wie  behauptet  wurde. 
Der  Grad,  bis  zu  wciclioin  diese  Function  höchstens  steigen  kann, 
lägst  sich  DUO  aber  auf  folgende  Art  bestimmen. 

Naeh  dem  Obigen  sind  die  von  det>  Grösse  y  abhängenden 
ganzen  rationalen  algebraischen  Functionen  P,  (i,  . ,  .  S,  T  und 

(t,  ,  , .  V,  W  von  keinem  höhern  als  vom  Isten,  2teo,  .  .  . 
im  —  l)sten,  mttn  und  Isten ,  2ten,  . , .{»  —  Ijsten ,  »ten  Grade. 
Daber,  bleiben  die  GfSssen 

P  8  T 


F   £         V     W  ' 

9*  y»»  •  •  •  y.^-4»  y« 

endlich  Hir  unendlich  graaee  Werthe  von  y^  welcbea  alao  offenbar 
auch  von  den  VVerthen  von  %  gilt,  die  dei|  GleicbnngeD' 

genügen.    Da  sich  aber  diese  Gleichungen  auf  die  Form 

(»y)«  -f-  P'ixyy-^  H-  (tistyY^^  '^ ...-+-  V'{:^y)  +  IT'  =  0 

brincron  lassen;  ao  erbellet,  wenn  man  diese  Gleichungen  mit  den 

Gleichungen 

.r«  +  P'a:»-^  -f-  Ö'.r«-«  H-  .  .  .  -h  P^r  -|-      =  0 

vergleicht,  auf  der  Stelle,  dass  die  Wertbe  von  welche  den  bei<- 
ien  obigen  Gleichungen  genügen, 

P_     V_         j[_    £_  £_ 

y   y'""  y'  y'  y 

*nnd 

p'      1/  Ii      v'     w  -  , 

~~>      •  •  •  •  5 

y    y       y    y  y 

sind,  woraus  sich  ergiebt,  dass  auch  diese  Brüche  für  unendlich 
grosse  «  nicht  nnendlich  werden. 
Daher  wird  auch  das  Prodnet  * 

(y-  ""^^  ( y^      y )  •  •  •  ("^      7)  y")  ^"y  7^ 

—  7)  (-J  —  7)  .  .        —  7)  (7  —  7) —  7) 


X 


-  Ä  (£.  -  ±x      (IL  -  !L)  (ü  _  Ä  (Jt  _ 

V     y'  y     y'*  *^y     y  .  y     y    y  y' 
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-    ^^y      y^^y  y^  ^y  y' 

y^^  ^y  ~  y^  • '  *  ^7     7^  ^7  ~  7^  ^7  7^* 
17 

Urelchw  olfenliar's:—  iit^  f&r  nnendlieli  grone  y  nicht  anendlich, 

woraus  mau  nun  nnf  der  Stelle  scbliesst,  dnw  der  Grad  von  'fT* 
oder  der  Gleichung,  welche  man  erhält,  wenn  man  die  Grösse ^2: 
ans  den  beiden  gegebenen  Gleichungen  eliminirt,  das  Prpdnct  mm 
nicht  übersteigen  kann,  wie  bewiesen  werden  sollte 

.f.«. 

Wir  .wollen  jetst  annehsien,  das«  die  beiden  Gleichungen  . 

BoOB^  -4-  -ff,       + B^x^  -h . . .  -f  -  B»^    ff«  «  0, 

weiche  in  Bezug  auf  die  unbekannte  GrSese  beide  vosi  «ten 
Grade,  und  deren  Goeffidenten 

'       '  .     ■^•»      -^«»  •  •  •  •4»Hu  -^i» 

ffoj  -^1»  •  •  •  ff*»— Ij  ff« 

constante  Grössen  oder  beliebig^e  ganze  rationale  algebraisch^ 
Functionen  anderer  unbekannter  Grössen,  nur  oicht  von  or,  sbd, 
gegeben  seien,  und  wollen  zeigen,  wie  sich  aus  denselben  die  un- 
bekannte  Grösse  jederzeit  durch  ein  auf  sehr  einfachen  Princi- 
pieo  beruhendes  Verfahren  eliminiren  läest. 

Mnitiplicirt  man  nämlich  die  erste  der  beiden  gegebenen  Glei* 
chungen  mit  —  Bq,  die  zweite  mit  A^,  und  addirt  die  Gleichungen 
dann  sn  einander;  so  erhält  man.  wenn  der  Kürxe  wegen 

A^B^^A^B^^Cx% 

•^off«""^»  ffo— ^t» 
/  u.  s.  w. 

A^Bi^ — Aw-r  ffo  =  Cw-st  ^ 
A^Bn — An  B^ss  dt-i 
gesetzt  wird,  die  Gleichung 

C;^«-!  H-  C.a:«-^  ■+-  C^jp^^-^-  .  .  .  -t-  C«-?«"-!-  ^"«-1  =  0. 

Mnitiplicirt  man  ferner  die  erste  der  beiden  gegebenen  Gleicbuugeu 
Mit  Bm  die  swnite  lüt  und  addirt  die  CUdehnngen  dann 

wieder  lu  einander;  so  jBrhilt  man,  jirenn  der  Kürae  wegen 

^.ff»  — 4»  ff.ssi»«»  ^ 

A^Bn-^An  B\^B^, 


•)  Diesen  Beweis  des  obigen  wichtigen  Satzes  findet  man  dem  Wesent- 
liehen  nach  in  den  Erercices  de  Mathematiques  par  Cauchy.  T«  IV. 
p.  131.  "Andere  IBeweise  desselben,  namentUcb  der  von  Poisstfn, 
sllgsmeui  genug  bcksnnt. 
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^%ßm  —  = 

Q.   8.  W. 

wobei  mao  benerken  k«DB,  dast      =  geieCst  winl>  die 

Gleicbang 

Booe^  H-  Bt       +  B^a^         -1^  Bn^^  +  /^n-i« = 0, 

oder,  weoB  man  dieae'  Gleidmog  dnrch  jc  dtvidirt,  die  Gleiekaog 

+ il, jr«-«  H- II,«««-*  + . . .  ^  il»^ + i^,,^^ 

und  bat  alle  jetit  die  beiden  folgenden  GleiiilinngeD  des  (i» — l)8ten 
Grades: 

|Cg«*-»-t-  €^ib:0, 

Ana  dieaen  bieiden  Gleiebaogen  leitet  man  auf  gana  ihnliehe  Art 
wie  verlier^  wenn  der  Kilne  wegen 

C^B,-^C,D^=^E^, 

U.  8.  W. 

C^Bnr^X  -  C^\B.  = 

und 

C^Bn^X^Cnr-xB^^F^, 
C^Bn^^Cnr^B^^F^, 

n.  a.  w. 

Cnr^m^X-^Cn^B^^F^ 

^  >  tm^j^Bn^X"  Cit—iBn^z=sß'n-2 

gesetzt  wird«  die  beiden  folgendeo  Gleicbuugeii  des  (m  — 2)leii 
rradea  ab:  ' 


und  wird,  wenn  man  dieses  Verfahren  immer  weiter  fortsetzt,  je- 
.derzeit  endlieb  einiaal  auf  iw«|  -Cneiebnngen  des  ersten  Gradea  van 
der  Fona 

kommen^,  aus  denen  man  di|Bti  sogleieb  dnrch  Klimiaation  von  je 
die  diese  unbekannte  Grössa  gar  nicbt  mebr  eatbaltende  Gleicbnng 
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erliält,  und  also  jetzt  an  dem  Ziele,  wclcbee  man  tu  .«Teiebeii  be- 
absichtigte, aogelungt  ist. 

Dieses  Verfahren,  obgleich  an  sich  sehr  einfach  und  überdies 
vSlligp  sllfIpeBeiii ,  bat  den  lebr  bedentenden  Fehler,  daaa  es  die 

Endgleichun^,  als  Folffe  der  Einführung  fremdartiger  Factoreo, 
häutig  von  einem  zu  hohen  Grade  liefert.  Clm  uns  hiervon  zu  über* 
zeugen,  wollen  wir  Jetzt  einmal  annehmen,  daas  die  Coefücieoten 

■^o)  -'^is  -^3»  •  •  •  -^n^  I 
J^o*  -^ij  •  •  • 

der  beiden  gegebenen  Gleicliuogen,  die  in  Bezug  auf  a:  vom  »ten 
Grade  sind,  in  Bezugs  auf  die  in  ihnen  enthaltene  unbekannte 
Gröiae  y  respeetive  vob 

Oten,,  Isteu,  2ten,  . . .  Mten;  -  -  . 

Oten,  Isten,  2ten,  .  . .  »ten 

Grade  seien ;  so  sind  die  Coefücieoten 

■.  I.  vr^  n.  «.  w. 

d^r  beiden  aus  den  vorigen  Gleicbangen  uhj^eieiteten  Gleichungen, 
welche  in  Bezug  auf  a:  vom  (it'l)sten  Grade  und»  offenbar  in 
Besug  auf  y  respeetive  vom  ^  ,  ^ 

Isten,  2ten,  3teo, . .. .  üten; 

«tea,  («  -h  l)8teD^  («  ^-  3()ten, . » •      —  l)slen 

Grade.  Ferner  sind  die  CoefficieBten 

B.  8.  w.   ,  -    '  a.  i.  w.  ^ 

der  beiden  ans  den  TOrhergehenden  abgeleiteten  Gleiebnngen,  die 
in  Bezug  auf  a:  vom  (is— iQten  Grade  aiadKin  Bf^Mg  tuf  y  ofl^n- 

bar  respeetive  vom 

(»H- '2)ten,  («  +  3)ten,  (»H-4)teD,  . . .  2»ten; 
.  2«ten,  {im-f-  IJeten,  (2i»+2)ten, . . .  (3j»  —  2)keB 
Grade.  J^vt  Sbnliebe  Art  aind  die  l^effidenten 

.  .  Q.  a.  w.  B*  a.  w. 

<?»-<ÄÄo/V-a— Ä-aFo»  Ä-i='Ä-a#Va— ^^••-t 
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der  beiden  aus  den  vorhergehenden  (•leir.liun^cii  aiis^chMtetcii  GIctr 
cbuDgeii,  welche  iOsBezug  auf  v^ui  {u — 3)tüii  Ciradv  aiiid,  in 
Besag  attf  y  offeabtir  reafiectiTe  Tom 

(3»-i-3)ten,  (3»+  i)ten,       4- r>)N'ii,  .  . .  4itteo; 

i^ten,  (4Ä-t- l)sten,  {Au-^  'Z)teu,  . .  .  (5»  — 3)ten  . 

Grade.   Die  CoefficienteD 

Ji^=^G^H^ — G^H^y  K^^^GxHti-%  —  Gn~^^H^\ 

n.  8.  w.  o.  fl.  w. 

der  beiden  aus  den' vorhcrgclieuden  abgeleiteten  Gleichungen,  welche 
in  Bezug  auf  x  vom  —  i)ten  Grade  shid,  und  offenbar  in  Be- 
zug auf  y  jederzeit  respective  vom 

(7»     4)tcn,  (7»  -+-  5)teu,  (7/*  -+-  d)ten,  t . .  8»teD } 

Sytten,  (8«  +  l)sten,  (8»  +  2)teB, . . .  (9to — 4)Cen 

Grade.  Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  g^hen  kann^  erhellet 
hieraus  schon  mit  hinreichender  Deutlichkeif,  und  überzeugen  wird 
man  sich  nun  auch  sehr  leicht,  dass  die  Coctücicuten 

M^^  Jf,  und  A'p,  iV, 

der  beiden  Gleicbungen 

des  ersten  oder  \n  —  (« —  l)|ten  Grades,  zu  denen  «nn  durch 
fortgesetzte  Anwendung  des  obigen  Verfahrens  inmer  endlich  ge- 
langt, in  Bezug  auf  y  jederzeit  respective  vom 

(a^'-a  .  u  —  l)ten,  {"V^--  .  /*)ten  und  (2«~2  .  /i)ten,  (^''-a  .  n  -+-  l)ten 

Grade  sind,  woraus  sich  dann  ferner  unmittelbar  crgiebt,  dass  die 
a:  gar  nicht  mehr  eothsiteiide  Cndgleichung 

in  Bezug  auf  y  jederzeit  vom  (2'<~i  .  /«jteu  Grude  ist.  Nach  dem 
in  §.  5.  birineseneD  Satee  fcano  aber  nnter  den  gemachten  Voraus« 
Setzungen  die  Endgleicbnng  io  Bamg  anf  y  den  Grad  nn  =  »* 
niemals  übt^rsteis^en ,  und  wenn  man  also  untersuchen  will,  oh  die 
obige  Eliminationsmethode  die  Budgleichung  von  einem  zu  hoheu 
Grade  liefert,  so  konmt  es  darauf  an,  die  Fälle  zu  ermitteln,  in 
denen 

■ 

oder 

a»-t  — 1»>0  oder        > n 

ist.  Für  »  =  1  und  x>=:2  ist,  wie  man  leicht  lindct,  2"-*  =  m. 
Fir  «=8,  i»:=4,  «ssS,  «=6  ist  dagegen,  wie  man  ebenfails 
leicht  Andel,  imer  S^i^js,  wonus  «an  scblieist,  dass  fär  if 
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jederseit  S^»'>  i»  ist.    Um  die  «IlgemiBe  Gültigkeit  dieMB  Sät» 

ses  SB  beweisen,  wollen  wir  annehmen,  dus  derselbe  fiir  j»;>2 
gilt,  SU  duss  2^'  1  ist,  und  wdllen  daraus  abzuleiten  suchen, 
daas  er  dann  Jederzeit  auch  für  »4-1  gelten  mnss,  wodurch  seine 
allgeneiiie  KiehHgfceit  bewiesen  sein  wird.  Weil  lian  aber  naob 
der  Voraussetzung  ist,  so  ist,  wenn  man  auf  beiden  Sei- 

ten mit  2  innltiplioirt,  auch  2'»;>2*»  oder  2">>«-|-<i,  und  folg- 
lich, weil  »^-ä  ist,  offenbar  2»>-»-i-l  oder  2('»-H>-»>'i»-4- 1, 
BO  dam  also  der  Satz  bi  der  That  atcb  für  <•+ 1  gilt,  und  daber 
all^euein  ist.  Aus  dem  Vorhergehenden  siebt  man,  dass  die  obige 
Elimiiintionsraethode  die  Ends^leichung,  wenn  /f>-2  ist,  immer  von 
einem  zu  hohen  Grade  liefert,  und  der  Grud  des  eingeführten 
fremdartigen  Factors  ist  im  Allgemeinen  '  •        .  ' 

2«->  //(2«-l  —  n). 

Für  M  =  3,  M=4,  »  =  5,  «1  =  6,  »  =  7,  m  =  8,  »  =  9,  m=x10 
ist'  also  dieser  freaidartig^  Faetor»  respeetive  Tom  Seen,  l^en, 

55steD,  ISÖsten,  399sten,  960sten,  2223sten,  ä020steu  Grade,  und 
steigt  demnach  sehr  bald  zu  einem  sehr  hohen  Grade,  woraus  die 
Dnxweckmässiffkeit  der  obigeo  Eliminationsnetbode  deutlich  genug 
erbelleii  wird 

Iqi  Vorhergebenden  ist  angenommen  worden,  dass  die  beiden 
gegebenen  Gleichungen  in  Bezug  auf  x  von  demselben  Grade  sind. 
Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  kann  man  immer  die  beiden  G]ei> 
chungen  leicht  auf  denselben  Grad  bringen,  wenn  man  der  Gleichung 
von  dem  niedrigem  Grade  am  Anfange  so  viele  Glieder  mit  dem 
Coefficienten  Null  beifügt,  als  erforderlich  sind,  um  iliese  Gleichung 
auf  denselben  Grad  wie  die  höhere  (•leichung  zu  bringen.  Hier- 
nach kann  man  dann  auf  die  heideu  Gleichungen  die  obige  Elimi- 
nationsmethode offenbar  wieder  gans  anf  dieselbe  Weise,  Wie  im 
Vorhergehenden  gelehrt  worden  ist,  anwenden. 

Sehr  leicht  kann  nun  aber  auch  gezeigt  werden,  dass  durch 
die  im  \  orhcrgeheodeu  behandelte  Aufgabe  das  Eliminationsnroblem 
für  Gleichungen  höherer  Grade  uberbanpt  Im  Allgemeinen  gielöst  ist. 
Bat  man  nämlich  m  Gleichungen  mit  den  m  unbekannten  Grössen 
a:^  X,  .  ,  .  «r,  v\  so  ordne  man  diese  sämnitlich  nach  der  einen 
dieser  uobekaootßn  Grössen,  etwa  nach  der  Grösse  or,  und  elimi- 
nire  dann  nach  der  Im  Obiffen  geehrten  Methode  »  ans'  der  Isten* 
und  2ten,  2ten  and  3ten,  3ten  und  4ten,  ii.  s.  w.  {m  —  l)sten  und 
«Wien  Gleichung,  so  erhält  man  rn — I  olVcnbar  die  Grösse  JC  ^ar 
nicht  mehr  enthaltende  Gleichungen,  wel(;he  man  nun  sämmtltch 
nacb  ff  ordnet,  nnd  dann  ganz  auf .  dieselbe  Weise  wie  vorber  y 
eliminirt,.  wodurch  man  M — ^2  die  Grossen       y  gar  nieht  mehr 


•)  Will  man  sich  noch  deutlicher  übenEeugeu,  dass  bei  der  Anwendung  der 
obigen  Eliminationsmeifaode  fremdartige  Factoren  eingeführt  werden, 
so  s.  m.  Sammln  Ufr  von  Aufgaben  aus  der  Theorie  der  alge- 
braischen Gleichungen  von  M.  Ilirscb.  Erster  Theil|  Ber- 
lin 1809.  S.  109  £,  wo  die  vier  ersten  Grade  besonders  beiniditet  ' 
sind.  Auch  kann  man  den  Artikel  Elimination  in  dem  zweiten 
Theile  meiner  Supplemente  zum  Kl  rigel'scheu  Wiirterbuche 
nnd'eine  Abhandlung  ^on-|3srgoDue  in  den  Annales  de  M»cbcma- 
tiques.  T,  XXI.  p.  41.,  wo  auch  zugleich  Mittel  an}:egphen  sind,  durch 
die  mau  sich  you  den  fremdartigen  Factoren  möglichst  frei  halteu  kann. 
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enthaltende  Gleichungea  hekonnt,  mf  die  man  nun  wieder  ein 

5anz  ähnliches  Verfahren  anwenden  kann.  Endlich  wird  man  auf 
iese  Weise  zu  m  —  (m  —  1)  «die  m  —  1  unbekanoten  GrÖMeo  or, 
s, . . . «  gar  nicht  mehr.  d.  h.  sn  einer  Uom  Boeh  die  eine 
unbekannte  Grösse  v  enthutenden  Gleichung^  gelangen,  und  also 
den  Zweck  deß  Verfahrens,  welches  nmn  im  Allgemeinen  mit  dem 
Namen  der  Elimination  der  unbekannten  Grössen  zu  belegen  pflegt, 
TolUtändig  erreicht  haben. 

Die  im  Obigen  entwickelte  Eliminationsmethode  ist  von  Euler 
in  dem  zweiten  Theile  der  Introductio  in  Analysin  Infini- 
torum.  Cap.  XIX.  p.  255<  gegeben  worden.  In  den  Mduioires 
de  l'Academie  des  sciences  de  Berlin.  1764  scheint  über 
Buler  selbst  die  erste  Erfindung  dieser  Methode  Newton  beizu- 
legen.  In  ihren  Principien  im  höclistcn  Grade  einfach,  führt  die- 
selbe jedoch,  wie  oben  ausführlich  aus  einander  gesetzt  worden 
ist,  häufig  zu  Gleichungen  sehr  hober  Grade,  die  von  denen  in 
9men  entSaltenen  firemdartigei  Faetoren  gewShidleh  aar  mit  nieht 
leicht  «I  üherwindeBdeD  SeiwierigkeiteD  befrei^' werden  können. 

§.7. 

Eine  zweite  merkwürdige  Eliminationsmethode  wollen  wir  jefesl^ 
nm  nicht  zu  weitläufig  sn  werden,  zwar.nnr  an  eimim  lienindem 
Falle,  aber  doch  so  erlXntero,  dass  die  allgemeine  Giiltigkeit  der 

Regeln,  welche  wir  aus  unserer  Entwickelung  ableiten  werden,  anf 
der  Stelle  und  ganz  von  selbst  in  die  Augen  fallen  wird. 

Wir  wollen  nämlich  annehmen,  dass  aus  den  beiden  Gleichnagen 

f(af)  =  aas*     bx*  -|-  cae*  -f-  -f-Zsss  0 

und 

welche  in  Bezug  anf  äP  respective  Vom  fünften  und  vom  dritten 

Grade  sind,  die  Grösse  a:  eliminirt  werden  soll.  Zu  dem  Ende  sei 
w  ein  diesen  beiden  Gleichungen  genügender  Werth  von  or,  so  ist 
nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen  für  jedes 

wo  y,(^)  und  Fy{a:)  ganze  rationale  algebraische  Functionen  des 
vierten  und  zweiten  Grades  von  a;  bezeichnen.   Also  ist  für  jedes 

f{a:)  F,{a:)=zia^-  w)fMWA^\ 
F{a:)  /.  (or)  =     -  w)f^iJc)F^{a;)i 
nnd  folglich  tür  jedes 

oder  .  ' 

/(*)/',(*)-/X«)/,(*)«0. 
Satien  wir  also 

f%  (*) = — P^^  r-  fa?*  —  rag* — »Of  — 

so  ist  für  jedee  ae 
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also  nacb  gehöriger  Bntwickeluig  für  jedei^J? 

+4P  -4-«6ß^« 

/    -h//»     -I-/«  -4-/« 
'^jp    -^Af     ^Ar  -i-Jt 

-^Bp  ^-Br    +Bs  -^Bt 

-f-l^y    •+-llr    H-Aff  H-B$ 

mnd  fblgficli  % 

mP    ^  -i-Ap  sO^ 

bP -^mü  '^Bp'J^Ag  sO» 

eP  ^hQ^mA^C^ -^Bq-^Ar  ^  =sO, 
dP  '^cU'¥'  ÄÄ.H-  Dp  Cq  -^^  Br  ^  Am  '  rssO, 
eP-^-dQ-^cR  -^Dq Cr  -i-Bs -^Jt=z(i, 

•     fP'+eQ^dR       /  -i-/?r -4- C*  -4-Ä^=0, 

Dies  sind  aclit  Glcicliungen  zwischen  den  acht  Grössen  P^ 
B;  Pt  q^  r,  s,  t,    ^ut  map  nun  aber  zwischen  dea  n  Grössen 
o:,  y,  X, . . . »,  p  iiberhaaj»t  «  Gleidiungen  ^ei  «wten  GradM  oder 


Bogtoannte  lineare  Sleiehnngra  von  der  Pom 

«a^  -h       -f.      «f.  .  . .      g^u  -t-       ==  0, 

Q.  8  .  W. 

so"^ folgt  aus  denselbeo,  wie  aus  §.  4.  erheilet,  wenn  man  die  dort 

gebrauchten  Bezeichnungen  ancb  jetit  beibehSlti  4a  4ie  in  deoi«  in 
ede  stehenden  Pa^graphen  durch 

SK«,  4,  0,     ...  4), 

•     •  rf,  . . .  ^,  Ä), 

a.  8.  w. 

•  c,  d,.,.g,  k) 
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bezeichoeten  PnnctioDcn  jelst  offeobar  läuMtlieb  vvrseIrwiDde»)  j«- 
denteit 

■  ^  ^ 

OB^m^  ^,         . . .  ^,  ^)=0, 

W>(«»       <^ . . . r» 

tf,  4^ - . .  i',  ^)=0, 
n.  8.  w. 

«r9p(a,  (i»,  c,  r/,  .  .  .  <r,  //)  =  0, 

f <jp(flf,      c,      .  .  .  ^,  //)  —  0. 

Weiss  was  also  aus  aodern  Gründen^  dass  die  Grössen  y, 
ar,  9  Dieht  säantlieh  veriehwinden ,  daas  folglieh  wenigstens  Aine 
derselben  nicht  versehwiade^  so  iat  nuui  inmer  berechtigt  sa  acliliea- 
sen,  dass 

.  9(ar,  6»     <  . . .  ^,  ^) =0 

iit;  Kehren  wir  jetzt  wieder  zu  unsern  obigen  acht  Gleicbangen* 
zwischen  den  acht  Grössen        ^,  li^  »,      r,      t  zurück,  so  iat 
man  offenbar  immer  zu  der  Aunahute  berechtigt,  dass  diese  acht 
GrösMO  nicht  aäianitlieh  Tersehwinden,  weil,  wenn  diea  der  Fall 
wäre,  wagen  der  aus  de«  Obigen  bekannten  Gleichungen 

d.  i.  « 

für  jedes  w 

d.  i.  für  jedes  x 

nnd  folglich 

«  s  ^  :s  «  SS  i#  s  «  =/=  0, 

• 

sein  wfirde,  welches  offenbar  ud gereimt  ist  Da  also  die  Grössen 

Pf  Qf  Jiy  Pi  q,  r,  #  ni^t  s&mmtlich  verschwinden,  so  ist  man 
das  vorher  überhaupt  von  linearco  Gleicbungea  zwischen  den  m 
'Grössen  . . .  «f,     bewiesene  Verfahren  auf  unsere  obi- 

gen acht  Glttchungen  des  ersten.  Grades  swiachen  den  acht  Grö- 
X  asea  P,  Q,  r,     9  ansuwenden  berechtigt,  nnd  swar  anf 

folgende  Arr. 

Die  in  Rede  stehenden  acht  Gleichungen  kennen  auf  folgende 
Art  geschrieben  werden:  ■ 
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«P4-O0-4-OitHh^;»H-  Oif  +  Or  «4-  Ot  +  =sO, 
^P+«^H-Oit+^H-^f  +  Or  +  0«  +  Of  c=0, 
0P-|-£0+«JI+ -f-i9^+^ -I- Of  +  =0, 
i<P+ 00  +  ^/t + ü;»  +  ^7  +  i^'r -4- ^#  +     =s  0, 

e/»-f- <;^0  +      +  0;?  -f-/>^r-|-  Cr-^B*-^  Jez=0, 
.  fP-^-  eQ      rfÄ      0/9  +  Oy  -f-  />r  -f-  C#  -4-      =  0,  ^ 
OP-t-  fQ-\-  eR^  0;>  H-  Oy  H-  Gr  6**  =  0, 

Oi>+O0+//i+      +  Oy  -i- Or  +  0«  H-Z'/ssO; 

die  Coeffieienleii  dHeier  aelit  Glddinign  tiiiil  also 

.      /y,  0,  0,  .i,  0,  0,  0,  0 
b,  a,  0,  .ff ,  ^,  0,  0,  0 

1^  c,  0,  2>,      B^  A 
,  0,  >5  #,  «,  0,  0,  if,  €7  . 

0,  0,  /,  0,  0,  o;  0,  Ü 

Bildet  man  dqd  aus  diesen  Coefficieaten  die  in      4.  durch  q>  b« 


zeicbaete  Fiinctian  g^anx  aaf  die  dort  galahrte  Woise^  «ad 'setzt 
dieselbo,  wie  dies  aacli  deai  yorhergebeadea  Tentattet  is^,  der  Null 

gleich,  so  erhält  man  eine  die  Grösse  gar  nicht  mehr  eDthaUende 
Gleichung,  welche  also  das  gesuchte  Resultat  der  Elimiaatipn  die- 
ser Grössen  ans  den  heiden  gegebenen  Gleichungen 

•ar* -I- Äa?*  H- rjr*  H- ste» -I- -!-/•=  0, 

ist,  und  die  Elimination  lässt  sich  daher  nach  dieser  Methode  im- 
mer ohne  grosse  Schwierigkeit  und  ohne  weitläufige  Rechnungen 
•ufllbraii.  Nöthig  ist  aar  aoeb,  dasa  wir  neigen,  wie  das  obige 
Schema  der  Coefficienten  immer  leicht  entworfen  werden  kann. 
Die  einfachste  Art  scheiat  uns  folgende  an  leia.  Man  bilde  zuerst 
aus  den  Coefficienten  , 

und        ^  . 

A,B,C,D 

dw  beid^  jttgebenen  Gleichungen  nach  einer  sich  leiebt  voa  eellwt 
ergebeadoi  aaebit  eiaf^en  Regel  daa.  folgende  Sdieaa: 
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A      ■  '  D 

und  ftiile  hierauf  alle  feUeeden  Steilen  durch.  NallM 
hält  man  unmittelbar  4w  gesuchte  Schema 

«,0,0,  ^;  0„  0,  0,  0 

b,  «,  0,  B,A,  0,  0,  0 

<r,  b,  a,  ^,   0,  0 

d,  c,  D,  C,  B,  A,  0 

'     e,  d,  c,  0,       C,  A 

/,  ^,  ^,  0,  0,       r,  Ä 

:  '  0,  y;  ^,  0,  0,  0,  z>,  c 

0,  0,  /,  0,  0,  0,  0,  z> 

4«r  ^oefficieuten,  ans  deiieB  die  der  Null  gleich  an  Mlxente 
y  nach  den  in  f.  4,  gegebeeeD  Begelo  gebildet  werde«  amag»  . 

Man  kann  noch  uf  eine  andorc  sehr  eibfächc  Weise  zu  der 
durch  ElininatioQ  ven  x  ans  den  beiden  gegebenen  Gleichungen 


cor 


«te»  +  ea?-|-/=s0 


und 


Ax^  H-  Bx^  -h  Cr  -4-    =  0 


entspringenden  Glelclmng  gelangen.  Aus  diesen  beiden  Gleichun- 
gen ergeben  sich  nämlich  unmittelbar  .die  acht  folgenden  Glei- 
chungen :  '  1  •  •• 


bx* 


-  <*»♦  H-  €X*  -^fx*      Oä?»  -f-  0.r»  =0, 
Oä»  -f-  mx*  -I-  ^a?»  -f.  ex^  ««•  +/r"     OiP»  sssO, 

0*»  -H  Oar«  H-  «ar*  H-  Äi?*  +  ex*  -^  dx*  -f-  «a?»  +/r*  =0, 
-Ap»H-i?a?«-hC5»»  -t-ÄP*-+:  0^«  +  Odr»  +  Oat*  H-O««  =0, 
Oj?»  ^Ax^-Jh^x*-^  C»*'+i>Är»H-  Oä?«  +  0^'  +  Oop»  =0, 
Oar»  -h  0«r*  -h  Ax^ -H  CJif»  -f-/>^*i4^=0*»  +  »!sO, 

deren  Goefficienten 
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.    w4i,  e;  /;  0,  0 

0,  ff,  h,  r,    //,  r,  /,  0  . 

0,  0,  <ar,  c,  f 

A,  B,  C,  D,  0,  0,  0,  0 

.     0,  C,  />,  0,  0,  0    ..  . 

0,  0,  Ay  B,  C,  D,  0,  0 

0,  0,  0,  A,  B,  C,  Z>,  0 

0,  0»  %  %Ji^  CfD 

sind,  aus  denen  man  nach  den  in  §.  4.  eegebeMO  Regeln  die 
Function  tp  bilden,  dieselbe  der  Null  irlcich  setzen,  nnd  dadurch 
eine  die  Urösae  x  gar  nicht  mehr  enthaltende  Gleichung,  d.  h.  das 
gesoehte  Rtiültot  der  BUKination  der  OrSaie  äf  am  den  beiden  ge- 
gebenen GleicbttHgen  erhalten  kann.  Das  obige  Schema  der  Coef- 
ficienten  bildet  «en  am  leichtesten  auf  folgende  Man  achreibt . 
zuerst 

.  ,9^    b,  c,  fly  e,  f 

«,       r,  rf,    e,  f 

a,  b,  c,    d,       f  . 
•  ■/  Ay  Ä,  O 

A^       C  D 
A,  B,  t\  D 
A,B,  C  D 
'  A^B^  C^D 

nnd  lullt  hieranf  alle  ieUende  SteUen  dnreh  Nnllen  am,  wodurdi 
flicb  argiebt  .  .  • 

«f,  e,  </,  e,  /,  0,  0 
0,  Ä,  «?i  <  e,  /,  « 
0,  %        It^  €^  f 

A^  ^y  ^ 

0,  Jt,  ^,  A  Oj  0,  .0 
0,  0,  jff,  €7,  H,  e,  0 
0,  0,  0,  A,  B,  C,  D,  ^ 

b,  0,  0,  0,  A,  B,  c;  D 

gapz  wie  oben.  ' 

Cm  aar  ein  gan«  elafiieiiea  B^apfe^  tu  den  beideni  ▼orhet>- 
galienden  Reg^n  au  geben,  so  habe  man  die  beiden  Gleicbnngen 

■  I 

Bei  der  Anwendung  der  ersten  Regel  bildet  man  das  Schema 

c,  0,  ^ 

■  7* 
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Bei  der  Auwciiduiig  der  zweiten  Regel  mun  aan  da»  Selieaia 

bilden.   Betrachtet  aaa  nun  überhaupt  die  drei  Gleichungen 

«o*  -I-  ^o.y  H-  «o*  = 

80  ist  nach  f .  4.  ' 

'  (c— ü)  (<?  — Ä), 

und  folglich,  wenn  nwiB  dieMt  Prodaet  gehörig  aatwiekalt, 

oder  vielmehr 

und  folglich  durch  >'crwand!ung  der  Potenzexponenten  in  Indices 

die  Function  (f  in  diesem  Falle 

Wendet  man  nun  die  erste  der  beiden  obigen  Regeln  an,  so  muss 
man 

0s  =  c,  ^,  =  0,    <;t  =  i9 

setzen,  und  erhält  hierdnrch  die  gesuchte,  nicht  aiehr  enthaltende 
Gleichung 

Wendet  wKk  die  aweite  der  heiden  ohigen  Regdn  an,  ae  mUM 
nuw 

#(  =     ^,  s  tf,  =sO 

eetsen,  und  erhält  hietdnr^  wieder  die  gesuchte,  of  nicht  mehr 
enthalteade  Gleichung 

oder 

ganz  übereinstimmend  mit  dem  vorher  gefundenen  Resultate. 

Dieselbe  Gleichung  erhiUt  man  uuoh  durch  das  gewöhnliche 
Eliminationsverfahren  in  einem  solchen  Falle  wie  der  vorliegende 
auf  folgende  Art.  Bestimmt  man  ^  aus  der  zweiten  der  beiden 
gegebenen  Gleichungen,  so  eriiäU  man 
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B 


iiiid  dieser  Weriti  voo  or,  in  die  erste  Gieicliuug  gesetzt,  giebt 


gam  wie  vorker.  . '  ^ 

Znr  BcncliDuug  wtitliafigerer  Beispiele  feblt  hier  der  Raneit 

dM  vorhergeheDde  wird  aber  auch  zur  Erläuterong  der  Anwendung 
der  beiden  im  Obigen  entwickelten  Regeln  schon  hinreichend  seio. 

Um  ans  einigermassen  ein  (Jrtfaeil  über  die  Anwendbarkeit  der 
Torhergehenden  Methode  bei  der  wirklichen  Ausführung  von  i£ii- 
minationen  zu  bilden,  wollen  wir  in  der  Kürze  untersuchen,  wie 
groM  \m  Allgemeinen  die  Anzahl  der  Glieder  ist,  aus  denen  die 
SB  nickt  mehr  enthaltende  Gleichung  besteht,  zu  welcher  die  obige 
Methode  fuhrt.  Wenn  zwischen  n  unbekannten  Grössen  n  lineare 
Gleichungen  gegeben  sind,  so  ist  im  Alltrcmcinen  die  Anzahl  der 
Glieder  der  Zuler  und  Nenner  der  Wertke  der  nnkekannteil 
Grössen  die  Permutationszakl  für  n  verschiedene  Elemente,  näm- 
lich 1.2.3.../»,  welches  ganz  unmittelbar  und  von  selbst  aus 


kannten  jGrdaaen  ans  Gleickungen. de«  ersten  Grades,  die  wijr  kier, 
wie  schon  oben  erinnert  werden  is^  als  bekannt  voraussetzen,  er« 
hellet.  Sind  nun  die  beiden  gegebenen  Gleichungen,  aus  denen  a: 
eliminirt  werden  soll,  in  Bezug  auf  diese  Grösse  überhaupt  vom 
Mten  nnd  vom  «rten  Grade,  so  kat  man  hei  der  Anwendung  der 
obigen  Elimioationsmethode,  wie  sogleich  in  die  Augen  fiallen  wird, 
I  eigentlich  m-\-n  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  eben  so 
vielen  unbekannten  Grössen  aufzulösen,  und  der  ^emeinschaftUche 
Nenner  der  Werthe  dieser  unbekannten  Grössen  ist  die  Fanction 
der  a:  nickt*mehr  enthaltenden  Gleichung,  zu  welcher  die  obige 
Eliminationsmethode  führt,  so  dass  also  die  Anzahl  der  Glieder 
dieser  Gleichung  nach  dem  Vorhergehenden  im  Allgemeinen 
1  .  2  .  3  . .  j»)  ist,  wenn  auch  allerdings  wegen  der  vorkom- 

menden versckwindenden  Coefficienten  mehrere  dieser  Glieder  weg. 
fallen,  und  die  Anzahl  der  Glieder  im  Ganzen  sich  daher 
etwas  verringert.  Weil  aber  z.  B.  für  »j  -f-  /<  =  10  schon 
1.2.3...  (m -f- )  =  ist,  SU  sieht  man,  dass  die  Anzahl 

der  Glieder  der  jb  nickt-  mekr  entkaltenden  Gleieknng  dock  sehr 
bald  ungeheuer  gross  werden,  und  die  Elimination  von  x  nach 
der  obigen  Methode  in  der  Praxis  .dann  se  gut  wie  unausführbar 
sein«  wird. 

Auch  diese  zweite  Eliminationsmethode  lehrt  dem  Wesentlichen 
nach  Bnler  in  der  Introductio  in  Analysin  Infinitornm. 

Cap.  XIX.  p.  2tö.   In  neuester  Zeit  ist  dieselbe  von  Sylvester 

in  dem  Philosophicul  Magazine.  February.  1840  und  von 
Richelot  iu  Crelle'.s  Journal  mit  mehreren  guten,  in  das 
Obi||[e  dem  Weseutliciieu  auch  mit  aut'genommeaeu  Uemcrkungeu 
bfveidierc  worden. 


oder 


B 


108 
#.«. 

In  den  Memoire«  de  rAcsd^mie  des  scienccs  d^  Paris.  17€4 

hat  Bozout  eine  Eliminationsmethode  angegeben,  die  Im  Allgemei- 
nen  auf  Folgeudes  hinaus  IcooiBt,  Die  beiden  gegebeneu  Gleichun- 
gea  leien  jetit 

wobei  wir  bemerken,  dass  in  den  Fällen,  wo  die  beiden  Crleichno- 
ffen  nicht  von  demselben  Grade  sind ,  die  CoefficieDteii  einiger  An* 
tangpsglieder  in  der  einen  dieser  beiden  Gleichungen  dl  femdiwin- 
dcnd  zu  betrachten  sind.  Diese  beiden  GleichBogen.iPollMi-'  wilr 
auf  die  Form 

Ä^jr«  -h  Äj^r"— J  -f-  .  .  .  H-  Ä/:r«— ' 

bringen,  wo  /  jede  der  positiven  ganzen  Zahlen 

0,1,2,3,4,...«-.! 

sein  kann.  Aus  den  beiden  anf  diese  Weise  darstellten  Cllelelivtt- 
gen  folgt  durch  Division 

go.r^ -h  a^xi—^  -f- 3  -f-  . .  -i-  ai-.\x  -4-  m  . 
Ä^;«:^ -4- AiX'— I -f- ^2^'— 2 -f.  . . -f.  Ä/— iJT -f- Ä/ 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiteit  mit  deo^  Producte^  der 
bdden  Nenner- .nralti[plicirt, 

X(a/+i^-'~*  -H  az+go:«-'  -2  _|_  . ,  ^  ««-lor  -|-  «*)  =  0. 

Denkt  man  sich  jetzt  die  Grösse  auf  der  linken  Seite  des  Gleich- 
heitsseicheas  nach  Potenzen  von  a:  entwickelt,  so  wird  dienelbe 
o&nbar  die  folgende  Form  nnnehmen: 

,  uud  mittelst  einer  sehr  einfachen  Betrachtung  überzeugt  man  sich, 
leicht  fon  der  Richtigkeit  der  folgenden  Ansdrücke:  .   .  , 
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U.  8.  W,,      .  .. 


Bei  der  AoweQilaiig  dieser  Ausdrücke  Mr  Kntwickelaog  tter 

•         •  •  ,*  -^un  ^3*i'i  '  •  '  4*»^hii,'  , 

hat  MB  sich  nnr  sn  »e'rkeD,  dass  aan  sowohl  in  der  Reihe  der 
durch  a  mit  den  gehörigen  Indices-,  als  auch  in  der  Reihe  der 
durch  1/  mit  den  gehörigen  Indices  bezeichneten  CoeQicieuteu  von 
jedem  Gliede  un  aufsteigend  und  absteigend  immer  nur  so  weit 
VortsebreiteD  mnss,  als  diese  Cdeflteienten  niclit  vendiwiDdeii.  Ün 
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-«1,4  =  »i^» 

> 

i     _  / 

r 

^  t 

-«4,4  =  «4»  • 

# 

-^M=«4*« 

-4fc4  =  *4*T 

-M, 

Sehr  leicht  erhellet  nun  aber  auch  aus  deiu  Vorhergehenden  die 
Richtigkeit  der  oaelistehettdeB  für  da«  FolgendiB  widrtigeB  Re- 
lotiooen : 

II.  s.  w. 

Ane  der  Gleichung  ^ 

oder  vielmehr  uus  der  Gleichung  *  - 

erhält  man,  wenn,  was  verstattet  ist,  für  /  nach  und  nach  die  po- 
sitiven ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  3,  4,...,  tt — 1  gesetzt  werden, 
die  folgenden  n  jGleiebungen: 

u.  s.  w. 

nad  wird  «Iso,  wie  sich  au»  den  Ohigeo  logteieh  ergieht,  >■  der 
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gesuchten ,  die  GritoM  as  nicht  nMhir  enthallemlea  GI«i€hBii(j[  ge» 
iDgeD,  wenn  man  aus  den  Gröueo 

^(M)i  '^liO*  •  -  *  ^tk-9fk\  -dtt-Ui 

Ai^\  J%^\  •  , .  Jw-%Xh  -An-lX 

•^Qyi;  '  •  •  -^»-Itf 

w. . 

auf  brannte  Weise  die  im  Obigen  durch  (p  bezeichnete  Function 
bildet ,  und  dieselbe  der  Noll  gleich  setzt.  Ana  deo  im  Vorher* 
ffehenden  bewieseoen  Relationen  ergiebt  sich  aber  aaf  der  Sle|l^ 
daas  auiB  auch  statt  des  obigen  l&tüma,*M  das  Seheaa 

Ao;  -^w;  -^m;  •  •  •  ^^n-esi  ^^^k^i 
'^uti  -^uBi  •  •  •  -^MH-t;  -^M-i  . 

'^tat  -^un  -4^}  •  •  •  -^^»^t^i  «4^^' 
0.  a.  w. 

^j^N^;.  •  «^»-s^i;  , 

setaea,  aas  den  in  diese«  Schema  enthaltenen  Grösaen  die  im'Obl* 
gen  dnreh  «p  beaaiebBete  Pnaetion  bifato«,  nnd  dieselbe  dar  Nnll 

gleich  setzen  kann. 

Am  Scblusa  dieser  AbhaDdlnng  bemerken  wir  noch,  dass  bei 
derselben  überhaupt  das  Alemoire  sur  P^limination  d'une 
variable  entra  'deux  ^qnatiMa  alg^bric^uaa  In  den  Bxer-; 
cives  d'Analyse  et  de  Pbysique  math^matique  par  Cauchy. 
T.  I.  Paris.  1S40  *)  p.  385  vieltach  benutzt  worden  ist.  In  einer 
zweiten  Abhtodlnng  werden  wir  späterhin  auf  diesen  Gegenstand 
sflriick  kaamen. 


*)  Wovon  aber  die  12te  Lieferung,  in  welcher  sich  das  in  Rede  stehende 
.  Ueawure  befinde^  nur  erst  gsnt  vor  Kiirsem  ersebiensfl  ist.  • 


lOfi 


VIIL 

lieber  die  Summen  der  Winkel  in  ebenen  ge- 
radlinigen Vielecken. 

.  .Von  des  #  ^ 

Perru. Director      H.  T.  Müller 
am  EealgynttMfaiii  1«  Oolfai. 


>  ,!«.• 


1.  Bekanntlich  wird  die  Sumine  der  nach  einerlei  Richtung  ge- 
noMMnea  Assse^winkel  eines  eMen  einfochen  Vielecks  dadurdi 
ermittelt,  dau  man  aas  irgead  einem  Pankte  aii|l  den  auf  einander 
folgenden  Polygponseiten  die  ffleich stimmig  parallelen  Linien 
zieht  und  die  In  einerlei  Drebungsricbtung  genommenen  Winkel 
der  den  aaceeoaiveo  :8«tei| .  antaffoebeadea-  ParallelaB.  .Mii»niH«. 
woraus  kenravgabt,  daaa  diana  Saiaaia  iiaMr  ein  Vial&afcfli'.  raa 
4/2  hetracren  muss. 
•  "Z.  Aüt  gana  dieselbe  Weise  .lässt  sich  auch,  was.. man  bisher 
fttambea  aa.bafoa.Mtt^int,  die  Smaaie  der  inaarn  Wiakal  aiMa 
foldiea  Vlaleaka  iaden,  wenn  au»  einem  beliebigen  Pnokta  »it  dar 
Isten,  3ten,  5t«i, . .  Seite  die  gleichstimmig-,  mit  der  2ten, 
4ten,  6tcn,  . .  Seite  aber  die  un^eichstiromig  parallelen  .Li qien 

gezogen  nnd  dann  bei  einerlei  Drebnngsrichtong  die  «Winkel  der 
arailelen  nach  folgendem  Gesetze  summirt  werdea. 

Bezeichnen  1;  3;  5;..  die  gleichstimmigen  und  2;  4;  ();.. 
die  ungleichstimaiigen  Parallelen,  so  ist  die  Sunime  «Uer  inaern 
Winkef  ...  .,.  .  , 

1)  im  (3i»)eek 

5S  (1,2)  +  (2,3)     (3,4)  -h . .  -^{tm \M)  -f-  (2»,!) 

2)  im  (2i»+l)eck 

=  (1,2)  H-  (2,3)     (3,4)  -i-  .  .  H-  (2«,2»  •+■!)  +  (2«  1,1') 


wenn  im  letztern  Falle  1'  die  Rückverlänfferung  der  Parallelen  1 
beneicbnet.  —  1»  anrtea  Falle  is^^maacli  jene  Winkelmmae  iai- 
mer  ein  gerades,  isi  sweiten  eia  nagaradea  Vid&ebes  voa  3  rech« 

ten  Winkeln. 

3.  Diese  üerleitangsweise  der  Summe  der  in  uer  n  Vieleckswin« 
kel  bat,  abgeaeben  ran  der  Uebereinstimnanff  mit  der  fnr  die 
äussern  Winkel,  vor  der  gewöhnlichen  den  erhebTlchen  Vor/ug,  daaa 
sie  sich  ganz  gleichmässi  g  auf  alle  Vielecke  mit  liclicbig  vielen 
convexen  Winkeln  anwenden  und  dass  sie  die  eigentliche  Bedett<- 
tuog  der  Polygonwinkel  deutlicher  erkennen  lässt 

Ba  sei  mir  eriambt,  aus  dem  Obigen  nacb  einige  Faigeniogfan 
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zu  sieben,  welche  eoM  I^KMng  daMMT  bilden« -ftfai-^d^' in  der 

AbbandluDg  über  die  symmetrigcbeo  ^reisvielecke  von  ungerader 
Seitenzahl,  Gotha  1840.  über  die  verschiedenen  Winkelsumm^n  der 
Vieleck«  angedeutet*  bette.  ... 

'  4.  Bei  unveränderter  Drehnngsricbtang'  iit  in  einem  einfaebeo 
ebenen  Vielecke  die  Snave  der  WInkM  Je  iweier  «uieiBeoder 'folw 
gender  Seiten ''^  ;  .    .  .  

fflr  (Sü+'l)  Bckeltei;  für  (IE»)  Sobeitel 


odet       *t.Ui,  A.tit, 


•1 


oder  i4»^X).%ß,  (4ii-~2).^  •  • 

Da  aber  bei  jedem  «»eck  die  eine  oder  die  andere  bt^bunsni» 
richtung  gewählt  werden  kann,  so  giebt  es  im  AIlgemoiDen  für 
dasselbe  zwei  Summen  der  Winkel  je  zweier  «os^osseiider  Seiten^ 
welche  eliu^der  gii  m,>AH  erginsen.  Besetirilnkt  van  sich  daher, 
wtmo  beide  Samnee  anfflcicb  sin«!,  auf  die  jedesmali{|e  kleinere» 
so  erhült  pen  bless  neenstebeiide  nSglicbe  Werthe:  .  ■ 

f9r4»s  (S<s4-l)eck;  f4if  dlis(2»)eefc  . 

i. Sil,  '  .    •*  .  •  ä". *ä» 

3  .  2Ä,        •  '  '      4.  2/1,         •  • 


(2iH-l).2/l,        '  ' 

wo  die  höchsten  Werthe  Vielecken  angebSren,  dereD  WinkelMms^e 
bei  beiden  Drebongsrichtungen  gleich  ffross  ist;  *' 

5i  der  in  (2)  angegebene»  (»Dstiiictleii  etogbbt  sieb  se-» 
gleich,  wie  umgekehrt  auch  Vielecke  von  gegebener  Seiteesebl 

und  SeitenrichtuDg  eonstruirt  werden  können,  welche  eine  vor^^e* 
schriebene  Winkelsumne,  wie  die  in  (4)  angegebmien,  beben.' 

Zieht  man  nämlich  von  irgend  dncn  Punkte  an«  In  einer 
Ebene  «  Strahlen  in  bellebigsn  Richtungen,  nnd  schreibt  an  jeden, 
denlelben  eine  der  m  ersten  natürlichen  Zahlen,  so  hängt  bei  ge- 
radzahligen Vielecken  die  Summe  der  Winkel  von  der  Zahl  der 
Nicbtfolgen  ab,  welche  aidi  erffebeo,  venu  man  in  der  gewähl- 
ten Drekangsricbtung  -  vom  Strablo  1  an  for^^ehend  aämmtliebe 
Strahlen  so  abliest,  wie  sie,  ohne  Rücksicht  aiu  die  Bezeichnung, 
der  Reibe  nach  auf  einander  folgen.  Enthalten  alsdann  die  zuge- 
hörigen Zahlen  a  Nicbtfolgen »  so  i»t  die  Suauu^  der  Winkel  jedes 
C2«]^oki>  deanen  Iste,  Sto^  5te, . .  und  abtw.4l%  #te, . .  Seite  den 
Strahlen  1,  3,  5, .  .  gleicbstimmig  und  den  Strahlen  2,  4,  6,  .  .  un- 
gleicbstimmig  parallel  ist,  K=(i  +  a).  4/2,  indem  dann  a  (Juläufe 
gemacht  werden  müssen,  bis  mau  wieder  zu  dem  ersten  Strahle 
gelangt^  von  den  van  ausgegangen  wdr.  So  .estbält  jeden  m  -den 
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Mi|ieiMuul«rlS»lgeBd«o  StniUen  1352470  gehörige  Seekieck,  -wagea 
der  beiden  Niehtfolgen  52  und  76^1+2)  . 

Bei  den  ungeradzahliffea  Vielecken  ist  zu  unterscheiden, 
ob  alle  Strahlen  auf  einer  oder  auf  beiden  Seiten  des  Strahls  1 
sanmt  dessen  ftückferlängeruug  1'  liegen.  Im  ersten  Falle  ist  bei 
a  Niebtfolgen  die  Winkeleumme  s=(l  +  2a) .  Sil,  im  sweilen  nber 
=:(3H-2a).2Ä 

Die  sogenannten  ürudenfusse  gehören  su  den  ■BgeradsabUgen 
Vielecken,  deren  WinkeJsumme  =z2Ji  ist. 

üebni^ene  iilt  die  Lage  dee  die  Riehtang  der  letiten  Vieleeictf- 
•eite  beetmmeiideB  Strahles,  wie  nan  leicht  sieht,  innerhalb  ge- 
'Wisser  Grenzen  einffescblossen ,  weil  die  letzte  Seite  der  ersten 
selbst,  nicht  aber  ihrer  Verlängerung  über  den  Scheitel  (1,2)  hin- 
-  ans  begegnen  musa.'  Hieraus  erklärt  es  sieh  auch,  warum  beim 
Dreiecke  die  Summe  der  Winkel  nur  2/2  oder  lOH,  nicht  aber  6il 
betragen  kann,  irKicm  für  keine  Lage  dreier  Strahlen  eine  ge* 
schlösse ne  einfache  Figur  entslehen  kann,  deren  Winkelsumuie 
den  z\dschen  2  und  10  fallenden  Werth  von  6  rechten  Win- 
kelngäbe. 

o.  Die  Anwendung  der  Strahlen  führt  ausserdem  auf  eine  sehr 
einfache  Metliode,  die  Winkelsummen  der  /// — 1,/// — 'Z.m — 3...i.3 
verschiedenen  einfachen  ebenen  /»ecke  zu  linden,  welche  zu  den- 
selben m  gegebenen  SebeiCeln  gehören. 

Seien  (Taf.  I.  Fig.  1.  a  und  d)  1,  2,  3,  \,  5  fünf  solche  in  einer 
Ebene  liegende  Scheitel,  so  sind  zwischen  diesen  die  zehn  Verbin. 
dnngslinien  12,  13^  14,  15,  23,  24,  25,  34,  35,  45  und  wenn  man, 
wie  hier  nftthigs  audi  die  Richtung  berfiekiichligt,  die  sehn  an* 
dem  VerbindungslinieB  21,  31,  41,  51,  32,  42,  52,  43,  $3,  54  mog. 
lieh.  Zieht  man  nun  aus  dem  Mittelpunkte  eines  Kreises  mit  die- 
sen 20  Verbindungslinien  die  gleichstimmig  parallelen  Radien  und 
sebreibt  an  den  Bndpankt  jedes  derselben  die  beiden  Zahlen,  wel- 
che der  ihm  entsprechenden  Verbindungslinie  angehören:  so  erhält 
man  ein  Strahlensystem,  vermittelst  dessen  sich  aus  der  blossen 
Al^inanderfoljre  der  gegebenen  Scheitel  die  Summe  der  Winkel 
des  dadurch  ftestimnten  einfachen  Finfeeks  sofert  finden  läset. 
Ist  nämlich  z.  B.  13254  das  zu  untersuchende  Fünfeck,  so  sind  nach 
(2.)  13 j  23  ,  25  ,  45  ,  41,  31  die  Endpunkte  der  ihm  zugehörigen 
Strahlen,  die  sich  ohne   die  Figur  selbst  ergeben,  wenn  mau 

1325413  statt  13254  schreibt  und  abwechselnd  vor*  und  rückwärts 
Kesf-.  So«  viel  halbe  Umlinfe  nm  miaeht  werden  milasen,  um  in 
einerlei  RiebtUng  die  Punkte  des  Rreisumfaogs  13,  23»  • . .,  31  zu 
durchlaufen:  so  Yiel  gestreckte  Winkel  kommen  auf  das  Fiiirfeck 

13254. 

Man  siebt  leicht,  wie  dnreh  fiinfährung  neuer  Symbole  die 
Auflösung  unserer  Aufgabe  auch  auf  die  ZSniung  der  Jüebtlblgen 
(5.)  reducirt  werden  kann. 

*  7.  Die  Darstellung  aller  einfachen  «»ecke,  welche  dieselben 
Scheitel:  1,  2,  3, . .,  m  haben,  wird  am  leichtesten  dadurch  bewirkt 
dass  nwn  alle  Combinationen  zweiter  Klasse  aus  den  Biementen 
2,  3,  .  .,  m  bildet,  /.wischen  jede  solche  Coinbinution  die  noch  Ubri« 
gen  {m  —  3j  Elemente  in  allen  mügiiclieu  Anordnungen  stellt  und 
jeder  so  gebildeten  Form  das  Element  1  voranstellt.  Für  1,  2,  3, 
4,  5  erbiifr  man  demnach 
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1  2      S;  ,1  8  85  4; 

19  54  8;  1  3  52  4; 

1  2  35  4;  1 

1  2  53  4;  1 

•    1  2  34  5;  1  4  23  5; 

1  2  43  5;  1  4  32  5, 

welches  die  12  venehiedeiieii  Fänfecke  und,  die  str 
geböreo. 


3  24  5 

3  42  5 


Scheitele 


8.  Die  auf  leleiie  Weite  geinldeleB  AnordDoftgeii  der  Elemente 

2,  3,  ..,      worin  keine  zwei  Torkommen,  v«n  denen  die 

eine  A\p  Umkehrung  der  andern  ist,  verdienen  wegen  dea 
häufigen  Gebrauchs,  der  sich  in  der  Geometrie  davon  machen  läsa^ 
kesondere  Beaektung. 

9.  Aus  (7.)  ergiebt  sick  in  «Yerkindung  mit  dem  Vorher- 

febenden,  dass  die  verschiedenen  zu  denselben  Scheiteln  gehörigen 
ielecke  sich  nach  den  kleinsten  Summen  ihrer  Winkel 
klaasilieiren  laraen,  was  »an  kialier  nnteriasMn  an  kaben  wsheint. 

10. '  Bei  der  Richtung,  welche  die  Geometrie  in  der  neuem  Zeit 
genommen,  dürfte  die  Aufnahme  des  in  ^2.)  gegebenen  Beweises 
in  die  Elemente  nicht  unzweckmässi^  sein,  indem  der  Anfänger 
dann  frahseitig  mit  den  Vielecken  in  ihrer  aUgemeinern  Bedeutung 
keiuuint  |;eniadit  werden  kann. 


DL 

Debmigsaiiiigabeii  fttr  Schüer. 


4*  Cnkntnr  dea  Ellipeoida,  .Byperkeleida  mit  2  gleieken 
*  •  Azen.  . 


Die  Gleichung  des  um  die  ^reaie  Axe  rotirenden  Kegelschnitts 
sei  +  die  Abscisse  a:  werde  in  «  gleiche  Theile 

getheilt  und  durch  die  Endpunkte  der  Ordinalen  werden  Parallelen 
zur  ffrossen  Axe  gezogen,  dann  entstehen  durch  Umdrehung  des 
Keffuachnitts  Cylinder,  deren  Gesammt-Cubikinhalt  durcb  dieSum- 
■anon  der  QuadratzaUen  nnd  der  natürlichen  Zahlen  gefnnden 
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Indem  man  das  Rllipsoid  mit  3  ungleiclen  Axen  durch  Ebenen, 
die  zu  zwei  Axeu  parullel  s^ezogen  werden ,  in  gleich  weit  von 
eiuauder  abstehende  elliptisclie  C^'linder  zertallt,  kann  man  durch 
datMibc  HiUliiiiittel^  ohne  die  gennwiCe  Seliwierigkeit  den  GesamiBt* 
Cubikinlialt  der  elliptischen  Orlipder .  erhalten.  Sind  die  Axen  b 
und  c,  zu  welchen  die  Ebenen  parallel  gelegt  werden,  und  wird 
die  auf  a  genommene  Abscisse  a:  vom  Mittelpunkte  gezählt  in  H 
gleiche  Theile  getheilt,  so  ist  der  Cubikinhalt  der  elliptischen  Cy- 

[x"*     1  1  IT 

^  ~" «»  äi      ^-^J»  Cubikin- 

halt des  halben  EUipspids  n  folgt.  / 

Der  bekannte  Ausdruck  für  den  Radius  des  Krümmung«» 
kreises  der  Kegelschnitte  durch  die  Normnle  stand  mir  zu  isolirt, 
ich  suchte  deshalb  einen  Ausdruck  für  den  Radius  des  durch  3 
Punkte  eines  Kegelschnitts  gelegten  Kreises,  und  fand^  dass  jener 
Radius  gleich  ist  dem  Produkte  dreier  Normalen  auf  die  3  SenneD 
des  Kegelschnitts,  dividirt  durch  das  Quadrat  des  halben  Parame- 
ters. Jede  dieser  Normalen  wird  auf  folgende  Art  bestimmt:  Aus 
dem  Mittelpunkte  wird  ein  Radius  \ektor  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kegelschiiittswhne  ipelegC,  und  die  oben  beyeieluiefe  Normale 
auf  diese  Sehne  geht  von  dem  Endpunkte  des  Radius  Vektor  auf 
der  Curvc  bis  zum  Durchschnitte  mit  der  grossen  Axe.  Fallen  die 
,  3  Pui^kte  des  Kegelschnitts  zusammen,  so  verwandelii  sich  die  ur- 
spriinglieh  nngleieheii  Nonnalen  tu  8  gleiehe  UnieB. 

Wenn  ein  Punkt  sich  auf  der  Peripherie  einer  Ellipse  be- 
wegt, während  der  anziehende  Punkt  in  einem  Brennpunkte  «^er- 
selben  steht,  so  ist  die  anziehende  Kraft  dem  Quadrate  der  umge- 
kehrten Entfemnng  des  aBsiehenden  von  dem  aageiogenen  Pnnkle 
proportional. 

Dieser  bekannte  Satz  IHsst  8ae||  ohne  Hülfe  der  höhern  Rech- 
nungen beweisen.    Die  Kruft,  mit  welcher  der  Punkt  vom  Centrum 

der  Anziehung  sic^  zu  cntfeipea«||<ebt,  i^t  ^ j|y  |we«n  v  die  Ge- 
schwindigkeit und  Ii  den  Krümmungshalbmesser  für  den  Ort  des 
bewegten  Punkte  bezeichnet.  Ist  F  die  Kraft,  mit  welcher  dieser 
Punkt  in  Jer  Riehtnng  des  Radius  Vektor  r  angezogen  wird,  so  ist 
die  in  die  Richtung  der  Normale  n  feilende  Kraft  F  cos  (iP,  r),  wenn 
t  die  Senkrechte  vom  Brennpunkte  auf  die  Tangente  bezeichnetT 
Da  nun  die  genannte  Kraft  gerade  so  gross  sein  muss,  als  die  Cen- 

trifug;alkraft        so  ist  /'=^  .  -j.    Ist  die  Geschwindigkeit  im 
Bttchstea  Scheitelpunkte  1,  die  fixceatri$ität     so  ist.«(l--«e)sst«», 
•  foigHeh  JT'ssSLiü^^llir.  Da         ^  ]ei<At  «k  hefreisen, 

-  =  -   und  n=—^,  so  ist  r=    ^/  ya"» 

Bewegt  sich  der  Punkt  auf  der  Peripherie  der  Ellipse,  während 
der  anziehende  Punkt  im  Mitt.elpunkte  derselben  steht,  so  ist der 
JBatfemnng  dirivt  pruportbndl.  i   *  - 
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Denn  sei  der. Radius  \ektor  r,  so  ist  F-=.-^  .  -j^  wenn  t  die' 

Senkrechte  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangente  bedeutet.    Ist  die 

a  ob ' 

GMcbwindigkeit  im  Scti^eitel  1,  ^^o  bat  map  v      .r^,  I  s= 

^ .       •         ■  •    •  ... 

7 

Btai.w«itM  m4  hitvrMttBtet  €SeM«t  x»r*üiiMriaelMnig  d«r 
SigMuelrnfteii  der  Flllipse  bietet  die  Bkracbtupg'  die^r  Curre  als 
der  orthographischen  Projektion  des  Kreises  dar,  wenn  beide  Rhe- 
nen in  der  Richtung  der  grossen  Axe  einander  schneidend  ange>  ^ 
nonen  werden.  Durch  die  einfocb«te»  lli1iMllliel>  da  sind; 
die  Projektionen  paralleler  Linien  Im'  BatftiB  -auf  dieselbe  Ebene 
sind  penlleli  der-Cosinas  des- NeigUngewMels  einer  begreBtte»Pi> 

gpr         KieiselieM  aiilk  4er.Pro{ekttoii  ist  s=     u..  s.-  i^^  gslaigt 

MB-  ebne  die  geringste  Milbe  Sil  den  Eigenschaften  der  Tanten* 
ten,  der  konjugiite»  Durel«MMer>  der-  UMebiiebene»  Peipairi^o- 
gramme  u.  s.  w.    '   ♦  ■  .'.■•-•>■ 

•":     •         .         .  » "  •  *•  •  * 

•  ' .      \.    .     .     •         .»   •   •  ••••■S,"  ••  •   •      •!        "       •  ■ 

Die  Auflösung  der  6  Hauptfälle  der  sphäOiüchen  Trigonome- 
trie durch  geoMetriscbe  Conatrnction  in  der  Ebene  Iftsst  sieb  auf 
scAir  einfache  Weise  erhalten,  indem  man  in  der  körperlicben  drei- 
seitigen Ecke,  deren  Kanten  SA^  SB^  SC  \r\  derselben  Folge  die  • 
IfVinkel  c,  Ii  und  a  einschliessen ,  BC  und  AC  rechtwinklig  ai^ 
8C  ninait  Das'  drdieck  ABC,  ita  wefcbem  3  Reiten  bekannt  sind; 
wenn  «,  b  und  c  gegeben  werden,  giebt  den  Neigungswinkel 
oder  den  sphärisciien  Winkel  zwiscbeh      und  o.    Durch  dasselbe 
Dreieck  iinae|;  pian  die  dritte  sphärische  Seite  aus  den  beiden  an- 
d^ntt  Sj^lfen  inil  dem  Voii  didsen  eingeschlossenen  Winkel.  Ist'  ge* 
geken      ü  und  der  c  gegenüber  liegende  Winkel,  so  fällt  man 
von  A  eine  Senkrechte  u41}  uu^  BC  und  eine  Senkrechte  von  Aß 
auf  SB,  so  liegen  die  Punkte  />,  C  auf  der  Peripherie 

eines  Kreises,  so  dass  die-Lsf^e  defcVPonktes.f  dureb  dm-'lMifGb- 
Bchnitt  i^mt»  Kreises  imd  des.  fnit^  dem  Radins  beschridMoen 
l^reiMi  ifenindeii  ^rdei^  kaira  n,  sjj'w* 


r*  * 


9i 


Die  graphische  Darstellung  der  Ponktioeen  scheint  mir  ein 
xweckmüssiges  HUlfsmittel  tür  den  Unterricht,  um  eine  recht  he- 
wusste  Auflussuoff  der  Eigenschaften  derselben  möglich  zu  macbev^ 
Zu  dem  Ende  habe  ich  mir  eine  «nseboliche  Menge  solcher  Dar- 
stellungen gezeichnet,  wie  die  Linien  der  Sinus,  der  Cosinus,  der 
TliWenten,  der  natürlichen  und  Briggischen  Logarithmeui  der  Lo- 
gariämen  der  Kreisfnnktionen  u.  s.  w.V  Selbst  einfacbe  Fanklie- 
nen,  wie  y=^,  y=:^',  y=^'.  7/  =  a:*  bieten,  wenn  sie  für 
dieselbe  Veränderliche  auf  dasselbe  Blatt  gezeichnet  werden,  manche 
Eigenschaften  dar,  deren  sieb  wenigstens  der  Schüler  in  dem 
AogeBblicke,  da  ihm  diese  Fnnktinnen  genannt  werden,  nicht  be- 
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wont  wirdt  s.  B.  ^u»  neb  alle  diese  Carveo  in  2  Punkten  bcgeg- 

•  :r  =  l  • 

ncD,  dass  sie  je  nacli  dem  Iiöhern  Grade  bis  zuui  Punkte  , 

immer  näher  an  die  Abseissanaze  und  au  die  Ordinate  1  treten 
n.  a.  w« 

10.  VeraDsehanlichande  Darstallnng  der  Priaisahlen. 

Ein  grosses  gleicbseitiges  Dreieck  wird  in  10000  kongruente 
glaiehstitige  Dreiecke  sertbeilt  und  in  jedes  Dreiecksfeld  eine  der 
natürlichen  Zahlen  so  geschrieben,  dass  die  Zahl  1  in  die  Spitze, 
2  an  den  Anfang  der  zweiten  Horizontalreibe,  4  un  das  Ende  der- 
selben, 5  an  den  Anfang  der  dritten  Horizontalreibe,  9  an  das 
Eada  daraelben  konia^  wie  danpi  überhaopt  der  ganze  redite  Saam 
des  Dreiecks  von  den  <luadraten  der  aatürliehen  Zahlen  eingenom- 
men, in  jeder  Horizontalreihe  aber  von  der  linken  nach  der  rech» 
ten  Hand  gezählt  wird.  Giebt  man  nun  den  Feldern  der  Primzah- 
len eine  andere  F«rbe,  so  gewabrt  man  bei  geringer  Anfmerksa«- 
keit,  dass  im  AUgennaen  die  Primzahlen  in  gewissen  parallelen 
fiift  gleichweit  von  einander  entfernten  Richtungen  dichter  beiBam- 
nen  liegen ,  als  in  andern  Richtungen.  Die  Zahlen  von  der  Form 
41 +  »0*  —  1)  «iocB  Stab  mit  gesehlosseneni  aeebseekigein 

Sterne  dnr,  dem  ffniigen^  der  unter  den  10000  Dreiaeken  tot» 
koBint. 

II. 

Einfache  Bestimmung  des  Brecbnngsrerhältnisses  in  einest  drai- 

seitigen  Prisma  dnreh  den  Neigungswinkel  tf)  zweier  SeiteU'Ebenen 

des  Prismas  und  durch  die  Winkel,  welche  der  einfallende  und  der 
austretende  Strahl  an  jeder  Stelle  mit  dem  Einfallslothe  bilden. 

Der  Strahl  treffe  in  A  das  Prismu,  und  bilde  mit  dem  Ginfalls- 
lotbe  den  Winkel  0,  der  gebrochene  Strahl  trete  in  B  aus  dem' 
Prisma  und  bilde  mit  dem  Einfallslothe  daselbst  den  Winkel  ^,  die 
beiden  l^othe^  welche  die  Winkel  u  und  ß  im  Innern  des  Prismas 
mit  dem  Strahle  Aß  einschliessen ,  .schneiden  sich  in  C\  so  hat 
ia  desi  Dreieeke  ABC 


AmtszAC^A-CB^-^^AC.  CB.tM^- 

folgtieb  lassin  fi^-^Am  a*+8dn  a  sin  ^  cas  f 

^  »in  i>*  -  dn  IS*  ,  Itoin  •«sin  b*tM^ 
'^mß  aia^«      «•  sin  ^»  «'  sin  ^ 

nnd  •  litt  j^as l^sin  a*  +  sin  6*  +  2sin  a.tin  6  eou  ^ 

*)  Siehe  Seebeck's :  Obserratieaes  de  corporum  laeea 
gentium  angulis  polarisationis.   Berolini  1830. 


(Dar  Scblnss  folgt  in  nächsten  Bafte.) 
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Lehrsatz,  di^e  Eckea  der  Pyramiden  betreffend. 

•  Von  den 

Herrn  Director  .1.  II.  T.  Müller 

am  RealgyurnasiMin  zu  Gotha. 


Da  die  Eieenschaften  der  Poljederecken  bisher  ooch  wenig 
.mtermebt  woroen  eind^  to  wird  Tielleiebt  einseinen  Mathemetikern 

die  Mittbeiiung  eines,  wie  ich  glaube,  neuen  nnd  an  Folgerungen 
ziemlich  reichen  Lehrsatzes,  die  Ecken  der  Pyramiden  betreffend, 
nicht  nnangenehm  sein.   Sollte  ich  mich  hierin  nicht  täuschen,  so 
wHrde  ieli  spüter  noeb,eine  Reibe  damit  verwandter  SMtse  fttr  aa-' 
dere  Polyeder  mittbeilen. 

1.  ich  lege,  der  grössern  Deutlichkeit  wegen,  statt  einer 
»seitigen  Pjramide  die  beliebige  funfseitige  OABCDE  (M.  s. 
Fig.  z  m  nnd  b  aaf  der  schon  dem  ersten  Hefte  beigegebenen 
Taf.  I.)  bei  meiner  Betrachtung  zu  Grunde  und  nehme  auch  föra 
Erste  an,  dass  die  fünfkantige  Basis  ABCDE  lauter  concave 
Winkel  enthält.    Jene  Beschränkung  ist  ohne  Einfluss  auf  die  All- 

Eemeingültigkeit  des  Lehrsatzes  nnd  diese  wird  später  aufgeho- 
Bn  werden. 

2.  Um  die  Ecken  unserer  Pyramide  zu  vereinigen,  verfahre 
ich  wie  hei  der  Summirung  der  ^Vinkel  eines  ebenen  geradlinit^en 
Vielecks  in  dem  Aufsatze  Nr.  VJll.  und  ziehe  aus  dem  Mittelpunkte 
M  irgend  einer  Kugel 

"  .1)  mit  den  Seitenkanten  O  i,  OB,  OC,  OD,  OE  die  ungleich- 
stimmig parallelen  Rudien,  welche  der  Kugeifläche  hezii^lich 
in  den  Punkten  a',  ß\  6',  ^  begegnen  und  dort  die  Spitzen 
eines  gpbiriachen  Ffinfecks  a'j^/JV  nllden,  welche  das  Haais 
der  Scheitelecke  von  Oy  mithin  auch  der  nnprfingKchen'Bcke 
O  in  der  gegebenen  Pyramide  ist; 
2)  aus  demselben  Punkte  M  mit  den  Grundkanten  BA^  CB^ 
D€^  £D,  AB  glciclM timmig  parallden  Radien,  die  die 
Kngelflftcne  benS^licn  in  den  Punkten  a,  5,  dy  e  und  rück- 
wärts verlängert  in  o*,  c\  d\  ^  treffen,  und  sämmtlich  in 
dem  mit  der  Basis  der  Pyramide  parallelen  Uauptkreise  der 
.  Kngel  liegen. 

1M1IL  8 
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3.  Da  Ma\  Me.  Ma'  mit  AB,  AB,  ^0  gieietiBtiMgi^  purallel 
siod,  so  ist  das  sphärisehe  Dreieck 


tifie  das  Haass  der  Omodeeke  A  der  geg^ekeoeo 
und  ebenso  -        •  -  *• 

aife  ...  *  D  ' 
^ed  .     -     .       -      E  . 

ilusäerdcoi  eotstelieu  uuch  die  sphäriscbcn  Vierecke  ' 

a'el/ß' 
ß'ac'/  ' 

bei  denen,  was  ihren  Inhalt  betrifft,  zu  unterscheiden  ist,  ob  die 
zwischen  einem  crriocbischen  und  lateinischen  Kuchstahcn  licg-cndcn 
Seiten  einander  verlängert  oder  uuverlängert  schncidcu,  welches 
statt  findet,  je  oachdeni  in  der  Drehongsricotnag  «r,  by  e  die 
untern  Grundlinien  derselben,  nämlich  elf\  at^,  ^i/',  ee', Folgen  * 
oder  Nichtfolgen  bilden.  Im  letztem  Falle  nämlich  p^^icbt  der  Un- 
terschied zwischen  dem  obern  und  untern  der  beiden  entstände* 
neu  Dreiecke  den  Inhalt  des  jedesauiligen  sphSriacheo  Viereeka. 

4.  Mit  Rücksicht  hierauf  ist 

a'jSyd'c'+<^a'«  +  a'^<^i9'=der  Ualbkugelfläcbe^ 

die  daa  tt^asa  Ton  4  rechteo  Cduo  ist,  wetebe  ich  oiit  hBS  be-. 
seichne. 

5.  Weil  femer  z.  B.  OA^  OB  und  AB  in  einer  Ebene  lie- 
gen ,  so  liegen  auch  die  Endpunkte  a\  /$',  a  und  a  der  damit  pa* 
rallelen  Radien  in  einer  und  uerselben  Ebene^  und  es  ist  das  sphi- 
ritche  Zweieck  a'a'^adeal  das  Maass  des  Gmndkeils  AB.  Be* 
seichnen  wir  nun  die  die  Gmndkeile  der  Pyramide,  nämlich  AB, 
BC,  CD,  DE,  EA  messenden  Zweiecke  mit  («),  (e),  (i^),  (tf), 
80  erhalten  wir  die  neuen  Gleichungen  ' 

iß)  =  df9e  H-  ^^d\ 
( e)  =  tWo' + «Vtf. 

6.  Addirt  man  die  in  (5)  erhaltenen  Gleiehangen  «od  rab-' 
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traliirt  ¥on  der  dadurch  beryorjrebracbteD  die  in  (4)  erhaltene 
«iMchmig,  M»  Mt'fllr  K  «Ui  HalUngeiaidie: 

(a)  -f.  (Ä)  H-  (c)  -fr-     +  W*-^  Krs^  Me  +  h'^a  H-  d^b 

Ans  dieser  Gleichuog  aber  ergiebt  sich,  weuo  maa  vou  der 
Kug^lfiäefce  ^eder  sn  den  Ecken  snri&ckkelirt  und  xugleidi  eri 
wäfftj  dass  (0)  —  (^(^e  das  Naass  derjenigen  Ecke,  welche  AO^ 
AE  und  die  Verlängerung-  von  BA  über  A  hinaus  Kanten  hat, 
also  die  Ai^ssenecke  vou  A  ist,  die  ich  mit  A  bezeichne,^ dass 

7.  Da  die  «^anze  Uerleitungsweise  zeia^t,  dass  die  Beziehun- 
gen für  jede  mehrseitige  Fjraniiae  sich  uiclit  ändern,  so  ist  alige* 
aeiD  ftr  jede  Pyramide  nifc  hohlwinkliger  Gcnndllüche 

^+ C+ . . .  +  0=:4ir,  d.  i. 

„In  jeder  gewöhnlichen  Pyramide  ist  die  Summe 
,)«ller  aaeh  einerlei  Richtung  genommenen  Atfe- 

.  „senecken  über  der  Grundfläche,  vermehrt  um  die 
„Ecke  an  der  Spitze,  so  gross  als  vier  rechte 
„Ecken;" 

oder  was  dasselbe  ist, 

'„die  Summe  aller  Aussenecken  gleich  der  Neben- 
„eeke  der  Beke  an  der  Spitne»*' 

8.  Diess  ist  vielleicht  der  erste  Lehrsatz,  der  bei  Polyedern 
mit  nicht  parallelen  Flächen,  einen  constanten  Werth  für  eine 
Summe  von  Ecken  nachweist,  welche  YOB  der  Zahl  and  Lage  der 
Seiten  völlig  unabhäng-ig  ist. 

Auch  ist  die  Analogie  dieses  Satzes  mit  dem  bekannten  plani- 
metrisehen  m  beachten,  dem  snfbige 

in  jedem  hohlwinkligen  ebenen  Vielecke  die  Snmme  aller 
AuAsenwinkel  vier  rechte  Winkel  beträgt. 

9.  Bewegt  sich  die  Spitze  0  der  Pyramide  nach  der  Grund- 
Bäche  hin,  so  behält  der  Satz  auch  dann  noch  seine  («ültigkeit, 
wenn  O  in  die  Ebene  der  Grundfläche  selbst  fällt,  indem 
dann  die  Aussenkeile  sämmtlich  zu  Null  werden,  während  die  Ecke 
O  in  eine  flache  Ecke  übergeht,  die       ^gleich  ist. 

Setzt  die  Spitze  0  ihre  Bewegung  noch  weiter  fort,  d.  h. 
tritt  sie  unter  die  Grundfläcli«,  so  wird,  wie  man  sich  sogleich 
überzeugt,  die  Ecke  an  der  Spitze  couvex,  also  grösser  als  h.R'^ 
dagegen  werden  dann  die  Aasseneekea  an  der  flrandfläche. 
Alles  auf  die  nnpfflngfiche  Figur  belogen,  negativ.'  Auch  dann 
ist  noch 

die  algebraische  Summe  der  Aiisseneckcu  and  der  Bcke 
an  der  Spitze  so  gross  als  vier^  rechte  Ecken. 

Der  letztere  Füll  kommt  bei  der  Betri|chtung  der  allgemeinen 
Polyeder  in  Anwendung. 

Wird  der  Abstana  der  Spitze  0  von  der  Grnndfliche  unend- 
lich gross,  werden  also  die  Seitenkanten  der  Pyramide  einan- 
der parallel,  nnd  gebt  die  Ecke  O  in  Null  über,  so  ist  auch  noch 
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in  den  halbbegreniten  priaMtischeD  RwM  die  SBmme  allet, 
eiDwitswendigeo  AnmenecIceD  gieick  4er  Sanne  von  ner* 
rechten  Kclieo. 

10.  Aas  dem  Beweise  von  (7)  folgt,  ferner  nnmittellter,  dan 

in  jeder  Pyramide 

die  Suifime  der  nach  oiner  Riclitung'  Iiin  genommenen  Aussen- 
CQken  au  der  Gruudfläclie  gleicli  ist  der  Summe  der  nach 
der  eutgegen gesetzten  hin 'genomaenen. 

11.  Audi  crgicbt  sich  sofort,  ' 

dass  weuu  in  zwei  Pyramiden  von  gleicher  oder  ungleicher 
Seitensahl  die  Snmnien  der  einseitswendigen  Aasaeaeel&ett 

,         an  der  Grundfläche  einander  gleich  sind,  auch'  die  beiden 
Eelcen  an  der  Spitze  einander  gleich  sein  werden. 

Her  obige  Lehrsatz  bietet  demoach  auch  ein  Hülfsmittel  dar,  die  • 
Gleichheit  zweier  der  Gestalt  nach  durchaus  verschiedenen  Beiden 
zu  erweisen. 

12.  Umgekehrt  ist,  wenn  man  dvrch  eine  Ecke  beliebig  viele 
Bbenen  legt,  welche  keiner  Kante  parallel  sind  und  nieht  durch  ' 

den  Scheitel  gehen, 

an  jeder  solchen  Ebene  die  Summe  aller  einseitswendigen 
nach  der  Spitze  zu  liegenden  Aussenecken  constant  und  der 
Ergänmng  der  gegebenen  Ecke  an  vier  rechten  ^ken  gleieh. 

Auch  ISsst*  sich  dieser  Satz  auf  gleichgrosse  Ecken  ausdehnen. 

13.  Enthält  endlieh  die  Grundfläche  der  Pyramide  eonveze 

Winkel^  so  lässt  sich  eben  'so  leicht  darthun, 

dass  die  Summe  aller  einseitswendigen  Aussenecken  vcr- 
luehrt  um  die  Ecke  au  der  Spitze  sovielmal  vier  rechte 
Ecken  beträgt,  als  in  der  Summe  der  Aussenwinkel  der 
Grundfläche  vier  rechte  Winkel  enthalten  sind. 

Erst  in  dieser  Gestalt  hat  der  Lehrsatz  die  erforderliche  Allge- 
meinheit, in  weicher  er  sich  auf  Polyeder  mit  convexen  Ecken  an- 
wenden lässt. 

14.  Mitr  Odbergehung  aller  weitem  Folgen,  welche  sich  ans 

dem  oben  erwiesenen  Lehrsätze  ziehen  lassen,  erlaube  ich  mir  noch 
schliessiicli  einige  ganz  leichte  Sätze,   die  l'^ck^n  und  Keile  der 
Prismen  hctrelfend  mitzutheilen^  die,  wenn  es  nicht  bereits  geschehen 
ist,  in  die  Elemente  der  Stereometrie  könnten  aufgenommen  werden.  - 
,  15.    Im  beseitigen  Prisma  ist 

1)  die  iSuuime  aller  Seitenkeile  das  (n-2)fache  des  gestreckten  Keils.  . 

2)  Die  Summe  aller  Grundkeiie  das  jvfache  des  gestreckten  Keils. 
Bierens  folgt,, dass 

3)  im  Parallelepipedon  die  Summe  aller  Kelle  daa  Sfsehe  tob  vler 

rechtcn  Keilen  ist. 

16,    Eben  so  ist  im  «scitigen  Prisma  die 

6umme  aller  Eckeu  gleich  der  humuie  aller  Seiteukeile  oder 
(«— 2)mal  so  gross  ali^die  flache  Ecke. 

Demnach  haben  alle  Parallelepipeda  eine  gleiehgrosse  BekeonnuM|» 
welche  Sil'' oder  eine  volle  Ecke  betrigt 
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Combinatorische  Lösung  der  Euler- Pfaff'scben 
Au%abe  in  Nr.  XXVU.  des  ersten  Tbeils; 

Von  dem 

Herra  Prafessor  Dr.  Tellkampf 

iu  iianiiover. 


# 

Die  iiacb  deni  Vor^an^e  von  Kuler,  welcher  seine  Fordenirig 
auf  die  Zerleg^uqg  io  Dreiecke  beschränkt  hatte,  vuu  J.  V.  i'tuU' 
gestellte  allgwiieinere  Aufgabe  laufet  a.  a.  0.  fuigendcrgestalt: 

Die  Aauakl  der  verschiedenen  Arten  zu  bestimmen, 
auf  welche  sich  ein  «eck  durch  Diagonalen  in  lauter 
Siecke  zerlegen  läast.  • 

Da  der  Gegeuatand  der  Betrachtung  offenbar  einen  combinato- 
riiehen  Charakter  hat,  indem  es  sich  um  alle  denkbaren  llnistolluo- 
gen  der  Diagonalen  handelt,  durch  welche  die  Gesammtfigur  iu  die 
verlangten  Partialüguren  zerlegt  werden  könne,  so  erscheint  es  an- 
gemessen,  die  l'kkpunktfr  des  gegebenen  iMcka  dordi  die  forttan« 
fende  Zahlenreihe  1,  2,  3  ....  //  /u  lie/cichneu  und  die  von  dieseu 
Punkten  auslautenden  Diagonalen  (als  die  eigentlichen  Elemeute 
der  Zusammenstellungen)  ebenfalls  beziehungsweise  mit  den  Zah- 
len 1,  2,  3  ....  s»  anzudeuten,  wobei ' iudesaen  Wiederholbarkeit 
derselben  bedungen  werden  muss,  um  z.  B.  durch  die  Combinations« 
form  1.1.1.1  vier  ver.schiedene  jiher  sämnitlich  vom  Kckpunkte 
1  ausgehende  Diagonalen  auszudrückeu.  Unter  dieser  Vorausset- 
zung nraucht  man,  um  irgend  eine  Combinatiunsform  von  ^ 
Beuten  aus  den  Zahlen  1,  1t,  3 ...»  als  Diagoualeastellnng  in  der 
ifecfcbcnen  Figur  nachzuweisen ,  nur  von  jedem  der  bezeichneten 
Eckpunkte  zu  dem  um  {m — 1)  weiter  gezahlten  eine  Diagonale 
zu  ziehen,  iodöm  man  zunächst  (um  dem  Schneiden  der  Diagona- 
len stf.  begegnen)  mit  denjenigen  Punkten  beginnt,  .auf  welche 
mindestens  {m  —  2)  nicht  in  der  Coniplexion  angedeutete  folgen, 
und  dann  mit  dem  übrig  bleibenden  Theile  der  Figur  dieses  Ver- 
ehren fortsetzt.  Zu  noch  bestimmterer  iBezcicbnung  der  Diogo* 
naleustellnng  deutet  man  am  sweckmassigoteu  ihre 'Reihenfolge 
durch  die  der  Elemente  un>  so  dass  das  erste,  zweite,  dritte  u.  s.  f. 
zugleich  die  erste,  zweite,  dritte  ....  Diagonale  bezeichnet,  was 
freilich  nicht  selten  eine  liuistelluug  der  Elemente  einer  gejgebcucn 
Gombinatbosfonn  nötbijg  nacbeu  wird,  wobei  dann  natSrlicb  aacb 
niedrigere  Elenenle  aurlböhere  folgen  dürfen. 
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WäLleu  wir  zu  völliger  Verdeutlichung  dieser  lyarslelluiigs- 
weisc  irgend  eine  beatioimte  Figur^  etwa  wie  nacbstebeud  ein 
Zwölfeck. 


€in  dasselbe  auf  alle  mögliche  Arten  in  Vierecke  zu  zerlegen, 
welches  durch  ^  Diagonalen  geschieht,  so  wird  man  diese  zunächst 
von  dem  Eckpunkdte^  1  nach  den  Punkten  4,  6,  8,  10  ziehen  und 
dnreb  die  Conbinationsfonn  1.1.1.1  darstellen  können.  Wollle 
man  die  BndpnnlKte  dieser  vier  Linien  ebenfalls  bemerklich  machen, 
so  diirffR  man  nur  jedem  Elemente  1  die  Zahl  der  Ecke  anhängen, 
welche  den  Endpunkt  bilden  soll;  folglicii  wäre  näher  bestimmt  die 
^mbinationsform  1  . 1 . 1 . 1  =  1«  .  1«  .  1,  .  1 ,  und  es  liMt  neb 
nach  dem  oben  Gesagten  ans  der  unmittelbaren  Betrachtung  der 
Figur  leicht  entnehmen,  wie  man  jeder  andern  Complexion  aus  vier 
der  gegebenen  Elemente  1,  2,  3  ....  12  in  gleicher  Weise  ihre  be- 
stimmte Deutung  zu  geben  im  Stande  ist.  So  findet  man  n»  -B. 
leicht  die  IKagonalenatelInngen  fir  dia  Formen: 

1)  1.1.1. 1  =  1*. l.  .1,  .1,0  ' 

2)  1.1. 1.2  =  2,. 1..1.. 1,0 

3)  1.1.1.;3  =  3,  .1,  .1,  .1,„, 

indem  die  erste  Diagonale  zu  den  Punkten  2  und  3,  und  also^io 
nwei  andere  Lutfn  nbergeht,  iriUirend  die  drei  übrigeu  nnvmin? 
dert  bleiben.  Dngegen  fordern  die  Formen: 

4)  l.i;i.4=:l4.4,.l.\l„ 

5)  1 . 1 . 1 ,  5=1«  .  5,  .  1,  .1,0 

6)  1.1.1.6=l,.le.6,  .1.0 

7)  1.1.1.7  =  l,.1..7,o.li„ 

eine  Vertauschung  der  zweiten  oder  dritten  aus  dem  Punkte  1 

fezogeucn  Diagonale  gegen  eine  andere,  die  von  einem  der  Funkte 
,5  oder  6,7  ausgeht  Beuqpielsweise  nSgen  endlich  noch  die  Gern- 
plexioncn 

8)  1.4.7.10=1«  .4,  .7,o.lÖ, 

9)  1.2.3.  4  =  1,0.2.  .3,  .4» 
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10)  2.4.0.  Ss=2,,.4,.  .8,, 

mit  der  Figur  verglichen  wcnlen,  um  die  Bestimmtheit  zu  erken- 
nen, welche  in  der  hier  gewählten  arithBietiscben  Andeutung  der 
vefsphiedeoeo  Diagoualeustellungen  liegt.  '   ^  • 

So  unzweifelhaft  aber  auch  die  geometrische  DeotilDg  is^»  die 
man  nach  dem  Vorhergebendeu  einer  jeden  Complexion  zu  gehen 
vermag,  sind  die  verscniedenen  Complexionen  doch  weit  entfernt, 
eben  so  viele  verschiedene  Diagonnlenstellungcn  auszu-  • 
drficken.  Sebon  Htm  lettte  der  obigen  Beispiele  zeigt  augeDfdllig, 
dass   für   ein   in  Vierecke  zu   zerlegendes  Zwölfeck  uie.  Form^ 
2  .  4  .6  .  8  =  2,,  .  4,,  .  6,,  .  8,,   gleichbedeutend   mit  der  Com- 
plexion IK  11  . 11 .  11  =  11,  .  11«  .  11,  .  11,  ist.    Noch  bestimm, 
ter  wird  tod  ,  die  Haiiidg&ltijirkett  von  CoMUnattonBformen  dorcli.  ^ 
ana  gleieber  Bedentnnir      nigeiideii  Beiapleten  ablehnen  koq^iieii: 


rl.1.1    1=1,  .1.  .1, 

il  .  1  .  1  .  10  =  1,  .  le  .  1, 


10, 
10, 
10. 
10. 


3. 


1,/1.1.8.  10  =  1, .1.  .8, 
1.6.8.  10  =  1,  .6,  .  8, 
4.6.&.10=4,  .0,  .8, 

1.  ^,3.  4  =  1,«.2,  .3,  ;4, 

l*2a7.  8ss  1|0  •  2g  •  8g  •  7« 
1  •  7  •  8 .  9^st  1  lo  •  Oj  .  8g  •  7« 
7,8.»-.10=10,..0,  .8,  .7, 

3.  5.  5  =  1 ,  o  .  3,  o  .  5,  o  •  ^1  • 
3  .  5  .  8  =  1 1  o  •  ^1  o  •  ^1  o  *  '  •- 

1,  3.  8.10=l,o.3,„.10,.8,  • 
1.  8. 10. 10=1,0. »0,. 10,. 8,  . 
8 . 10 . 10;  10=10,  .  10g .  10,  .  8g 

1.2.11.n=8g.l,.ll«.in  ' 
1.2.  8. 11=52,. 1,. 11. .8,, 
1.2.   6  .  8  =  2,  .  le  .6,1  .  8, , 

2.  t).  6.  8  =  2,  .(>,  .0,,  .8., 
5.0.  0.  8  =  5,  .0,  .6»,  .  8,,  • 

Bei  näherer  Betrachtung  der  vorstehenden  vier  Diagonalenstel- 
lungen  nimmt  man  ohne  Mühe  wahr,  dass  die  Umgestaltung  ihrer 
Aasdrücke  ullmählig  fortschreitet  nnd  BWar  voa  der  letsten  Dial- 
Male  auafC^t.  Denn  zanaduit  darf  nan  sich  diese  umgewendet 
(oder  von  ihrem  Endpunkte  aus  t?czogen)  und  demgemäss  anders 
bezeichnet  vorstellen ,  ohne  dass  dadurch  die  Bedeutung  der  Com- 
plexion im  Mindesten  geändert  wird.  Das  Nämliche  gilt  dann  aber 
aueik  von  der  Torlet»t«m  Diagonale  u.  s.  f.  bis  zur  ersten  bin, 
so  dan  hier  jede  balitUge  ComplexioB  vier  ünfonMUgeB  gestat- 


4. 
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tet,  die  mit  ilir  durcli^us  dasselbe  bczeichnea.  —    Sei  nun  die  all- 
gemeiue  Aodeutung  eiuer  beliebigeu  (Joiubinationsforni  ' 

a  .  0  .  .  .  .  C  .  tl  =-  aa  .  bß  ,  .  .  .  Cy  .  dj, 

worin  a,  ö  die  respectiven  Endpunkte  der  aus  den  Ecken 

«,  Ci  d  gezogenen  Diagonalen  andeuten,  so  bleibt  die  Beden- 
tnng  jener  Complexion  die  nimlldie  in  den  ForaMn 

denn  es  wir,d  zunächst  die  letzte  Diagonale  eben  so  bestimmt 
dnrcli  d  ala  durch  d  bezeichnet,  da  bei  nn?eriUiderter  Andeutung 
der  vorhergehenden  über  die  Lage  der  äussersten  Theilungslioie 
in  beiden  Fälieu  kein  Zweifel  bleiben  kann;  —  und  da  das  Näm- 
liehe  aus  gleichen  Gründen  von  der  vorletzten  Diagonale  be« 
bauptet  werden  darf,  aofem  man  nnr  in  den  Andeutungen  aller  iibii- 
gen  nichts  ändert,  so  lässt  sich  die  ümsetznog  der  Elemente  alU 
mählig  bis  zum  ersten  ausdehnen.  Die  gegebene  Complexion 
a  .  d  , . , .  c  .  d  wird  also,  wenn  sie  überhaupt  g  Elemente  enthält, 
aneb  ^  ümformunffen  sulassen,  obne  ibre  Bedentnng  nu  indeni; 
oder  mit  andern  Worten:  es  werden  unter  sämmtficben  Com- 
plexionen  (^+1)  von  dieser  ü bereinstinmenden  geome- ■ 
trischen  Bedeutung  enthalten  sein. 

Die  Anzahl  der  Terscbiedeoen  Arten,  anf  welebe  ein  gegebenes 
ktek  sich  durch  7  Diagonalen  in  lauter  mecke  xerlegen  lasst»  ist 
ninimehr  ohne  alle  Schwierigkeit  bestimmbar,  da  man  weiss,  dass 
die  überhaupt  mögliche  Meuffe  von  Combinatiousfor^ien  zu  g  aus  1» 
wiederiiolbaren  E^enenten  durcb 

«(»-i-l)  (»  +  2)   (ro-t-y  — 1) 

\  ••••  •  • 

anagedrückt  wird,  worin  nach  dem  Vorhergehenden  die  aritbmeti- 
scbe  Darstellnng  jeder  DiaconalenstelluDg  (^'4-l)mal  enttalten 
ist,  so  dass  man,  um  die  wirklich  verschiedenen'  Diagonalenstellun- 
gen zu  erhalten,  noch  mit  {//-{-l)  dividiren  muss.  Bezeichaen  wir 
daher  die  gesuchte  Anzahl  für  ein  »eck  mit  ^  Diagonalen  durcb 
so  erhalten  wir  den  allgemeinen  Ausdruck 

^„  L_  in-i-2)  + 

.     ^  —  y  +  1  *  1.2. S  y  ♦ 

und  vermöge  dieser  independenten  Formel  lässt  sich  eine  Tafel, 
wie  die  von  Nic^  Fuss  gegebene  (s.  Pag.  198  a.  a.  0.)  leicht  bis 
zn  beliebiger  Weite  aufiBteUen,  indem  man  nor  ans  derjenigen  der 
Figurirten  Zahlen  die  entsprechenden  Werthe  an  nebnen  und 
beziehungsweise  dureb  die  gansen  Zablen  1,  2,  sü 
dividiren  braucht. 

Auf  den  ersten  Blick  mag  "es  auffallend  erscheinen,  in  vor- 
stehendem allgemeinen  Ausdrucke  unter  den  bestimmenden  GHissen 
di(!  Zahl  m  zu  vermissen,  welche  in  den  a.  a.  0.  mitgethellten  rc- 
currirendeu  Formeln,  so  wie  auch  in  der  daraus  durch  Induction 

geschlosseueu  iudependeuteu  auftritt    Man  erkennt  aber  leicht, 
ISS  bei  der  Abbangigkeat,  in  welcher  die  GrSssen  «,  m  nud  ^  au 
einander  stebn,  aosgedriickl  dorcb  die  Gieiebung 
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Dor  eine  der  beiden  Zahlen  n,  m  fibcriianpt  in  die  l^ormel  einsn- 

gelten  braucht;  wie  sich  denn  auch,  wenn  man  diesen  Werth  von 
n  und  zugleich  i — 1  statt  ^  in  den  obigen  Ausdruck  substituirt, 
die  ümgestaltUDg  desselben  in  die  von  dem  üerrn  Herausgeber 
(8.  199)  hypothetiflcli- aitfgesCeUte  sllgemeiae  Pom 

J  _(•»-!)  «w-«~2)  (ta»~t-»)  

angenblicklich  ergiebt. 

Wieviel  zweckmässiger  es  aber  ist,  bei  der  Behandlung  des 
hier  besprochenen  Problems  die  Anzahl  n  statt  m  in  die  Betrach- 
tung zu  ziehen,  giebt  sich  am  augenfälligsten  zu  erkennen,  wenn 
■en  die  Aufgabe  zu  folgender  noch  allgemeinereD  erweitert: 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten  zu  bestimmen, 
auf  weiche  sich  ein  neck  durch  ^Diagonalen  in 
Figuren  zerlegen  lässt,  unter  denen  a  Dreiecke,  l>  Vier.- 
ecke,  e  Pinfecke  tt.s.f.  eethalten  seifl  mögee.  (Bedingung- 
gleicbungen  also:  <7  +  l  =  flp  +  Ä-|-c+«'.'»  "WO  a,  c  ir- 
gend einen  Werth  der  Zahlenreihe  0,  1,  2,  3  •  •  .  •  habeo  könnea; 
uad  jii  =  30  +  4^  +  5<; . . . ,  —  2^J. 

Man  fiberieafft  rieb  ainlicb  leiebt  dnreb  näbere  B^raebtaoff 
irgend  eines  beliebigen  Polygone,  dass  die  oben  für  den  Special- 
teil  gleichartiger  Theilßguren  geführte  Untersuchung  hier  auf 
vöUiff  gleiche  Weise  ihre  Anwendung  findet,  nur  dass  durch  jede 
bdieaige  Cemplezion  mebr  als  eine  DiagonalensteUung  be- 
zeiebnet  wird.  Wäre  z.  B.  ein  Zwölfeck  dnreb  4  Diagonalen  in  2 
Dreiecke,  2  Vierecke  und  1  Sechseck  zu  zerlegen,  so  würde  die 
Form  1.1.1.1  hier  die  ganz  ?er8chiedenen  Diagonalenstelluagen 

1«  J[«.l«.l,;'l,.l«.l«.li«i  lt4«.I,«la«;  1a.l».l«.l«$  lba.W.' 

j^ndeuten,  deren  Menge  sich  dadurch,  dass  man  hier  fünf  auf  ein* 
ander  folgende  Figuren,  unter 'denen  awei  Paare  gleichartiger 
rind,  anf  aIle  mo|^iehe  Weioe  nnter  einander  veraetst  denkt,  so- 

gleieh  äla  die  PernintationnabI  ^ i^2^i^a^~^  *™  erkennen; 

giebt.  Sin  J  der  Tbeilfiguren  allgemein  ved  darunter  «  der 

einen,  6  der  zweiten,  c  der  dritten  Art  u.  s.  f.,  so  erhält  mau  aus 
den  nämlichen  Gründen  statt  der  einen  Diagonalenstelluo^,  welche 
irgend  eine  beliebige  Complexion  bei  der  Zerlegung  in  lauter 
gwiebartige  Figuren  repräsentirte,  ibrer  vielmebr  eine  Ansabi 

=71 — \  '  ^  w'/  '  A '  ^  l5^r*^'«^  Durch  diese  Zahl  wird  demnach 

der  obige  Ausdruck  von  ji'*^  noch  zu  multipliciren  sein,  sofern  er 
anf  die  bier  veisllraieinerte  Ai^%abe  Anwendung  finden  soll ,  so 
daas  die  Terlangte  Anzahl  aller  möglichen  Zerlegungen  einea  »ecks 
durch  4/  Diagonalen  in  a  Dreiecke,  6  Viereeke,  n.  a.  w«  dargestellt 
wird  durch  die  allgemeine  Formel: 

J  .  2  .   y  .  (y -I-  1)  (wH-3)....  (w-hy— 1) 

(l  .  2  . .  a>  (1  .  2  . .      (1  .  2  . .  c)  '  1.2.3  y  .  {y  -|-  l) 

(1.2.S..a)  (1.2.3». *)CUS.S..«)  * 
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eio  Ansdrnek,  4er  sofori  wieder  In  d^n  otnceD  Werth  TOtt  Ji^f 

übergeht,  sobald  man  zu  der  speciellen  Annahme  dorchaiM  gleidi- 
artiger  Figuren  schreitet,  in  welchem  Falle  die  Zahlen  «r,^,  c..,, 
sich  o^eobar  aui*  eine  einzige,  uuU  zwar  aut     + 1)  reducireu. 


XII. 

Von  der  numerisclien  AaflftsuDg  der  Gleiclmng 

^=(1+0?)^  (l  +  i^oO»  wenn     ein  kleiner 

Bmeh  ist 

Von  den 

Herrn  Doctor  Rftdell 

*  # 

SU  Berlin.  '    .     . . 


Bezeichnet  ap  die  jähriiehe  Zinse  eines  Thalers,  so  wird  ans 

dem  verzinsten  Kapitale  ÜT-aai  Ende  des  ersten  Jahres  A^fl+^r), 
am  Ende  des  zweiten  Jahres  Ä(l-f-jr)'5  am  Knde  dos  dritten 
Jahres  /L{l-k-a:)*  tt.  8.  w.j  im  Allgemeinen  am  Ende  des  <wten 
Jahres  10(1  +  ^)",  wenn  man  nämlich  voraussetzt,  dass  die 
ZiilseD-  eines  jeden  Jahres  am  Ende  desselben  zum  Kapitale  ^e- 
sclilauren  nnd  m  den  folgenden  Jahren  mit  dem  Kapitale  yerviost 
'werden. 

Mennt  man  also  den  auf  diese  Weise  in  m  Jahren  aus  dem 

Kapitale  A  hervorgegangeaeD  Werth  desselben  so  erhält  ipan 
die  Gleichung 

(1) 

so  dass  Km  mit  m  und  je  zugleich  wächst. 

Die  eben  geschriebene  Gleichung  gilt  aber  nur  so  lang^,  als 

m  eine  ganze  Zahl  ist.   lo  der  Tbat,  wird  iB«f  =  «i  +  y  statt  m 

gesetst,  wo  ^  nn  Schier  Brach  ist,  so  erhiUt  man  filr  den  durch 

Zins  nnd  Zinseszins  angewacbaenen  Werth  des  Kapitals  am  Ende 
der  ersten  m  Jahre  wiederam  JE(1+«)".  Soll  dieses  Kapital  nnn 

noch     Jahre  veninst  werden,  ao  betragen  die  Zinsen  während 


dieser  Zeit  K{1 u;y*  ,  ^  jc,  also  Kapital  uud  Ziuseu  für  die- 
sen Fall 

wälirend  man  nack  der  CUeichuBg  (l)  liiernir 

crbalteD  ajltte.  -  ' 

Dm  den  letstem  Ausdruck  mit  dem  riehtigen  zu  vergleicbem 

E.  ' 

hat  man  dafür  K{l-^a:)*^  .  (l-f-^)^  zu  setzen  und  den  letztern 
Faktor  nach  dei|i  bioomischea  Lehrsätze  zu  entwickeln.  Hierdurch 
ergiebt  sich         '  •  •        '  *» 


Da  nnn  a:  Beiner  Bedeiitung  nadi  ein  kidner  Brach  ist  ^  so  vfis^ 

bei  der  Beschaffenheit  der  Coefficienten  der  einzelnen  Glieder,  das 

Vorzeichen  der  ganzen  Reihe  mit  dem  des  ersten  Gliedes  üherein- 

stimmen,  und  folglich,  wegen  g'^p^  positiv  sein;  so  dass  die 

Gleichung  (1),  auf  den  Fall  angewan'dt,  wo  «»eine  gelbrorhene  Zahl 

ist,  einen  Werth  liefern' würde,  der  zwar  zu  klein  wäre,  aber  ver- 

bältnissmässi^  dorh  weni^  von  der  Wahrheit  abweichen  würdo, 

weil  diese  Abweichung  kleiner  ist  als 

Wird  nun  die  Aufgabe  gestellt,  dass  man  aus  dem, gegebenen 

Warthe  eines  Kapitals        ans  dem  kOnltigen  WeHhe  dessdlben 

*  *  p  . 

Km'  und  aus  der  Dauer  der  Verzinsung  «t'=:  mH"^  die  jährlicheu 

Zinsen  eines  Tl^alers  finden  soll,  so  hat  man  die  Gleichung. (2), 


oder  wenn  man  durch  K  divi^irt  md  -g- 
die  Gleichung . 


=s  J<  npid.  ^     ü  .S9tsV 


nach  a:  aufzulösen.  *        '       •      '  . 

Im  TorKegenden  hebondem  PaUo/ist  -f-<^l*  Bevor  aber  aar 

AtiHöHung  dieser  Gleichung  ^eaehrilten  Vird,  soll  noch  folgende 
Aufgabe  gleichfalls  aus  der  Zinseszinsrecbnung  mitgetbeiit  werden, 
die  auch  v.on .  obiger  Gleichung  resultirt^  in  welciier  aber  6  jeden 
>  beliebigen  Werth  erhalten  kann: 

Es  wird  sofuri  das  Kapital' <l  ond  dann  am  Bade  jedes  Jahres 
die  Rente  e  während  m  Jahren  zum  Zinsfnsse  \-\-a:  verzinslich  an- 
gelegt und  aufgespart,  und  von  der  hieraus  erwachsenden  jSumme 
nnn  an  dem  oftalichen  Zinsfusse  die  immerwibreode  Rente  m  be- 
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sogen,  wie  ffross  ist  der  Zinsfuss?  Der  Wertli  des  sofort  aoge- 
legten  Kapitals  d  ist  nach  m  Jabreo  //(l+^r)*"  und  die  Werthe 
der  successive  biozukouimeDdeu  Reoteo  c  betragen  am  Ende  jener 
m  Jahre  res^ective  c(l-f-^)*^,  q^l-f-^)*-*«.  «.w., 

jenacbdem  die  Rente  am  Ende  des  Isten,  2ten,  3ten  Jabres  u.  s.  w. 
ninzugekommen  ist.  Demnach  beträgt  der  künftige  Werth  uUBint- 
lieber  Ersparnisse  mit  Zinsen  und  Zioseszinsen: 

<^l-h Jp)*  -h  (1  -f-(l  -*-^)^»  + . . .  ^  1  ( 


IIb  MD  nun  aus  dem  Kapitale  die  jäbrlicben  Zinsen  erhält,  wenn 
■•B  daneihe  nit  «  ■nltiplicirt,  mid  dieie  Zinaen  gleid  «  aei« 
aollea,  ao  eigiabt  aieh  die  Gleichung 

d.  h.  ' 

oder  wonn  aum  dnreh  e  difidiiC  ond  wiodeniai 

=  ^  setzt, 

c 

wie  vorher. 

Was  nun  die  Auflösung^  dieser  nieiclmiiu^  nach  a:  betrift't,  so 
siebt  mau  sugleicb,  dass  diese  letztere  vom  (//Hf-lkteu  Grade  ist,  und 
alao  iai  Allgemeinen  auf  algebraiaehen  Wege  nieht  au^eldat  wer- 
den  kann.  Man  hat  sich  also  damit  zu  begnügen,  für  den  Fall, 
dass  A  und  b  in  bestimmten  Zahlen  gegeben  sind,  Istens  eineu 
ersten  Näberungswerth  und  2tens  aus  demselben  einen  solchen 
llTerth  Dir  ob  an  finden,  der  fiir  jeden  praktiachen  Bedarf  als  hi|i« 
leiehend  genau  gellOB  kann ,  wobei  jedoch  nicht  zu  vergeaeen  iat, 
dass  X  selbst  nur  wenige  Hundertel  beträgt,  alao  die  Annähernng 
noch  viel  weiter  gehen  muss. 

Ist  nnn       1^  oder  allgeoMin:  iat  m  ^egen  b  ao  gross,  daaa 
m-\'b  ala' verbältnissmässig  wenig  verschieden  von  b  augesehen 
^  werden  kann,  so  folgt  aus  der  vorhergehenden  Ause^Qaude^^ietzung, 
dass  man  nähe  genug  (l-i-^r)*"  (l +  ^«)==:(L  +  a;)'"-^  setzen 
kann,  ao  daaa  man  ans  der  Gleichung  ' 

(4)  «,=--1-1-1/^ 

,  ab  einen  eraleo  Niharangawerth  lilr  m  erhält,  der  nn  ao  gonaner 
iaI«  Jemehr  av  daa  ^  A  QNKsae  übertrifft 

Findet  das  oben  angegebene  Verhältniss  zwischen  m  und  b 
niebt  statt,  so  dass  also  m  keine  grosse  Zahl  ist,  so  setze  man 
nähemngaweiae 

und  healiauM  «  nnd  ^  dergestalt,  daaa  dieaer  Gleiehnng  ao  viel  als 
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nräfflich  Genüge  geleifiet  Wttrdo.  finftHckeU  mm  beide  ämadMuB 
naoB  ateigenden  PotenieD  tob      so  erliftU  ■um 


»1» 


ftt 


Man  wird  also  den  angenommenen  Quotienften  der  Poteiw  ^l'4<e)"' 
am  meisten  annähern,  wenn  man  \  i 


«1=  —  m 


setzt«  w^il  taiäk  dadurch  beide  Ausdrücke  nur  in  der  dritten  und 
den  höfaera  Potensea  der  »ehr  kleinen  Qaentilit  of  wn  elnandev 

.anterscbeiden. 

Difidirt  man  aber  die  zweite  der  so  eben  gefiindenen  beiden 
BedingUDgegleichuigeii  durch  die  erste,  so  jerhllt  mana  ß= 

also  a  =  =  ^^^^  und 


m-l 


(5) 


2  -f-f;«  -f-  l)x 


Sncht  man  daher  aus  der  quadratischen  Gleichnng 


-(m-  Dar.  (1-»-*^.)  =  ^ 


den  positiven  Werth  von         so  wird  derselbe  gleichfalls  als 'ein ' 
Nähemngswerth  von  a:  angesehen  werden  können.  • 

Um  aus  dem  anf  die  eine  oder  die  andere  Art,  je  naek  dem  Ter-  / 
scbiedenen  zTrisrlien  m  und  6  stattfindenden  Verhältnisse,  gefunde- 
nen Näherungswerlhe  ^,  sogleich  einen  recht  genauen  Werth  für 
jc  zu  linden,  setze  man  ^  =  ;ri +^0:,,  wo  ^of^  positiv  oder  ne» 
gativ  aber  nar  noch  eine  sehr  kleine  Cerrektlon  YOii  4fg  ist.  Sab-* 
stitnirt  man  dies  in  die  Gleiekuag  (8),  so  bleibt  noek  ^e  Gleiehnng 

pacb  ^opi  an&ulösen.  Werden  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen 
genommen,  so  erhält  — i 


log  ji=m  log  (1-H47.  +  A^>)-Meg  il-H^«, -l-A«^iM  . 
*    =:«  log  (l-«-a;J+log    +       +  M  log  (l-*-r~ir) 

oder,  wenn  man 

(6)     m  log  (l  4-  ar,)  +  log  (1  -^öa:,)  =s  log 
setzt,  » 


log  ^-:iög     =zo»  log  (lH.^^)H-log  (I 


Hierfür  kann  man  aber,  wie  aus  der  Analysis  oder  auch  schon  aus 
don  blossen  Aufschlagen  der  Logarithmen  mehrziffriger  Zahlen  in 
den  Tabellen  bekannt  ist, 

.  log  ^  —  log  ^,  =  (md-^  M) 
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setzen)  ir6  d  nod  ä'  die  sogenainten  herrscheoden  Differenzen  re« 
Hiiektive  von  log  (1-1- ond  log  nod,  oo  doM  ouin 

also 

■   A*.   log  ./  —  log  Aj 


uod  folglich 

a\     m^jtf       log  A-\ofr  J  .  . 

C7J   ■* 

erhält,  wo  sich  der  Werth  vuu  o;,  cutweiler  aus  der  Gleichung-  (4) 
oder  MM  (5)  uod  der  too  log       am  der  Gleiehnog  (6)  ergiebt. 

Was  dir  Näherung-  betrifft,'  die  man  vermittelst  dieser  Methode 
erreicht,  so  siebt  man,  dass  sie  bis  auf  doppelt  sn  viele  Decimal- 
stellen  gehen  wird,  als  jc^  genau  ibt,  weil  die  Difierenzcu  ä  und 
d*  selbst  so  weit  geoau  siod. 

Vm  das  Ganse  durch  ein  Beispiel  sn  erläntem,  setee.  m»n , 

Ir^fssm^m»;  jrssiso,  sssssd  nn4  «ss|-. 

Alsdann  findet  man  a:^  aus  der  Gleicliuug  (4): 

log  &»s=  2.8083m 

-  lo^r  K  —2.1760913  ■  ' 


Feriier: 


109  4=0.1832399 

•   XtV_ 

log(l-|-^,)  =  0.020171i>  . . .  i/sss  O .  415 
ÄT,  =0.0475424 

..    I  . 

«,  log  (1-H^i)  =  0.1210290 

log               =  0.01131661  ^^^^^^ 
 &3i 

;  . ..  .   ;    'log  4.  a»04aa8&i& 

•■L      log^— lo0:ui.s=i--O.OOOllS^ 

-    '         Md-^M'=%m  •  '* 


•    •  A-^i  =—0.0000124 

felglicb  ar=0.0475,  welches  in  diesem' Falle  dergeoai^e  Westliist. 


1.  ^ 
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XUI. 

lieber  die  Loxodromen  auf  dem  gemeinen  €y- 

iinder  und  Kegel. 

Von  wm  - 

Herrn  Dr.  E.  W.  Grebe 
■ordMiillichsBi  Hanpclehrer  am  GymoMiiim  su  Canol. 

a 

Mit  dem  Namen  Loxodrome  bcleg'en  wir  eine  Cunre  auf  einer 
durch  Umdrehung  erzeugten  Fläche,  welche  mit  allen  Linien,  in 
denen  die  Fläche  von  .einer  durch  ihre  Axe  relegten  Ebene  dnreh- 
•chnit^en  wird,  rinen  constantcn  Winkel  bildet.  Die  Loxodrome 
auf  der  Rotatiunstläche,  deren  Erzeugende  eine  Gerade  ist,  bietet 
sehr  interessante  Eigenschaften  dar,  wesshalb  wir  die  wichtigsten 
hier,  doeh  nur  in  der  Form  von  Re«i]taten,  mitttieilen  frollen.  Die 
Formeln,  welche  speciell  der  Cylinderloxodrome  angehören,  und 
die,^  welche  lediglicn  auf  die  Kegelloxodrome  bezogen  werden  sol- 
len, werden  wir  dadurch  kenntlich  machen,  daas  wu-den  Nummern 
4er  eniteren  den  Buchateben  a,  und  denen'  4er  l^Citoren  den  Bneh- 
■liben  6  beifugen.  i  ' 

Die  Umdrehung  d^  geraden  Lanie' 

1.  »=r  — cot.«^'  ' 
«m  die  Aze  der  ar  enengt  die  Rotationaflldbe  • 

%  y»-Hi»Ä{r-- cot 

c  denken  wir  ans  stets  grösser  als  0,  aber  nicht  grösser  als  ^it. 
Für  £=  i7r  haben  wir  eine  cylindrische,  sonst  eine  conisclie  Fläcbe. 
r  ist  der  Halbmesser  der  Grundebcne.  Das  Coordiouteusy.stcui  ist 
rechtwinklig.  Eine  Loxodrome,  welche  mit  der  erzeugeudeu  Ge-> 
reden  ateta  den  Winliel  y  bildef^  bat  «naaer  %  noch  die  Gleidinng 

3.  arc  tsng  ^  =  twig  9>  aec  c  log  ^^^^ 

die  fiir  aich  betrachtet  einer  windacbiefen  Fläche  zwlscben  derLozo« 
drome  nnd  ihrer  Axe  snlLommt,  welche  wir  Wen4elAiebe  aeniMa 
wollen. 

Ana  3.  ergibt  sich 

3.*  äf«  tnng  ^ssstnngf^.'^. 

> 

Aneb  Iniaen  aich  die  Gleiebungeu  uqserer  Curve  folgendermaaaen 
darstellen: 
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.  jy=«'  «n  (»»»fC  SP  8ec  f  log  f:z^j^ 
X  =9  cos  (teng  9  NC  ff  log  ^m^j— ) 


,jfsr  nn  (fang  y.-^) 


Isar  €0t(teiig 


Don  Winkel  jp  4e6keo  wir  noi  stete  swiscben  den  Grenea  0  unil 
|9r.    .Bineo  Uoterscbied  zwischen  rechts  und  links  ^pewiiDdener 

Loxodrome  zn  mnclien ,  igt  nicht  erforderlich,  da  wir  die  positiven 
Richtungen  der  Axen  der  y  und  »  immer  der  Windung  anffemesseo 
wiüilen  KSnnen.  Ton  Difrerensialforsieln  bemerken  wir  folgende: 

^         dar"""  V 

a    *^      —  tang  y  cosec     —  cot 

•y    i^y      tang  y  cosec  i  ifc 

„    flf^g   tang  9>  cotec  t  dy 

•  *  £ii-S«  =  8ec  SP*  cosec  «>  — 1 
10.   -^-^a^  =   (««c      cosec     -  1) 

Beseichnet  «  den  sn  der  Abseisse  aß  gehdrigen  Bogen  der  f»oxo- 
drome,  so  ist 

12.  #ssBee  9  eosoe  tje 

12.*   ffssee  y.dr 

und  wenn  wir  auf  dem  Kegel  die  Länge  der  Loxodrome  von  der 
Grundebene  bis  zur  Spitze  ^  nennen 

12^4-  $sr  see  9  see  e 

Der  Bogen  der  Lozodrome  ist  also  stets  seiner  Projection  auf 
die  Abscissenaxe  proportional,  weiehe  Eigenseboft  keiner  eintigen 

ebenen  Curye  zukommt. 

Für  den  Krünunuogsbalbmesser  R  haben  wir 


sin  (fs  [/{l  —  cos  jp'  sin  i*) 
13."-   Jlssir  cosec  9»' 

Die  CoofdinatoB  des  KriaunpnganiittelpnnkCet  sind 
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,  cot  <f  sin  *  dx 

'  ^  ^  ~*~  i  ^-eos      sin  * 

,  y  cot  y  »in  ff  tfy 


14. 


md  ^ei  folgt  M«it,  d«n  der  Krttämogibalbnener  io  eiser  auf 

der  Axe  se nk rechten  iBbene  liegt,  was,  wenn  auch  nicht  bei  der 
Cylinder-,  doch  bei  der  Kegelloxodrome  auffallen  kann. 

'  Für  die  EntfernuDg  er'  des  Krümni^aDgsiiiittelpunkte«  von  der 
Aze  findet  nek 


-  ^      .       1  /  cos  ff'  +  cot  o»* 

15.  f—'Y^^+tas  V 


Demaeh  Hegen  liHie  K^rSainraBffeiiiittelpmkte  io  einer  neuen  Loxo- 

dromc,  und  wenn  für  diese  qp  und  f'  das  bedeutet,  was  9  nad  9 
fiir  die  urapriingliche»  so  ergeben  siclv  die  Beziehnngen 

16.  Vtang  t^ssp  tang  e  ' 
17.  fang  9' :  tang  9  =e«s  ^  t  eoe  «. 

Issbeiondere  liegen  die  Krümroungsmittelpunkte  einer  L'ylinderloxo- 
drome  in  einer  andern  Cjlinderloxodrome,  deren  Krümmungsmittel- 
fnnlMe  wieder  i»  der  errten  liegen,  nnd  es  iet 

'  > 

.  .  17.«'  ^T^q/ss^Tf, 

't  •  ■ 

Bedmitet  Q  den  Krümmungsbalbmesser  einer  Loxodrone  auf  der* 
selben  Cylinder-  oder  Kegelfläche,  deren  Ansteignngswinkel  den 
der  ursprünglichen  zu  einem  rechten  ergänzt,  so  erhält  man 

18. 


COS  9>  V/(l  —  sin  sin 


Die  Entfernung  te/  der  Krümmungsmittelpnnkte  der  letzteren  von  der 
Aze  ist  dann  • 

Md  es  folgt '  .  . 

Seien  a:'f  y,  %'  die  veränderlichen  Coordinaten  einer  Linie 
oder  Fläche^  deren  Gleichung  angegeben  werden  soll,  so  erhalt 
als  Gleichung  der  Krimninngsebene        -  .  f  ^ 


^  (*'-Är)  (sec  y»  eo.ec  s»-l)-(y'-y)^-(»'-«)^=0. 
Die  Glwdinng  der  .Noraalehene  ist 

PIr  die  Kittwanngim  fil^ 
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tiir  die  Tangeotc 

fiir  den  Krümmungshalbmesser 

Neigt  sieh  die  Krümmuiigsaxe  gegen  eine,  uui  der  Cmdr^bung«- 
«se  seBkrechte  Ebene  unter  den  Winkel  e*^  die  Tangente' unter 
dem  Winkel      so  i«t 

27.  sin  ntc=r|/(l    cos  9»  ib  «*) 

28.  sin  «i=cos  9  sin  € 

Der  Neigungswinkel  der  Krümmun^sebene.  gegen  jene  Ebene  ist 
alsdann  \n—m,  und  der  Neigungswinkel  der  Morslalebene  |3r— «. 

Legt  man  durch  die  Kegelspitze  eine  auf  der  Axe  senkrechte 
Ebene,  so  ist  der  Booßen  der  Loxodrome  von  irgend  einem  Punkte 
bis  zur  Kcgelspitze  gleich  der  Tangente  un  diesen  Punkt  von 
dem  BerSbrungsponkt  an  bis  tu  Jener  lAiene.  Der  Gndpnnkt  Am 
Tangente  bat.  die  (^eofdinaten 

S^rs^r  tnng  « 
yr=stapg  9>  se&suK 
tang  5p  sec  *.y  • 
und  sein  Abstand  i  von  der  Kegelspitze  Ist 

30.^-    «  =  tang  5P  sec  i.v. 

Verlängert  man  die  Krümmungsaxen  bis  sie  dieselbe  Kbene  treffen, 
so  sind  die  Csordiaaten  eines  THirehsehnittspunktes  ^ 

taf  'sssr  tang  s  ' 

.  31/*  Ay'ssT'i-cot  5p  sec't.« 

f  as'rr:  cot  y  sec  t.y 

und  für  die  Entfernung  u  eines  sol^^n  von  der  ^egrispitse  hak 

niun  •  .« » 

'  32/'    u  =^  cot  g>  sec 

so  dass  '  ^ 

Die  Kegeiloxodrome  steht  in  vielfachen  Beziehangen  zur  loffarith- 
mischen  Spirale.  Wir  führen  die  wichtigsten  derselben  auf,  und 
geben  bei  jeder  logarithnbcben  Spirale  leren  JBlwüUte  nn,  iiaii<i 


'  Digitized  by  Google 


* 

131 

lieh  den  l^itstralil  /  der  Spirale,  der  dmtA  4hien  gewiiMB  Punkt 

der  Loxudrome  bedingt  ist,  und  den  coBttuMm  WibIl«!^,  welchCB 
die  Spirale  mit  den  Leitstrableo  bildet.  ' 

1.  Wenn  der  Keffclmantcl  in  eine  Ebene  ausgebreitet  wird, 
so  erachetat  die  Loxodrome  als  lognrithmische^  S|iirale,  Üir  welche 

/=sec  t.v 


84.*-  I 


9 

2.  Die  Projection  der  KegcTIoxodrome  auf  die  Gfuudebene  des 
Kegels  ist  eine  logaritkmiscbe  Spirale,  bei  der  - 

«5.*.  If^" 

( tang  tff  =  tang  y  sec  s 

3.  Der  Durchschnitt  der  Tangenten  mit  einer  durch  die  Ke- 
ffelspitze  gelegten  Uorizontalebenei  oder  der  Ort  der  Punkte,  deren 
Cooidinaten  iB  90l^  botimsiC  wineB»  iit  ebenfiilla  eine  logarithmi- 
■die  Spirale.  Für,  diese  Ist 

36.*.  1 »""• 

iteBg  ^stang  9)  see  c  C 

4.  Breitet  ssb  die  aMrickelbare  Fläche,  in  welcher  sämmt- 


liehe  Tangenten  liegen,  oberhalb  oder  unterhalb  der  Knotenfurche, ' 
in  eine  Ebene  aus,  so  wird  BBS  der  KBotenfiirche  eiae  logarithmi- 
scbe  Spirale  mit    '  « 


1/=; 


rtang  ^z^tang-  9  aee  c  ^/{l  —  sec  «*  cos  y*). 

Sc  Wählte  »an  hiSfleu  4m  M«k  o^rhoH»  der  Knoteofurche. 
SO  wird  ans  der  unter.  Nr«  3»  au£gjeCshrten  lagfUj^ithmiscben  Spirale 
eine  andere,  welcher  die  'unter  Nr.  '4.'  genannten  Elemente  gleich- 
falls zukommte. 

Die  Nummern  2,  3.  4.  5.  wiederholen  sich  für  die  Kcgclloxo- 
drome,  in  welcher  die  Krümmiingsmittelpunkte  der  ursprünglichen 
liegen,  und  die  Elemente  der  so  entstfehenftien  Togarithmischen  Spi- 
ralen  lassen  sich  nach  den  Forslela  Ift.  16.  17  bestimmen. 

Femer  kehren  auch  die  Nummer  2.  3.  4.  5.  noch  einmal  für 
die  Kegelloxodrome  wieder,  deren  Tangenten  die  Krümraun^saxen 
der  ursprünglichen  sind.  Allgemein  nämlich  ist  die  Knoteuturche  der 
abwiekelharsB  FlSehe^  ia  ^welcher  sämmtliche  Kriimmaagsasea  der 
LoxodroBO  liegea,  wieder  eine  Lozodrome,  für  welche 

■  ■  teBrVf=taBg.*v*^>'^  «^äc 

80«  'iBBg     ataaff'.yaa&sbsi  <*&«aB  f  • 

DUer  CbordfaBteB  dte  Panfttäf,  weMer  ediitenialcfe.der  iinprttng< 
Vtdum  «pfspricht,  sfaitf 

j.^;94K— fow  9^  Wt9^V 

40. 


f  <ssa  — »  cot  9» 


Bei  dem  Cjdindier  IMNl  diese  Losodronie  HrfC  der,  in  welcher  die 

9« 
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KriiiiBungsniittelpiittkte  liegen,  xOMiMMn,  Ar  den  Kegjd  «Wr  *iiit 

sie  von  derselben  verschieden. 

Zum  ßcschluss  gejbeu  wir  jiodi  die  ftuadfatar  der  Wendel« 
lUMshe  IV,   Ks  ist 

IF=(ün  9  log  cot  ßjv*^))  TV 

nllgeveiB  «bor,  wenn  man  setzt  / 

I 

I  t^og  yf^tfi^S»  SP  cüsec  f: 

il.  FF=(8in  ;|;H-cot  ;if  log  cot  (^jf  —  ^))  (^o:  —  ^  eot  e«Ar')$ 
und  mitbin  für  «  =  r  tang  < 

41.».  ,W:=^{«nx''htBtxli^9:tot(\tf-\9))^^^-^* 


Trigonometrische  Relationen  zwischen  den  Sei- 
ten UDd  Wiakeln  zweier  beliebiger  ebener  oder. 

fipbarisch^  PreieQke.  '',   .  . 

Von  dem  . 

Herrn  Pr^f«  €•  A.  Bret^chneider , , 

in  ChidiBk 


Fast  alle  Lehr-  und  Handbücher  der  Trigonometrie  enthalten 
mekr  oder  mioder  ausfükrticb  die  Relationeu  zwischen  deu  sechg 
Hentnodtbeilen  eiDon  Dreieeki;  aber  kew  einxigei  dendben  ba^ 
so  viel  mir  bekannt  ist,  die  entsprechenden  Formeln  für  die  Seiten 
und  Winkel  zweier  Dreiecke  untersucht,  ohschou  die  Kenntniss 
derselben  bei  der  Betrachtung  der  zusammengesetzttfrcu  Gebilde 
der  Planimetrie  nnd  StereoibiiBtrli»  t«B  ättkst  %v«aentlicbem  Natten  iet, 
uod  eine  grone  Masse  Arbeit  eis8|mit  .  Dieie  'Liebe  tbeilweiM 
auszufüllen  und  überhaupt  diejenigen  allgemeinen  Theoreme  zu- 
'  sammenzustellen ,  die  bei  trigonometrischen  Untersuchungen  Vor- 
tbeile  gewibren,  ist  der  Zw«eä(  der  Dacbfolgeifden  Zeilbn,  •  • 
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Bezeibbaen  abc  die  drei  Seiten  und  ^ßC  die  ihnen  beziebangg- 
weise  gegenüberliegenden  Winkel   eines  geradlinigen  Dreieckes, 
^  den  Fläcbeninbalt  desselben,  und  sind  a^b^c^  uiißiC^  und 
die  BÜniliebeB  Dinge  für  irgeod  ein  ganz' beliebiges  «weites  ebenes 
Ih^eieek,  io  iet  bekanntlieb; 

c  coa  ßssm^b  coa  C,   0,-  cos      s«,  — cos  C,  j  ^ 

^  cos  Cssia^e  cos  ^9   ^1  cos  .C,  s=ä^«i  —«1  cos,  1 

n.  ß,  w.  Dofch  Molliflicstion  sweier  neben  'einonder  stebendei' 
GloidiaDgeB^  s..B.  der  beiden  obertten,  ergiebt  sieb: 

€0,  cos  B cos  B^*  Will — «1^  cos  Ce—mb^  cos  Cj+M,  cos  Ccos  C, 

oder 

cos  ^«os  ^,.^8«*W|*-«^l«,*si^  coa     '2«*«,^,  cos  C!^ 

■    -H2«flr,^Ä,  cos  C  cos  C». 

Nun  ist  aber  2a&  cos  C'=»'  -f-Ä*  —  c*  und  2«f,^j  cos  =«|* 
—        werden  d^ber  dieae  Wer^e  snbstitniit  nnd  denn 
onfgebobin,  was '  sitfi'  «nfbnbon  lüal»  ao .  ei^bt  aicb : 

«•wi  •  H-  «I  CO*  p  coa*  B'i  =a      •  + 

•  <"  .  '   ->^Sivsr|^i  cos  C  cos  C^i, 

Bs  iat  ober  femeri  '  v    '  •  T 

-  2^  =  iwr  ain  B'=z  ab  sio  <? 
2/^,  =0|e,  sin  iffi=a,^,  siu 
folglich  audi:  .  ' 

db2«r0,rr,  siu  i9  sin       =s2a^ajA,  sin  C  sin 

und  dieses  su  der  oben  gefiuidepcn  CHeicbung  binziigefögt,  giebt 

endlich:  '     '  . 

-f-«,»c»  — 2«w»,cc,  cos  (i^rb^,) 

=  «»Ä,»4-ff,»<^*  — cos  (Cdtrj. 

Dieser  Ausdruck  ist  dadurcb  bemerkenswerth,  dH.ss  er  die  Form  der 
Gruudgleicliung  für  ein  geradliniges  Dreieck  bat,  nur  mit  dem 
Dnteracbiede ,  dass  statt  der  in  der  letsteren-  Terkeamenden  llrei* 
eckaseiten  hier  die  Produkte  aus  zwei  Soiten  von  beiden  Drei- 
ecken eintreten.  Das  Gesetz,  nach  dem  sich  die  Gleichung  bildet, 
ist  leicht  zu  übersehen,  läaat  sich  jedoch  nur  unbequem  in  Worte 
fa^D.  M<icbt  atso  Qfin  das  Syateai  dvrcb  geborige  Tertaiiacbttiig 
der  Bqebstsban  volbtindig,  ao  bekonsit  aian: 
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Diese  sechs  Gleicbungcu  eDtlialteo  in  der  That  alles,  was  sich  nur 
über  die  gegenseitigen  Btnebnof^  irgend  swelef  Df«lBek«'Mg«i' 
lässt,  namentlicb  alle  Satze  Aber  die  Congrueiis  und  AehDÜchkeit 
dieser  Figuren.  Dass  die  Dreiecke  dabei  ganz  willkübriich  sind 
und  nicht  ciumul  in  einerlei  Ebene  xu  liegen  brauchen,  versteht 
sich  voD  selbst. 


Aus  den  im  vorigen  l'uragru|>heu  gebrauchten  GrundgleichUQ« 
gCB  (1)  ergiebt  sich  sofort  «Bäk: 


Digltized  by  Google 


135 

ar  "7"  «1 

Wird  uuii  diese  GleicLuDg  einmul  mit  c  sin  B=.lf  sin  C  das  uu- 
4ei^Jlia|  <nÄt^a  sio  Ji^^6^  ain       multijilicirt,  ao  iiuUet  luaa 

%^  .     =  ^c,  ■in  C  CM      +^1«  siD  S  cos 

.   c=:^^^,  %iD  C  cos  C^'^cCi  sio  i&  cos  Zf^ 
.—  =  ^c.  cos  C  sio  CO«  ß  sin-  i 

W|  "    •  ^  ■     ■  ■  / 

"ssr^^,  COS  C  sin  C^-^cc^  cos  Ä  siti  Ä,| 
'  '  '         •        •  ' 

SRI  (<Pd=Ci)4-<;<7i  sio  (if=bif.) 


Ferner  wird 


3 


dies  auf  dieselbe  Weise  bebandeU,  wie  die  vorhergehendeo  Glei» 
chongetis  :gi!efct:  .  . 

inppck  «leb  .die  afu^gen  Ansdnicke  imiaitlelbar  bilden  Inaami. 

Ist  irgend  eine  Gleicbung  von  der  Form  «'H-c^' — cos  ^ 
+  ^'-^Si0ur  cot  2  gegeben,  so  lässt  sie  sicli  ganz  nvf 
dieselbe  Weise  umformen ,  wie  die  bekannte  Formel  der  ebenen 
Trigonometrie.  Denn  mau  gebe  ihr  die  Gestalt  «'-i-f* — — 
sf^w»  cos  y — Iwa:  cos  Z  und  «ddire  uud  t»ubtraliire  succesaive 
auf  beiden  Seiten  die  Grösse  Swt'  +  S«'^,  so  erhält  man  dnroh. 
MnIti|iIieation  der  be^ftneikigien  Beaultate  aogieicb: 


— %uvwx^\  5. 
=  4(if»  sitt  Ydbtiur  sin  Z|*  cos  (rd=  Z).  ) 

Wendet  man  dieses  Theorem  ai^  die  Gleichungen  Nr.  2.  un,  uud 

macht  aus  (3)  und  (4)  die  nöthigeu  Substitutionen,  so  findet  uiau, 
wenn  zur  Abkürzung  ac^  +«,c-+- '''«^i  H-ÄjC  =  2a|if  gesetzt  wird: 

sieche, •  db Ai«*)*  +  »  cos  (C±  C,)  L 
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Mit  Hilfe  dieser  slIraieiBeii  Theorene  kaim  mm*  eise  ifo««' 
liehe  ZeU  specieller  FäHe  entwickelt  werden.   Da  das  Dreieck' 

a^b^c^  gauz  beliebig  ist,  so  wulleo  wir  zut orderst  s 4,  ss^t 
setzen,  und  erhalten  damit  aus  Nr.  2.  sogleich: 

a*^b*'-'%06  cos  (eO^dsC)^«*^«*— (aO'dh^) 

s^*H-0*  — Ste  eos  (60»±u4 

d.  h.  construirt  man  über  den  drei  Seiten  eines  geradlinigen  Drei- 
eckes gleickseitige  Dreiecke,  so  aber,  daas  dieselben  entweder 

sämmtlich  auf  den  äusseren  oder  inneren  Seiten  liegen^  und  ver- 
biutlet  dann  jede  Spitze  des  Urdreieckes  mit  der  gegenüberliegen- 
den Spitze  des  {gleichseitigen  Dreieckes  über  ihrer  Gegenseite;  so 
sind  diese  drei  Verbindungslinien  unter  einander  gleich, ' 

Ist  a^b^Cx  ferner  ein  rechtwinklicb-gleidisckenkliches  Dreieck 
und  «1  =^1,  so  wird: 

«*^^S:4:tM  sin  CssS««-!.«*  — 800  |/f  cos  (45«dhil) 

'       =W»H-c«— cos(45«±^) 
0>^c'db2ac  sin  Ä  =  2a» -|- —  2ää  \/2  cos  (45»dbC) 

li^^t^dhUe  sin  ^=s«> +36»— 3«»        cos  (45«=b 

=  «» -I- 2c«  —  2<w?  l/T  cos  (45«±i?) 

d.  lu  errichtet  man  über  zwei  Seiten  eines  geradlinigen  Dreiecks 
rechtwinklich  - gleichscheaklicbe  Dreiecke,  so  dass  beide  zugleich 
entweder  innerhalb  oder  ansserhalb  des  Dreieckes  fallen,  und  ihre 
rechten  Winkel  beide  an  dem  Durchschnittspunkte  jener  beiden 
Seiten  liegen;  —  und  /uau  verbindet  nun  die  beiden  anderen 
Sbitsen  des  Urdreieckes  mit  den  gegenfiberiiegenden '  Spitzen  der 
über  ihren  Gegenseiten  constrnirten  Dreiecke;  so  sind  diese  beiden 
Verbindungslinien  unter  einander  gleich. 

Man  setze  ferner  das  Dreieck  aJ^^Cx  dem  Dreiecke  €tbc  ähn« 
licb^  so  wird      rssA^  B^^B  und     =C,  und  aan  findet  ans 
wenn  «an  imsMr  nnr  die  obeten  21eicheB  ninnt: 


— 2a»<i^  cos  2 C=(«»H- ^»-1-2«^  cos  C)c». 

Nun  ist  aber  bekanntlich  a»  H-  ^»  +  2/«^  cos  C  gleich  dem  Qua- 
drate der  doppelten  aus  der  Spitze  C  auf  die  Seite  c  gezogenen 
Schweriinie;  nennt  nwn  daher  duese  Schwerlinien  a  je  nadkdeoi 
sfe  agr  Seite  m  b  e  gehSren;  so  findet  swn: 

0«  4.  e«  _  2« V*  cos  %B  =s  U^f* 

cos      Ä  4«»ö*:  * 

Auf  diese  Art  könnte  mau  uuu  fortfahren  und  noch  andere  Voraus- 
setzungen über  die  Nator  des  Dreieckes  «-i^i^i  machen^  indessen 
lassen  sieb  die  meisten  der  dadurch  erh#lteaen  Resultate  eben  so 
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BBnittollMtf  «UeiteD,  daher  cHi.ttn  d«D  mgefilliilw  BjBjifpiQt«ii 

•  .        •  - "  .   •  •*  f  •  '.  •  ^ .'  - 1 

(  ?  y  . .-.  §•  ^» 

-  t  W«t  wichtiger  sind  dagegen  die  Resultate,  die  man  erhält, 
wenn  man  einzelne  Stücke  beider  Dreiecke  gleich  setzt;  denn  die- 
ser Fall  ist  derjenige,  der  am  m«is^en  vorkommt  ittt<t  der,  wenn  die 
Dreiecke  nicht  in  einerlei  Ebene  liegen,  einer  geschmeidigen  Be- 
huMUung  bisher  am  meisten  widerstandet!  hat.  Nimmt  miati  zuvör- 
derst an,  dass  eine  Seite  beider  Dreiecke  gleich  sei,  und  seilt 
demiiAoh  etwa  ^ii=ic\,  se  erbiet  man  «w  £<tr.  %  sogteich: 


.•  ••  '«.  1. 


ar-  a 

**  ** 

>  a.     '  • 

ei  .  .  , 

■  >•!  -  W 

f  r 


I  •  1 

H-  Ii- 


is 


II  II  II  II 

«  « 

%)       u       w  «• 

CS  &  a  a 

M        W  M 

+  +  +  +' 


MM 


A  a  A  tt 
e  o  e  e 


1^  ^  tCi  k 

If  H-  If  If 
k  t»  ^ 


Digltized  by  Google 


* 

Setzt  man  ferner: 

■o  wird  auch  ,  ■ 

Sind  dagegen  zwei  Seiten  des  einen  Dreiecks  einzeln  genom- 
men  zweien  Seiten  des  andern  Dreiecks  gleich,  also  x.  B.  az=za^ 

und  b^:=.b^^  so  ergiebt  sich: 

«•-H:*Ct»-2a*c<;,  co8(Ä=4=ÄJ=^»(«,'-*-c'-2«,c  cos  MdrC,)) 

=^»(«'-Hr,'-2«c,  co8(Cdb.^,)) 

Ä*-H?»€f,'-aÄ»<»»  co»(.4=fa:^,)=«'(*,'-HJ'-2^iC  cos 

4«M*  nn  •KCd:C?g)=»»(c»+c. '-2<rc,  cos  (Ädr/?. ))' 


1 
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lät  iu  dcü  beiden  venrUcbenen  DrAieckAii  eiu  Wiukel 
also     B.  ffiiä  €,v  ••  ergebt  sieb.  '  * 
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(m,  —M,)* +  coi-M  — Ä,) 

=  16(A.c>  —  A«?!*)'  -4-8««, 

H-8a«jÄÄ,cVj»  cos  2{B  —  n,ii 
(Day»=:16(A,*'— A<^i ')'-*- 8«a,Ä'^,'cc,  cos  — 

-|-8«ii<J»Ä,*<Wi  cos      — ^,)| 

= 16IA{^,  A.  - 


Da  in  den  beiden  Dreiecken  iwwoU  ji — ji,sssBi  —  B  als  aneb 

A  —  B^=iA^^ B  ist,  so  können  die  Wiokelaggregate  beliebig 
'   mit  einander  Tertenscbt  werdeii>'  nnd  man  erhält  somit  noch  die 
Gleichungen:  '  .  "i>  ' 


13 


^  8. 

Wird  ausser  auch  noch  die  Gegenseite  c  =  c,,  d.  b. 

stehen  beide  DideclM  auf  gleldi  ^oiMn  Sehnen  congraenter  Kreise, 


=s0*(«>-|-^>-^M,  cos  (^,— Ä))^ 

=:c»(^»-f.Ä,*— 2*^,  cos(^  — ^.)) 
Ferner  ist  nach  Nr.  8. :  " 
y«*»=r  16(A-4- Ai)*-*-8a«,<J^,  COS  2C 


Ana  dem  Voistehenden  folgt  auch  sogleich : 

16. 


coa'  (wtf-B.)scoa  (Ä,  ^ ^ = "^^l;»*  _t , A)  ^' 
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=  (aa,  — sin  (-4  —  A^)  \ 


17. 


kann  nun  auf  diese  Art  wttter  gehen,  und  z.  B. 
oder;  C-^C^  =90®  u.  s.  w.  setzen;  indessen  wird  es  kaum  nötfiig 
sein,  diese  Specialitäten  hier  v^eiter  zu  verfolgen,  da  die  bereits 
entwickelten  Formeln  fast  alle  Bedürfuiase  der  rechnenden  Geome- 
trie Iwfiiedigen.  Mehrere  der  hier  gefundenen  Ausdrücke  Sind  6e-' 
reitif  bekannt,  jedoch  war  ihre  Gültigkeit  bisher  immer  darauf  be> 
schränkt,  dass  die  verglicLenen  Dreiecke  nicht  nur  in  einer  und 
derselben  Ebene  liegen,  sondern  auch  mit  ihren  gleichen  Stücken 
anf  ifgeid  äne.MM  •»«twirtieahiiBgea«  mssleii^  wikMn4  IKeiw  Be- 
dingung bei  den  vorliegenden  Formeln  gänzlich  we^ällt.  Ich  war 
daher  mit  ihrer  Hülfe  im  Stande,  den  grössten  Theil  der  zwischen 
den  Kanten  und  Kantenwinkeln  eines  Tetraeders  stattfindenden 
RafaitieMa^.-welelie  ieh:  in  denenteii  AUwadlwir  4e»  efatoB  Baa-. 
däs*  dpesea  Archives  mitgetbeilt  habe,  fast  ohne  aUe  KMtean^  hin- 
zuschreiben. Dasselbe  hut  bei  einer  Llutorsuchnng  des  geradliniren 
Viereckes  stattgefunden,  welche  gleichfalls  in  dem  Archive  wird 
hekaaot  gemache  werden.  ^  •  * 


t 

Der  im  7.  erwähnte  Fall,  wenn  die  Dreiecke  einen  glichen 
Winkel  haben,  läset  aoeh  eine  andere  Behandlung  zu,  welche  in 
der  Planimetrie  sehr  häufig  Anwendung  findet,  obschon  die  For- 
meln bei  weitem  nicht  so  allgemein  gültig  sind,  wie  die  im  f.  7. 
entwickelten.  Legt  man  nehmlich  die  beiden  Dreiecke  so  auf  ein- 
ander, dass  die,  die  gleichen  Winkel  C  einschliessenden ,  Seiten 
sich  decken:  oder,  was  dasselbe  ist:  nimmt  man  auf  dem  einen 
Schenkel  eines  ebenen  Winkels  C  zwei  beliebige  Punkte  ./  und 

und  auf  dem  anderen  Schenkel  ebenfinUs  swei  beliebige  Punkte 
B  und  i7|  an  und  nennt  die  Geraden 


CB^m,  CA=iO,  AB^e^  ABy=ie, 


Sf 


so  entstehen  vier  Dreiecke  CAB,  CA^B^^^  CAß^  und  CA^B^ 
welche  Umsitlich  den  Wiakel  C  geaeia  hahea,  aad  es  iit  abo 

r»=a»-f-Ä*  —  2«*  cos  C,        =  «»  +    »  —  2aÄ,  cos  C 
=  — 2«4^j  cos  C;  c,>=0t>-h^'  — cos 

weiaas'sich  safort  folg|Bda  Gleichaagaa  ergehen: 
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—  e«-|^<r,*-hr,*--<r,»=2(/^,— ^)  («.-f-ar)  COS 


— 3(4P«,+^i)  («^,H-«,^)  cos  C-4«MP,M(  sin« 
— 9(Mri«f^,)  («^4-«,^, )  cos  Ö-^Mr,M',  sin* 

*  -  f 

•  ---4l(im,+M|)(a,+<7)(^a^^)coBe:4-8^i^^ 


20. 


Sil. 


u.  8.  w.  Die  fernere  ÜDtersDcbuuc  dieser  Rciatiooco  würde  hier 
w  weit  Üttffin;  deas  «e  gel|ttrt  II w  ftaAnr  nadi  In  dio  T«|f«g»- 


•  •  ,1 

.  Xiwm  ScUnse  mg^  noch  «wihBl  wordon ,  dns  ikalMi»  Am^; 
drücke,  irie  4fo  iai  Nr.  2.  sosasuioiigestelltcii ,  auch  für  die  spbäri^* 
scken  Dreiecke  cxistiren.  Denn  sind  al>c  und  «i^tC,  die  Seiten 
uiui  ABC  mkA\A^B^Ci  die  denselben  gegenüberiicgeDdea  Winkel 
swwor  spbirisdion  Drolecke,  so  ist  stets:  ■  > 


1- 


■  _  .  j 


t  •  * 
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n.  8.«  w.   Setzt  man  <r=:Ci  so  0;^ebt  uchi  ifenn  uuui  mar  Abkfir* 
den  Winkel  a;  einführt:  - 
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eoB  ^=co«.«  cos     +mn  a  sio  «,  Got(^f±:i9,) 

=  coB  b  CO«  ^,  +«iB  ^'  tili  ^1  M  {^:*s4m) 
cos  C  CM.C,  =f:siD  ^sin      cdi  jr=  } 

=  e6s  (^d=^,)  cos  (Bi±:B,) 

siu  (Azh^Ji^)  sin  (üfrfcZf,)  cos  c 

Wird  hiuffegeu  der  Winkel  C=  C.  auffeDomnieo,  so  findet  man 
mit  BnlC«  des  Wiokels  X: 

cos  X=:cos  ji  cos  ^1  +810  jä  sin        cos  (£dr 

=:cos  ^  cos       +  sin  ß  sin  //|  cos  {aztza^) 

cos  c  cos  r,  =t=sln  c  sin       cos  ^   )  24. 

==:COB  {adzai)  cos  (^rb^,) 

-l-sin  (azisai)  sin  cos  X 

Es  zeigt  sich  hierbei  der  bemerkenswerthe  Umstand,  dass  die  For- 
meln für  sphärische  Dreiecke  denen  für  ebene  Dreiecke  entwickel- 
ten nur  dann  völlig  analog  wtorden ,  "wenn  die  beiden  sphärischen 
Dreiecke  durch  irgend  eine  einzige  Bestimmung  etwa»  von  ihrer 
gänzlichen  Unbestimmtheit  verloren  haben.  Mit  Ausnahme  des  sphä- 
rischen Dreieckes  scheint  dies  bei  allen  sphärischen  Gebilden  statt 
zu  linden.  So  ist  es  ja  bekannt,  dass  für  jedes  beliebige  ebene 
Ti««ck  der  Conans  dfer  Smame  je  zweier  Gegenwinkel  nnTorftn- 
derlich  ist;  dagegen  findet  dieser  Sati  fc^ei  sphärischen  Vierecken 
nur  dann  Statt,  wenn  sie  einem  Nebenkreise  eingeschrieben  sind« 
also  etwas  von  ihrer  Allgemeinheit  verloren  haben. 

' !  §.  n. 

Haben  endlich  cc^c^c^  dieselbe  Bedeutung  auf  der  Oberfläche 
einer  Kugel,  welche  ihnen  in  $.  9.  in  der  Ebene  beigelegt  worden 
Uit>  so  eASlt  nuiB,  wenn  snr  Äbkiiizung  die  HSlftwinkä  ua^a^a^ 
Dach  de«  Glaicbnngon:  / 

cos  «sscos  coi  ^<*4f-*i)  :j  • 

+  siB  M^-l-^i)  cos  C 

eea  a.ssin  |(a+a,)  sin  ^6^-^x)  ; 

-f-  cos  \{a     a\ )  cos  \{b  -+-  b^)  cos 
cos  a,  =  cos  i(a -+-»,)  sin  1(^-1-/^,) 

Hhsiii  i(aH-«i)  .C08      +  cos 
cos  o,  =8in      +      cos  4(Ä-f-<^,) 

+  COS  ^ift-^m^)  sin      +      cos  C 
oingefillurt  werden,  die  Warthe: 

coB«+oo»C|-|-cos0,-|-eoäjPg=^si(Ä— a  J  eosK^-^^,)  eosa 
twBe'^-twci^tMe^'-'twel^^inii^t^t)  sin  \{^r~bx)  eosaj  ^ 
cos<^.co8CtH-cosCa — co8<?,=^4co(i|(ar->0i)  sin^^ — ^,)cosa2 
cote^cose,— Qa8e,-|-6ose|=4aiD  Ko-r/ff,}  cj^s  x(Tr?f»).^f  f!» 
lo'  wie  aneh: 


25. 
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cos  €  9^  e^  —  t^'e^'  eoki asriiii     —  l^jrX 

X|cM  ««.(*,+*)—«■  (f  (*iH-*)  «OS 

-|-iNl«ii««i  BiD(^^JsiD>  27. 

cos  «  cos  c,  —  cos  r,  cos  c,  =  sin  («r,  —  »)  X 

Xisin  («t+a)  cos  (^»+^) —  cos  («,-!-«)  sin  cos  C] 

+  sin  Ä  sin  ^,  sin  sin* 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Hülfswinkel  a  liegt  klar  vor 
Aogen.  Mittelst  dieser  Formeln  ist  der  srössere  Theil  der  im 
Tetraeder  stattfiaAMdwi  BdbtioiMB  swiieheD  den  Kanten«  nml 
Flicbenwinkeln  entwickelt  worden ,  so  wie  sie  auch  bei  Unter« 
sachung  dem.  ■pbftriaehan  Viereckes  die  besten  Dienate  geleiatat 
haben.  • 


XV. 

^  lieber  die  Gnmdformeln  der  Dioptrik  und 

Katoptrik. 

» 

dem  Herausgeber.  > 


« 

BetrachtBBg  der  Brechung  und  Zurdckwerfnng  bei 

einem  Kreisbogen. 

Bin  den  nne  dem  Mittelpunkte  Cih  Tat  II.  iFig^  1.  m^t  dem  Halb- 
messer H  beschriebenen  Kreisbogen  JOT  in  JB^  die  Axe  XFin  ^ 
treffender  Strahl  MA  kann  gegen  das  Einfollsloth  CC^  offenbar 
nur  eine  der  ?ier  in  der  Figur  dargestellten  Lagen,  welche  wir 
dnreii  l,  II,  III,  IV  bexeiehaeo  Wllen,  baben.  Die,  jenachdem  der 
Punkt  3f  auf  der  convexen  oder  concaven  Seite  des  Kreisbogens 
ICK  lieft,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  Atu 
Pnntea  Jf  von  dem  Durcbschnittsuunkte  A  des  Kreisbogens  AK 
wai  der  Am»  XFwnllai  iiir  dvreli  ^  bexelcbnen,  and  de»  Synb«- 
TImU  IL  10  ' 
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ien  w       #  die  hub  dtt  Figoc*  Mioli  «Jib,«'  ir«itere  EriädMliig  aÜ 
.binreiebender  Deutlichkeit  ersichtliche  Bedeutung  bfUegeo,. 
PiM  vorausgesetzt,  ist  nun  in  dem  Falle  I. 

Cüi  Cji-hAM^nu  (w-^e)  :  gio 

d.  i.  . 

:  Jt -1^  ^  s:  sin  (o» 6*)  :  sin  o». 

1«  4eB  fnlle  II.  ist 

d.  i.  .  . 

ü : —(A*^  ^)  ISS  ftift  (6»  ^  W)  :  »in  OS 

/J :  /i  H-  2i  =  »in  (w  —  0)  :  sin  w. 
In  dem  Falle  III.  ist 

CE  :  CA-^-AMzs^  sin  (itf  +  0)  :  sin  cv» 

d.  i. 

A : /I  +  A  =  sin  (itf  +  ^)  :  sin  Ctf. 
in  dem  Falle  IV.  ist  ' 

'    Cff:  ^Jfssin  ((tf  +  9)**«ii  o», 

d.  I.  ' 

Nimmt  man  ailies  Vorhergobende  snsnqiBieD,  so  siebt  siaV,  dass 
H :  iM-  A» =i=  ^) :  o*t 

6der 

,    ün»  ; 

sin  (»^pe)* 

und  in  dieser  Gleichung  in  den  Fällen  I.  und  11.  das  oben,  in  den 

FSlIen  III.  und  IV\  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist. 

Denken  wir  uns  nun  in  dem  Ffilie  1.»  wo  nach  dem  Vorher* 
gehenden 


am'  i'w  — i>) 


ist,  entweder  oder  A'i^  als  den  einfallenden  Strahl,  stellen 
uns  durch  E  eine  Tangente  an  den  Krelsliogen  KK  gezogen  tot, 
und  bezeichnen  für  den  gebrochenen  oder  zurückgeworfenen  Strahl 
durch  o),  und  ^,  dasselbe,  was  vorher  für  den  einfallenden  Strahl 
durch  (Ii  ijind  A  bezeichnet  worden  ist;  so  wird  leicht  ef hellen, 
dass  för  den  ffebrocbenen  Strahl  ininier  bloss  «ntweder  der  Fall  l. 
..oder  dfsr  Fall  11,.  für  den  zurückgeworfenen  Strahl  immer  bloss 
entweder  der  Fall  III.  oder  der  Fall  IV.  Statt  finden  kann.  AlsjS 
ist  uacb  dem  Vorhergehenden  für  den  gebrochenen  Strahl  tamer . ' 

.       sin  tt>t        -v-  •  "  .  > .     •  » 

•  sin  («1  —  t    .     •  »  • ; 
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I 

für  den  zurückgeworfeDen  Strahl  *)  dagegen  ist  iaimer 

,  .    .     ;    sin  (o, 

>      ^  Ä  sin  (a» ,  -♦-  Ö)* 

Denkten  wir  uns  io  dem  Falle  11,  wo  nach  deiu  Vorliergeiiea* 
den  aidk' 


tili  I» 

sin 


ist,  wieder  entweder  ME  oder  aU  den  einfallenden  Is^trakl, 
■t«ll«iii-niM  «ach  jetzt  4l'Dreik  '  .l9  ^«  Tasge^it  «■  den  KidabogMi 
JCH^  gezogen  vor,  und  bezeiehncn  für  den  gebrochenen  Mbrn* 

rSckgeworteoen  Strahl  durch  w,  und  wieder  dasselbe,  was  im 
Vorhergehenden  durch  ia  und  ^  für  den  einfallenden  Strahl  beeeieb- 
net  worden  ist;  so  wird  leicht  erbellen,  dass  für  den  gebracbenen 
SMbI  tttmer  bloss  entweder  der  Fall  1.  «der  der  Fall  Ii.,  für  doo  • 
znrückgeworfenen  Strahl  immer  bloss  entweder  der  Fall  III.  oder 
der  Fall  IV.  Statt  finden  kann.  Also  ist.  a^cb  dem  Vorhergehen- 
den für  den  gebrochenen  Strahl  immer  - 


SUl  0) 


■  sin  (w,  —  ©)' 
für  den  zurückgeworfenen  Strahl  dagegen  ist  imWer 

.  i^H-Ai  .  sin 

*"Tr~— sin      +  ,^ 

Deokea  Wir  «ui  ftmer  in  dem  Falle,  .III,  wo  a««h^  dem.Vor^ 
hergaheadeii 

A-f-  A  ^       sin  ft> 

.  •  •       .  ■  .  . 

iit,  entweder  MM  oder  NB  alt  ^lea  eiafisllenden  Stralil,  ftellea  nnt 
^urch  E  eine  Taagente  an  den  Kreisbogen  MUt  gesogen  vor, 

und  bezeichnen  wieder  für  den  gebrochenen  oder  zuiückgeworfe- 
nea  8trabi  durch  und  Ai  dasselbe,  was  ioi  VorbergcbendoB  tiir 
den  eli^llenden  Strahl  Anwb  '«  ttnd  ^  beseiebaet  wwpdea.iit;  aa 
wird  leicht  erhellen,  dnss  für  den  gebrochenen  Strahl  irainer  bloss 
entweder  der  Fall  III.  oder  der  Fall  IV.,  für  den  zurückgeworfe- 
nen Strahl  immer  bloss  entweder  der  Fall  I.  oder  der  Fall  II.  Statt 
finden  kann.:  Also  ist  aadb  den  Vorhergehenden  &lt  ien  gebrpcbe- 
nen  Stiall  iaiHir 

••»'  •      "  /^H-A.   sin 

R  -sin 

fiir  den  snrfickgeworfeaen  Sfrafal  dfgegoa.lat'laiarar 


*)  Rijcksichtlich  des  Falls  der  Zurückvserfiing  beinerken  wir,  dass  wir 
denselben  im  Folgenden  aus  einem  allgemeinem  Gesichtspunkte  als 

fcwöfanlieb  geschieht  betracbten  werden,  indem  wir  auch  in  di«ian 
'alle  bloss  annehmen  wollen,  da?s  die  Sinus  der  beiden  spitsen  Win- 
kel, welche  der  einfallende  und  xuriickgeworfeue  Strahl  mit  dem  Ein> 
folluotbe  einsd^ietseB,  in  siaem  consurtten  Yerhlltiiisse  tn.mnandsr 
stehen.  ^ 

10* 
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k        «in  (•»,  ,— ei' 

Denkeu  wir  uns  Mdlicli  m.ileai  Fall«  IV.,  W9  Mck  den  Yor« 
JiergehendeD  wieder 

it-f"A  _      «in  Ol 
]^         sin  ((0-1-6) 

ist,  entweder  ME  oder  A'^  nis  den  einfallenden  Strahl,  stellen 
uns  durch  £  eine  Tangente  an  den  Kreisbogen  IlJK  gezosen  vor, 
und  bezeiehneii'  raefc  {mit  ftr  den  gebroekenea^eder  snrQcKgewor^ 
fsnen  Strahl  durch  <tf|  iind  dasselbe,  was  vorher  fiir.jdeB  ne- 
fallenden  Strahl  durch  u)  und  /\  bezeichnet  worden  ist;  so  wird 
leicht  erbellen,  dass  für  den  gebro.cbenen  Strahl  immer  bloss  eot- 
weder  der  Fäll  III.  oder  der  Fall  IV.«  für  den  surüekgeworfeuen 
StraU  inoMT  bloM  entweder  der  Fall  I.  oder  der  Fall  iC  fin- 
den  kann.  Also  irt  seek  den  Vorliier||elieiiiiUii  für  df«  ifabro^li«* 
neu  Strahl  inimer  •  •  ■ 

itn- Ai  »in  0»,   '  •  • 

71  sin  (ü),  +  »)' 

für  den  zurückgeworfenen  Strahl  dagegen  ist  immer 

iBn- Ai  ,  sin 

R  sin  (w ,  —  ©)* 

'  Ueberhaupt  ergiebt  sich  nun  aus  dem  Vorhergehenden  Fol- 
gendet; 

In  den  FSIIen  I.  und  II.  ist 

* 

'it-i- A  sin  tu        iZ-H  A|  sin  a»,  

Ä    —  sin  («  — O)»      Jl  ab  («,  ^  6)  *' 

in  den  Fällen  III.  und  IV.  dagegen  ist 


R-\- A  '  sin  ft»  yg-t- Ai  •  sin'  «i 
."""Ä^™  ain  (w  +  er  «in 


wo  naaier 
Falle 


die  oVefD  Zeleben^dem  Fall»  dar  Sreeliiiig,  dilti Milwa 
dar  ZariekwerfilBg  aatapraehän.  ' 

AUo  Ist  im  Falle  der  Brediualp  mit  BekieliiBng  der  abeiii  uvd 
untern  SSeidiea  auf  einander 

Ä  -I-  A   sin  (o        jg-f-.  At     _      sin  w, 

^*    ~Ä~       süTltüiF©)'       Ä  sin(w,qFÖ)'   -  ^. 

Im  Falle  der  Zurückwerfung  iat  mit  BeaielHUig  der  obara  md  na* 
tern  Zeichen  auf  einander  ' 

_     it-l-  A  ^      sin  (Ii        i8-f- Ai  sin  a>| 

3,  — 3g    —  ihr(a)=Fe)*      Ä  sin(»,db«)*    ■  ' 

Im  Falle  der  Brechung  ist  folglich  nach  2. 

-      i^H-A           sin  (u     sin  (ai,  =F  6) 

'    Ä-f-Ai        sin  cuj  *  sin  (w=f6)' 
Dagegen  ist  im  Falle  der  Zurückwerfung  nach  3.         .  •  .. 

K     ^  -f-  A         sin  cü     sin  (tti,  =b  8) 
/f-f-A|       sin  w,  '  sin  (a»=p6)* 
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kwk  der  Gleielmiig  4;  crloat  nan  aueb 


4*.    tllDg  0  =  =t 


■ttd  am  der  Glaichuflg  SLergiebt  aich 


Naeb  2.  irt  ik  Falle  der  BreefiuDg 


1  +  ^  = 


sm  0) 


sin  0», 


sin  («»spe)' 


folgUeli  ,  /  . 
«i»o 


«in  w  —  sin  (w  ^  9) 


A        «n(«i=FÖ)      Hin  »  —  sin  (fu  =T=  9) 
AI"^  «in  (co^e)  *  »in  «i  («'i=FÖ) 


oder 


•    _     sin  (a>,  =Fe)        ^    sia  o,  —  sin  y 

8in(w=F^>)       Ai  '    sin  «  —  «in  (w^e) 
.Nacb  3.  ist  in  Falle  der  Zurückwerfung 


folglich 


'  «in  i^^  i^f 


oder 


^          sin  a>  — sin  ««>=f8)    Ai        sin  0»^  — sin  («tzisQ)  . 

Ä —        8in(«=FÖ)      »-X""'      Mrt(«4*«)  ' 

A  1-  itin  (t«>i=fc€^)  «in  i»— ,gin  (ü»t  9)  . 
A,       «in  («=Fe)  *  sia  «i-raia  C«»|dbe)' 


.  .  ,.  sin  (ui.:fce)  A  «in  ».--«in  (».AO) 
... .  *•    nn  (»7  9)       ä7*  «"  «  —  «in  f«»^»)  ' 

.      bl  J^'alie  der  Brechung  ist  abo  nach  4.  und  7.'' 


ÄH-Ai"^  A 


sin  w  ain  o»,  —  sin  (g),  O) 
1    »iir«7  *   sin  «  —      (<«  =F  • 


«■d.i»  FaUa'dif  7^xML^vXiaio%  y9iX  nadi  5.  .  and  9. 

;       :     ß^i^y—^^^  Snir,    «in  i.-«»!  («»Te) 

Auch  ist  nach  bekannten  gonioüelirlaefaoB  Foraieln  1«  Fall«  der 
ttradiviig  nafüi  10. 

4t.^^'—  .4,  •  «i^.•^  •  CO«  («7  W * 
nad  loi  Falle  dar  XurftdcwnrfkiDg  iel  aacii  11. 
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,  ,  j R-+-A    ^     sin  ui     cos  («u ,  :fc|6>j 

Ä-f-^,  A|  '  «in  0»,  *  cos  (üj=f=i6)* 

Aus  der  Formel  12.  ergiebt  sieb  tuicji 

.    .  . 

12\   coti&s=:=Tr  ^     ^'    ^  , 

(1  ^ fOl  »  —  (1 -f.^-)  cot  4D| 

uad  auf  dar  Formel  13«  erliilt  maB| 

13*.   cot40  =  =F  ]r  ^ —  

(1  -♦--j)  cot  a»-|-(l  H-^)  «o^  "i 

iittzt  man 

sin  u  t 


14. 


bin  (i>,         '  ' 

wo  bekanntlicb  n  eine  coostaate  Grösse  ist»  so  werden  die  vorber- 
gebenden  Formeln  im  Falle  der  Brechoag 

nnd  Im  Falle  der  ZnrückwerfiiBK . 

1A     J?±A—      -  A  cot 

Bei  der  gewöhnlichen  Ansielit  der  Zirfiekwediing  ift  Mannllieli 
mssl,  nnd  folgtich  nach  16*  . 

17     ^H- A    A_    cQg  ((ü=fc^9)  ^ 

—         *  cos  (cii=i=ie)* 

Wir  wollen  aber,  wie  schon  oben  erinnert  worden  ist,  die  Zu- 
rückwerfuog  hier  immer  ans  dem  oben  angegebenen  aUgemeinem 
GesichtspunKte  betrachten. 

Der  Punkt  soll  jetat  als  der  Anfanaf,  die  Axe  JCKals  die 
Abscisseoaxe  eines  rechtwinkligen  Courdinatensysteras  angenommen 
werden,  nad  die  poaitiven  Abscissen  wollen  wir  immer  anf  der  con- 
vezeo  Seite  des  Bogens  KIC  nehmen.  Ist  nun  M'  ein  beliebiger 
strablender  Puokt,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  angenom- 
mene System  Pi  q  sind,  so  denke  man  sich  durch  denselben  und 
'den  Hittelpnnkt  C  des  Kreiiboffona  KK  die  Aze  X'F'  gezogen, 
welche  den  in  Rede  stehenden  Krelabogen  In  dem  Fnnkte  A'  sebnei* 
den  mag,  und  beaeichne  in  Besag  auf  diese  Axe  für  den  Punkt  M' 
durch  ^  und  jpinz .  dasselbe ,  ivas  im  vorhergehenden  Paragra- 
phen in  Beaug  ant  die  den  Kreitbogen  JuT  jd '.J^  gebneidende  Axe 
Xy  für  den  Pluüu  M  dnreb  ^  und  bezeichnet  worden  ist 
Ferner  bezeirbne  man  den  von  der  Linie  CA'  mit  der  Axe  %Y 
eingeschlossenen,  jenachdem  die  Linie  CA'  auf  der  Seite  der  po* 
aitivea  oder  anf  der  Seite  der  negatiten  Ordiaaten  liegt,  als  pom^ 
tiv  oder  als  negativ  betracbteten  spitsen  Winkel  durch  cp;  so  wird 
ani  Taf.  II.  Fig.  2.  leicht  erbdlen,  dami  in  föl^er  Aligemaialveit 
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.,.  r;i=: (/H- A')  cw  SP  — -Ä» 

ist.  Sind  non  p,,  die  Cowdivftien  des  Poiikt»,  welchem  die 
Axe  X'y'  Ton  dem  gebreelieneD  bde^  aurückijeirorfeBeii  Sireble 
gnchnitteD  wird$  io  iel-giMn  «bM  ' 

'        lri  =(Ä-*-A'i)  CO»  SP  — • 

All*  den  Gleichungfen  IS.  und  \%  folgt        '  \  ' 

-'.•,<•  •"     •     ■       .      ■-    .     *     ■  ■ 

■       ^      ^       cos  cos  'p 


und 


 2  jl  y  — ig  «in  »  ■ 

.  **«  — sin  9        ,  j       sin  V  ' 

«t         it»  yH-2ig  sin  V/-»  ^  y  —  Ä  sin  9* 
,    ffl       p,^J5Ä  sin  4y»  *"  qt-R  sin 


Weil  nun  nach  dem  vorigen  Paragraphen,  wenn  durch  0*  jet»t 
in  Bezug  »uf  die  Axe  X'F  d^seltte  bezeichnet  wirfl,  was  früher 
in  Beiug  auf  die  A»  i^nh  ß  b^etplinet  ifiir.dtv  ib  Falle 
der  BreelinDg 

it  -l-A'  _  ^     MB  •»      COS  (tt»|=Fi^) 

JH- A'r A^  '  ST»!  '  COÄ  <«=fW.* 
und' ik  Falle  der  Zvriicftweifang  .  '  \ 

H-i-  A'    A'     sin  bi    cos  (tu,  db  ^€f) 

R'hä'i         A*.  r  rin  «t  *  CO»  (««FW 
irtj  ao  iit  naeh  SO.  ud  21.  iii'Falle  der  Brectolg 

H  +  p       /sin  w     cos(ü»,=FiÖO    P-H^^  «in  ^y* 


Ä-i-jij      «uTS;  •  «OS  (ü)=F4e')  ;  sin  if  »* 


und  i«  Falle  der  ZaräckwecfiiBQp  l9t 


•       sin'  ä»    cos  (of  i  =fW    y  —  Zt  sin  y 
sin        "poslJrqFi^  *  JTi— Ä  «»  SP. 
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_        to     cos  (o),  ^ ^€^)    p-i-2R  sin  ^* 
A+Pi  «n  •»!  *  cos  (oiqpiö')  *      -#-2Ä  sin  ig»»* 

JL  .mmm  ^  COS  ((u,'A:^0')     ^  —  R  s\xi  y 

sin  ü>j  *  cos  (w^iö*)  '     —  Ä  sin  ^ 
Au«  dem  vorigen  Paragraphen  wissen  wii',  dass 

sin  to     cos  ((0,  qp      )   sin  ai|  —  sin  (w,  =y:  9*) 

sin  ö»,  '  cos  {üj^^O')       sin  ü>j  *   sin  w  —  sin  (o>=f^) 


sin  (Ii  sin  tu,  — sin  «i>t  cos  €^ dscos  g),  sin  y 
•in  ftii  *    sin  lu-i'SUi-  «•  cm  O^dbiMM     ain  6^ 


» 


«in  »    cos  (widhjy)       wn  s»    ain  a»i  —  sin      dh  9*) 
.  "  tili     •  ew  (»Vi«^)      Sn»;  •  aip  Ä-^än  («if  'F«^ 
litt  «    iin     —  ^in  mf,  coa  6^:y tat      «in  fl^ 
""ain  «1  *    ain  t»— ain  «•  eoa  6''^coa  ai  ain  6^ 

ist.  Wenn  nun  die  Winkel  w,  o/,,  0'  so.J&Iein  aind,  dass  man 
Grfiaaeii,  welche  io  Besiig  auf  dieaelbeo  Von  der  Werten  and  hShera, 
Diaenaionen  aind ,  ohne  mericlichen  Fekler  femeehliaaigeii  kann)* 
ao  iat  nach  den  Vorberg^enden 

sin  üt     cos  (^))^  =F  ^0')        sin  w     «In  W| — si»  tu,     sin  &^ 

;Nn  «f,  *  eoa  {»^^0)  "7  aii^^a  *  ain  ü-rain  «»:±:ain  €t  * 
sin  0»     cos  (<»i  jB^€r^'       Bin  »    iiin  ai|  — sin  a»|_:^sin  9* 


cos      Jg46^-      ain  t» 
cos  (tf  qp.^)  "~  ain  «, '  ain  « 


sin  <tf|    cos  (v^^v)       ain  »i  ain  ««—ain  «sisain  6^  ' 
alae  offianbar  ' 

ain  cü     cos  -(a»,  sp^C)     "  sin  ni   

sin  Ol,     cos  (a>=F^9^)  ain  «,  """*» 

sin  üj     cos  (a>,  ±4®*)  

sin  0),*  cos  (w=Fi6'}       sin  »j"""*' 

und  mit  VernaclilSaaigvog  von  Gliedern ,  weleke  im  Bezug  auf  ot, 
Ol,,  0'  von  der  vierten  und  liühern  DimeniiaBea 'aind^  iat  folgUcli 
im  Falle  der  Brecbnng  n^h  22.  ' 

«A     ^"^K        •  sin  4y»   y  —  /g  sin  y 

'  Ä-hp,"*  p»-*-2Ä  sin  iy»'       ~*  ^j-Ä  si^y'  • 

und  im  Falle  der  Zurückwerfung  ist  nach  23«> 

1»     Ä-f-  P  p-f-2jg  sin  y  —     sin  y 

Ä-hP, —     *  ^,  H-2Ä  sin  ^9»'  ^^T**     — Ä  sin  •* 

Auch  ist  nach  20«  mit  völliger  Genauigkeit  , 

7i  Ä-4-Pi' 

und  folglich  mit  Vernachläasigung  von  Gliedern,  welche  in  Be- 
siebnng  auf  w,,  0*  ?ob  «tor  tierten  und  hobern  DiaienaioM 
flad^  in  Falle  der -Breehnng   '  ' 

Oft   ^-t-p        p-h-^  9        p  h  ' 

arHri"^*F.H-«Ä«n*1^*'  t,  — '•iP.-^aÄaini»»^ 
aad  im  Falle  der  Zurtckwerfaag 
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«-     Ji-^P   P-h^  sm  jy*    X   p-i-2Jt  sin  - 

'  *iÄ     ^H-P  1.      PHri^R  «in  i^y''     x«  ft-r-A  «in:» 

;        Xpir,--*'^p,         n»  it»»      — sin  y5  .. 

od^r^Mdl  •     •  -  ^  •  •-•^      ;  ■ 

wo  die  obero  Zeichen  dem  Falie  der  Brcdmogi  die  Untern  dea 
Felle  der  Zurückwerfung  entsprechen. 

Nimmt  man  quo  bloss  »  im  Falle  dfr  Brecbun^  positiv»  im 
Falle  der  Znräckwerfiiiig  degegen  Degatir ,  so  ItMn  mn  adt  dea 
•bigea  Grade  dar  G^ai^ett.nr.  beide  FäUe, 

•der  «idi  i 


»y— ' Ä  ^in  9» 


setzen.   Ist  es  aber  verstettet,  ench  die  GHieee  tü  sin  J^^^ 

der  Kleinheit  von  sin  [tp*  tu  Temacblässiff en ,  so  oehmeo  die  tei» 
den  letzten  F^ormeln  die  folgende  sehr  ein&cbe  Gestalt  an: 

R-hPx  Px     9x  Px 

WO  immer  n  im  Falle  der  Brecbit|ig  positiv,  i»  FeUe  der  ji^nniek- 
werfuDg  negativ  zu  nehmen  ist.  •    '  ,  ' 

Aus  des  iieiden  Gleiehnogen  30.  «MIU  mmk  afcn  -8dMe- 
ngiieit 

«,   wigy-f-2Jt}(i»-«l)/t— yj  «in  4^'    yiR  sin  y 

^'  —   Ä(l~2«  sin  '  —^^^f^^ 

«■d  .ene  de»  beiden  Gleichangea  iSl.  ergiebt  sieh  , 

 nRp-^lR  |(n~l)ir— y|  «in  jy»  ' 

_  /ty(l  —2  sin  j^y")   ^ 

^'      Ä(l  —2«  sin  iy»}.-^  (!•  —  \)p* 

oder  . 

 nRp-^2R  \in-~l)R—p\  sin  jy« 

Ä(l-2i«  sin  i<^')-(i«-l)p  » 

 ity  cos  y   I 

fi  — Ä(l_2»  sin  ^»)  — («— '''^  '  : 

und  nach  34.,  wenn  man  sin        als  yerschwindend  betrachtet, 

„  _        nRp       ■    _       R'i  ,  . 

wo  H  immer  im  Falle  der  Brechung  als  positiy,  im  Falle  (for  Zlt^ 
rückwerfung  als  negativ  betrachtet  wird. 


•!    ' '  ' 


I  ♦ 
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Aus  den  vorher  entwickelten  Formeln  33.,  34.,  35.  erhellet, 
dftsg  unter  der  wegen  der  Winkel  a>,  ü)^^  O'  gemachten  Voraus- 
Setzung  die  Coordinaten  a^  sich  nicht  änderoi  so  lange  die 
Coordintten  »,  ^  keine  Aendemng  erleideD , '  mlebM  snen  die 
Richtongeo  der  aus  dem  Punkte  (pt/^  aiisgeheoden  Strahlen  sein 
mögen,  dass  also  alle  von  dem  Punkte  (p^)  ausgehende  Strahlen 
sich  nach  der  Brechung  oder  Zurückwerfung  in  dem  Punkte  (pigi) 
wieder  w&t  einander  Tereinigen. 

Bezeichnet  man  den  Werth,  welobea  f^r  fi^ao.  MSÜ^t^ 
Anrdk/i,  ta  ergifbt  sich  an»  34,  leicht 

oder,  wie  mm  leicht  findet» 

88.  /;=s-a-i-~::^)Ä 

Betrachtet  oian  sin       ali  veEschvindepd,  so  wird  nach  37. 

und  folglich  fiir  —  l^.d.  i.  bei  der  gewöboltcheo  ^ip^icht  der 
.Zurückwerfong, 

Die  beiden  Foivetn  30,  kinnen  aucb  nnter  der  folgenden  Forn 
dargeatellt  werden  t 

1V«il  nnn  aber  ntob  30. 


/Ii  *  1 


iat,  io  trerden  die  beiden  vorberfjebenden  Ofeiefcongen 

and  die  ente  dieser  lieideo  Gleidinngeii  iiann  auch  nnter  der  Fers 

geschrieben  weiden.  Fiir  1  ist 


oder  nach  40. 


45.  ~~"  ~H  "z"  — "ö" 


Dass  ^,  für  pr=z<x>  verschwindet,  erhellet  aus  den  Formelr 
35.  auf  der  Stelle  j 
Ifit  dnrf»  dass  die 
NilieniDgefonieln  sind. 


—   _      —  _^ 

34.,  35.  auf  der  Stelle,  wobei  aber  nie  aas  den  Augen  ffelasser 
Mdfit  dnrf»  dass  die  in  IM»  «IflMdcn  ^wmM  wmMicb 
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Wenn  man  mitteltt  der  Fora^In  $X  die  Coordinatoii  p,  q 
dareh  die  CktordinateB ^,  .wudrflekt»  «o  criuUt.  buw 

ud  am       Formehi  34.  ewiebt  sich  auf  ähnliche  Weise 

^i^iU  —  aTi  sin  4y')-2(/»  — sini»»      .  ... 

'ä(«  -  2  sin  4^»)  -t-  («  -  'V 


47. 


(1—2  sm  iy»)  |Ä(«  — 2  sin        4-  (»  —  IJp,  j' 


gt/gy,(l  —  4  sin  ^y'  cos  4<f2) 


oder 


4& 


[   -->•  2w  sin  jy')  —  2(/f  —         sin  Ag>» 


und  nach  47.,  wenn  man  sin  ^9*  als  vetachwindend  betraclitet, 
4ft    A  -  

Beseiehnet  man  den  Werth,  welchen  p  für  p.=<xi  erhält. 
doTCfc>S  w  tot  BaAk  da»  "--^  


•dar,  wia  nä»  4äldit  fiadct, 

Batracfatet  W  M.,4ff  .Bto-fvachwiadaBd,  so^ wird.  Baali  90.' 

52.  /=-i-.Ä  . 

1 

Nach  49.  aBd  SS.  ist 

n  '  ••••• 


BBd  folglicb,  wia  bibb  laielit  iindet,  , 


nR 


l  t  :    .1-  ti 


Waii'BBB  uch^.  •>  '«V  -     •  •  •••» 


tol^  SO  iat 


Also  Mt 


«1.^1 

«  » 


.1 
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*  « 

o4er  ■  •  ■  '   ^  ; 

^  «  " 

woraus' sich  erjg^iebt,  daw  4w  Prodiet  ([|»— /)  — /■)  con-. 
iteDte  Grösse  ist.  -  i 

Nach  3:^  Ut  ferner      .{  ■   .  f 

also  .  ' 

•      f. ■"       *  '  . 
md  folglich,  weil  uacb  52.  uod  30.  . 

' . . w^  ^'r^*  =  "  ^ 

ist,  v' 


•     Schalil  ma  miB  die  Nonnw  wog,  ab  «rUlt  ntii  die  CUeichuag 
•dar,  wann  Mi  qaadiirt^  ^  Glaldmog  ' 
Waü  Baeb  5S. 


ist,  so  lässt  sich  die  vorhaigahende  Gleichung  auch  noter  der  fol- 
genden Form  darstellen: 

Bulwiekoll  ho»  nun  die  |||na4fote  der  BiuooilalgriiMOB,  lo  oriiiU 
Mao  oadi  leldtar  Baehonog  .die  CHeichnng 

oder  •  ^ 

7'(;'.~/.)=-»7.*(;'-A 


Digitized  by  Google 


I 


;  167 

■Hfl  fo^Kdi  >  .  . 

welches  aucli  ein«  ib  «dkifiieher  Rtteluiekt  Merkfrürdig«  Glei- 
chung ißt.  .  .  * 

Wenn  wir  nun  auch  von  jetzt  an  der  lüinfachheit  und  Kürxe 
wegen  bloss  den  Fall  der  Brechung  in  einem  Linsenglase  oder  in 
einem  Systeme  von  LiqseDgläaern  in's  Auge  fassen  werden;  ao 
IbBim»  WM  ^'hltr  gleich  im  Voraiu  hcmerken,  Alles,  was  im  Fel- 

S enden  vorkommen  wird,  doch  auch  ohne  alle  Schwierigkeit  auf 
en  Fall  der  Zurückwerfang  von  zwei  oder  mehreren  Kugelfiächen 
ausgedehnt  werden,  wenn  man  nur  in  den  Formeln  überall  n  ue- 
g»tif  limmt,  oder  bei       fcwVkiKeliei»  Aniichl^  d«r  Zurttckwar^ 

•c  « (•  Wf«  •>   I   ;  •     •      •  11«  .  ,       •  ^. 

:  .'.1.  •  M  ..  ilreehvttg  Iii  eiaem  Liataaglase. ' 

i*'  ;  ..».■-."•I  ...  *'«"  ' 

Die  Durchachnittspttakita  xweler  Kreisbogen  mit  der  durch  ihre  • 
nittelponkta  gebenden  geraden  Linie  X  F(Taf.  II.  Fig.  3.),  welche  wir 
ihre  Axe  nennen  wollen,  seien       A^,  und  Ef  E^^  seien  die  Ent- 
fernungen eines  Punktes  in  der  Axe  von  den  beiden  Punkten 
A^i  unter  der  Voraussetzung,  daSi      eine  positive  oder  negative 
GrdMa*  ist9  jena6bdeai  der  in  Rede  stehende  Punkt  aiuf  der.con- 
vexen  oder  concaven  Seite  des  die  Axe  in  dem  Punkte  A  schnei- 
denden Kreisbogens  liegt,  und  dass  eben  so  E^  eine  positive  oder 
eine  n^^tive  Grösse  ist,  jenachdem  der  in  Rede  steoeade  Pnnkt 
aaf  "dar  eamrataa  adar  aoaeivaa  Seita  dae  dia»  Axa  W  dam  VMtte 
Ai  schneidenden  Kreisbogens  liegt.   Die  immer  als  positiv  betradi- 
tete  Entfernung  der  beiden  Punkte  A  und  A^  von  einander  wol-  ' 
len  wir  durch  D  beieichnen.    Dies  vorausgesetzt,  sind  nun  die 
vfito  felgeoden  FiiUa  Toa.aiifader  za  untenualdaB, 

.  Waaa  dw  baidaa.i^^vjabi^gen  ihre  concaven  Seiten  gegen  eiap 
ander  Mren,  so  ist,  wif(  aaa  TaC  IL  Fig.  3^.  laicht  arballal^  ia 
völligar. Allgemeinheit  .  *■ 


Wenn  diiä  beiden  Kreisbogen  ihre  convexen  Seiten  gegen  ein- 
ander kehren,  so  ist,  .wie  ans  Tal  IL^Fig.  3^.'4eiabt  eebalkt»  ia 
völliger  Allgemeinheit  «   ^      *  '   '  i 

Wenn  der  die  Axe  in  A  schneidende  Kreisbogen  seine  con- 
eave  Seite  gegen  die  convexe  Seite  des  die  Axe  in  A,  schneidea» 
d«a  Kiaiebogeos.  kabcft,  ia  iat,  wiaraw^TM^.U.  Fig.  iß^  Iciibt  är> 
MUtl,  iil  wAi^ir  AJIIgMii^^  .1  

.    Wan^  dar,dia  i^x^.lm'.ji  ■ehaeid«^i4<o  Kireitbogea.  Kli(a  caa« 


Digitized  by  Google 


158 

vexe  Seite  fliegen  die  concave  Seite  des  die  Axe  io  sehnei- 
denden Kreisbogens  kehrt,  so  ist,  wie  MU  Tai  II.  Fig.  3^,  leicht 
erhellet,  in  völliger  Aligemeinheit 

Hieraus  ergiebt  sich  überhaupt  das  folgende  Resultat: 
Wenn  gleichnamige  Seiten  der  beiden  Kreisbogen  einander  zu- 
gekehrt sind,  so  iit 

i^nd  in  dieser  Gleicknnff  ist  das  obere'  oder  das  untere  Zeichen  zu 
ikcliMen,  jenadideoi  Aw  eoBcaren  oder  die  conv^veii  Seiten  der 
hcideii  Kreisbogen  einander  tvgekehrt  sind.   Wenn  ungleichnail0|pft  . 
Selten  der  heiaea  Kreisbogen  einaadei^  «o^ekehrt  sind,  co  isl^ 

und  in  dieser  Gleichung  ist  das  obere  oder  untere  Zeichen  dn  licli- 
men,  jenacbdem  die  concave  oder  coBveze  Seite  des  die  Aza  in 
dem  Punkte  A  schneidenden  Kreisbogens  respective  der  convexen 
oder  concaven  Seite  des  die  A^iq  in.  4^fn  .Pi|nJ(tA  scbneidendea 
Kreisbogens  zugekehrt  ist.  ■ 

Nehmen  wir  aber  die  Batfarnpng  der  Durcbschnittspnnkte  der 
beiden  Kreisbogen  mit  ihrer  Axe  von  einander  jetzt  positiv  oder 
negativ,  jeuuchüem  der  die  Axe  io  A  schneidende  Kreisbogen  dem 
die  A.JLe  in  Ai  schneidenden  Kreisbogen  seine  convexe  oder  seine 
fonrnva  Saitf  f(iÄelirt»  und  bexclcbaeii  nater'^iaser  Vomussetzung 
die  in  Rede  s^ebendj»  Entfernung  wieder  durch  Dy  so  ist  nach  daai 
Vorbeigehenden  ^Ifenbnr.in  ?ölager  Allgesieinbeit  .   • '    ,  .j'  ' 

mmm  wumr.wv.  im.  diaaar  filaich«B^  .das  ahan  adar  daa  onlff« 
ZaMtoi  nimait,  .JennehdeM  die  beiden  Kreisbogan  glaichaamiga 
a4sr  intgleiirhnmwga-  Raiten  einander  anMMn. 

.  •  •       t.  .  •        •  -     !•  •  "l*  ...... 

Wir  wollen  uns  nnn-  Btriihlen  denken,  welche^  ans  einem  in 
Bezug  auf  A  n\s  Anfang  der  Coordinaten  dnrch  die  Coordioaten 
^  bestimmten  Paukte  {pq)  ausgehend ,  nach  der  Brechung  in 
dem  die  Axe  in  dem  l*uukte  A  schneidenden  Kreisbogen,  dessen 
Halbmesser  /i  sein  maj|^,  sich  in  dem  in  Bezu^  auf  dasselbe  Coor- 
dinatensystem  durch  die  Coordinaten  o',  ^  bestimmten  Punkte  (//^ 
■dt  einander  Tereinier-en ,  und ,  nachdem  sie  eine  sweite  Brechung 
*  in  dem  die  Axe  in  schneidenden  Kreisbogen,  dessen  Halbmes- 
ser JUi  sein  mag,  haben,  in  dem  in  Bezug  auf  A^  als  An* 
fang  der  Coormnatan  dueh  dies  Coordinaten  ^,  besiinmiten 
Punkte  (pi^i)  wieder  mit  einander  zusammenkommen.  Links  von 
dem  die  Axe  in  A  und  rechts  von  dem  die  Axe  in  Ai  schneidenden 
Kreubogen,  wobei  wir  uns  anf  TdT.ll.  Fig.3.  beziehen,  soll  ein  und 
daataihc  bre^anla'Mcjdilini,-  nwiaehan  den  beiden  KeeisbogeB  iall 
ein  anderes  brechendes  Medium  liegen,  und  das  npecbongsrerbiH» 
niss  für  das  erste  und  zweite  brechende  Medium  soll  n  :  1  sein. 
Die  Coordinaten  des  Punktes,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das 
Coordinlrtenaystem  mit  dem  Anfsngspnnkta  A  voAer  dnieb  p',  if 
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bezeiehmt  wordeu  sind^  sollen  in  den  CoprdinateiiajftMMl  alt'dw 

Anfangspunkte        durch         (f  ^  bezelclinet  werden.  • 

Dies  vorausgesetzt,  haben  wir  nach  32.  offenbar  die  beiden  fol- 
gauden  GleiühuDgen: 

WM  deMD  nach  . den  vorigen  PiM'agraphen  Qocb  die  GleicSiung 

kommt,  in  welcher  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  genommen 
wefdM  Mss,  jenaaMsm  glfliehM«g»-  oder  uogleiekiaM&e  Settcta 
*  der  beiden  Kreisbogen  einander  zugelLehrt  nna.    Ana  'dieioa  »dMi 
Gleichniigen,  die  auch  unter  der  Form 

p'±p,=D 

dargestellt  werden  JL&nnen,  lassen  sich  die  beiden  Grössen  7^)'  and 
eliminiren,  und  dadurch  eine  Gleichung  zwischen  p  und  ent- 

ividteln,  welche  Entwickelung  wir  jetzt  ausfäkreB  wollen. 
Aoa  den  beiden  eisten  micbungen  folgt 

•ho     '  ^ 

und  folglich,  wenn  man  dieae  Anadrttcko  Ton  p^  vnd  p',  in 
dritte  Gleicbang  einführt, 

—  )  — 1  .V    — (IH  * 


oder  auch 


oder  auch,  wie  man  leicht  findet, 
oder  ^ 

Bestimmen  wir  mittelst  der  Gleichung  55.  die  Grösse  p^  durch  p 
und  die  Grösse  p  durch  /»i ;  so  erhalten  wir  nach  leichter  Rech- 
Bnng  . 
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tu*-      t     t  .        ■ .      i  R 


59. 


11-1(1-,- Ki»-i)Ä±«Ä.i  " 


Ä.db{l~l(l,:+-£^)|i>: 


•9.  Pi 


Wird  DUO  der  Werth,  welchea  für  ^»»»'«vUilt,  datefc/,, 
der  Wevtli,  welekea  p  für  crhilt,  dimh  /  beiMfliiiet^ 


(«-l)H+(l-l)  }(«-l)Ädb«Ä,| 


«.^.(1— 


•der 


(ii-l)Ä,±(l--l)  \(n-l)D^nR\ 

>        .  .  '  -      .  •  "  ; 

1      •  *      • ' 

-     (^-1)  |Ädb«,-i-(i~  M/M 


•der 


,(•-1)  |Ä,±Ä±(1,— 


 !i   /I 

Jl.=fc(i-i)ll 


(i,-i)'>Ä*Ä.-i-(i-ljz>| 


Alip  ht 


«8.  /.T/= 


•djir 


•i     .       '       .  •  *   ♦  ■        '■'i  •  .1 


•     .  4. 


L  k)u,^  jd  by  Googl 


64.  /=p/.=__2lJ!  

.  ,•  ^     Ii   .  . 

NM:b02.iat 


and  folgliek^.w«».]Mn  der  Kiine  wegen 
seilt,    -  '  • 


Ferner  ist  .nach  59.  .and  62.  . 

^(«— ly  litdbit,  -4-  (1  -  -)/?{ 


und  folglich,  wie  »an  nach  leichter  Rechnung  findet, 


(•-I)  t«:fe«..|-(l-^)0iZ 

Also  ist  offenbar  *  . 

«5.  (^-/)  (^t'-/,)=?=fc  3  

.    («-»1)«  iitde«,  +  (l—i)0t« 

oder 


6ö.  fr-/) 


l(«-J)tÄ±Ä,H.(l-,-i.)ö] 


und  das  Prodacl  (;>—/)  0»,  — /,)!iit  daher  jederxeic  elee  eoi- 
atante  Grösse. 

Für  /9=0,  d.  h.  wenn  man  die  Dicke  der  Linse  als  ver- 
scBWindeBdr.helriichtet,  ist 

TMIIL  U 
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f'8. 

NttcL  36.  isi,  wen»  wir  ili»  i«  eingtföhrteo  .BeieichnuB- 
g^B  auch  hier  beibehalteo, 

also,  weil  offenbar  ^  =  fl^i  »»t, 

:und  folglich 

oder 


»•       1  -  (»  -  1)^  ~  («  » 


Naieh  ^KK.  iit  aber 


.  1. 


oder,  wenn  wiif  der.  l^ürze  wegen  .  , 


setsMi,  '  • 

1  _      -  l):^  =  KR,  1  -      -  l)^  =  .  ; 

und  folglidi  iia«b.  Mi  .Vorheigeheadea 

Diese  Gleichuqg  bringt  man  leicht  auf  die  Form 
oder,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt,  auf  die  Form 
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Nun  ist  ober  oacli  66.  ^ 
iiadfalgUch 

weldic^  forflergehende  Gleichung  eingcführf,  die  GleicliUDg  • 

i  »    •  ,  •  * 

giebt.    Entwickeli  man  nun  die  Quadrate  der  Binomialgrossen,  uui  ' 
hebt  die  gleicbeu  Glieder  auf  beiden  Seiten  4ee  Gieiclileitneicheni 
auf;  so  erhält  man  die  Gleichung 

•  ■  ±>(>;-^^^^^ 


nnd  folglich 


oder. 


Riehes  ebenfiills  eine  sehr  merkwürdige  pleichnng  ist. 
Nach  deiu  vorhergebenden  Paragraphen  ist 

ODd  nnch'50^  iM»  wie'iriaa  dnreh  Idcbte  Reebnang  finde«, 


Also  ist- 


-1  Ä- 


7L 


9t 

oder  auch 


n 
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oder  ancli 

73.  i  _     _  i^,,   

oder  ancli  •     «.  i, 

III. 

Brechung  in  einem  Sy&teme  von  L.inseogläserD. 

f.  la 

Wir  müssen  bei  dieser  ITnlersuchiing'  von  einigen  allgemeinen 
Betrachtungen  über  die  Kettenbriiche  ausgeben,  von  denen  wir 
nachher  wichtige  Anwendungen  machen  werden.  Diese  Betrach- 
tangen  betreffen  die  beiden  folgenden  |iettenl>rnebe; 


nnil 


H  

0fi 


*  ^  «1—2 


7«.  -^Ä—  .  1 


±  1 


von  denen  der  zweite  gewissermassen  das  Umgekehrte  dqs  er- 
sten ist      '  ♦  '     "  . 
Znerst  ist  nun  offenbar      -  - 


nnd 
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Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gebeo  kann,  erbellet  hier^  schon 
mit  völliger  Deutlichkeit,  and  es  ist  also 

w.    .      ...  w. 

Eioe  ähulielie  Betrachtung  wollen  Wir  iTipriier' ancft '  iiber '  4eB 
swcIteD  der  beiden  obigen  Kettenbrüebe  aiuitelleii.'  Es  ist  offenbar 


J.  und  ^ 


II , 


Altio  ist,  wie  sogleich 'ib  die  Augen  falleta  wird, 


Ii 
«'s 


Polglieh  iit  aaf  Üinlfdfe  Art 


«'»  1  -|.  II         ^  -Kl«, 


(l-f-«0«l)«2 


and  hl^raais.  ergifibt  eich-  fsrnfr 


«4.   


Ste°  »o  *'o 


•(I  •. 


Wie  mau  {^uf  diese  Art.  wt^ter  gelien  kanu,  ist  klar,  und  auch 
daa  fll9iP9^ii|%  «<!ii^.PrfcflWj  "(cb?»-       w^.  nämUeh.     . . 
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Dieses  Gesetz  kann  leicht  auf  folgcindtf  Art  allgeM«n  liewi«- 
■en  «renisn*  ^eU  überlmupt 


jr 


t  • 


ist,  so  wird  offeobsr 


erhalteo,  weno  sMhi  in-dtBi  lebtoi»  Btadi»»«]  H--—  für  setst, 

nod  alle  übrigen  ladices  tob  m  ma  o>f ne  Biplidt  erbBhet  Also 
wird  offenbar         aus  g%  ond         Mv'-g^  «fbidten,  wann  man 

«,  +^  för      "«tat,  alle  übrigen  ladieov  tob'  «*'tiiB  "eilie'ISBiHijlt 

BfiSbet,  nnd  dudlirqb  tnk  orgpbeB4Bii.%6tftiBeB  daan  vlt  sr. 
BiBliijdicirt»  Sei  ann 

Um  -7- —  «u  erhalte«,  mnss,  na»-««,  ßk'i^o  Gietzen,  olle 

Sbrigeo  lodices  von  a  um  eine  Einheit  erhöhe», -iMMi  im  Zähler 
nad  Neaaer  nit  aialtif lietroB ,  wodarvb  Jed4^\4^4S>OiseB  gk^i 
gh-\  und  ffh-^y  ^k-t  mit'  «p  mnltiplicirt  wird.   Bei  der  Anwen- 


dung dieses  Verftihrens  gehen  also  die  Grdsseti  »x— i,  m  respectivc 
in  «rx,  ai+i,  und  nach  dem  Obigen  gehen  cifenbar  gk—ti  gk-^  re- 
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'  .li7f  ■  ' 

suective  in  gk,  so  wie  g"/^  .^k^-it  '«P^ctiye.u»  ^i^-b.  fi^* 

über.   Also  ist  offenbar 

1*4-1  ^    j,a  -1  -h  jfit«^  •  '  .  —  . 

«'1+1  .  '"'"^^ 

und  das*  beaerkte  Gosels  M  ^acb  einer  bekunten  SchluMweise 
fblglicb  allgenfein. 

■  =         •  .  • 

0.  8.  w.   ,      '  ••    'II.  'k  W.      •*     ^  " 

'Veraleicbt  man  diese  ZKfilcr  und  Nraner  mit  den  oben  gefun> 
4eneii  Sulblern  und  Nenneru  der  i'artiulbrücLe  des  ersten  Ketten* 
braehi,  so  ergeben  sieb  die  folgenden  titleicbungen : 

tr   1  _       ,  •«...'' 

O  o  *»        -  •    -  -   

gl   /  O» 

Ä'»  =  Äro  +  (iri«.  I 

gt  =gi  -hg^a,  =/'o  -*-/'. fl'a  =  A»    .;,      .  .  , 

g*  =  ^*  -H         i=/'.  H-/'.»i  =/'«. 

= «• -t-  «^««4 «/'.  -l-/^,«*  =  Al 

V*  s.  w.  ^  '    •'  •■•  •  •  • 

=«^.  -f-  g'^^t  ^f  i  -^A-». 
«^4  =  fi^»  H- ör',«4  =  A  H- A»*  =F  A 
g*.  =  g'. +«^4«.  =  A -+-A«.  =A 


Ii.  8.  W. 


Hlernncb  b«t  ae^  nhoi  nycb'dM  Iplydcin  .fileidHiny»»«  •» 

B9  —7^  t  —ff«» 

«^♦=A  =  Ä'ti 

U.  8.  .  , 


!     I'  •• 
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im 


Deberlwttpfc  wollen  wiir  Jelst 


'  1 


setzen.  •  ^  ^  . 

Alto  iit  nent 

«o     — H- «.7o* 

TO 

Haeli  doM  Vorhergehoiidin  iit 

Ii  — 2. 

•lio 


.1.;  . 


^  5^       •    «  »- 


und  folglicli  \ 


Ferner  ist 


d.  i. 


Nach  dem  Obigen  ist 


/V'_.  _   **x  Ii. 


und  folgUcb,  wie  «w  dwcli  leiehto  Roclinuig  findot, 
Itaher  ist 

Man  siebt  also,  dass  die  Froducte 
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<      •  * 

ru|iective  von  p^,  g„  und  p„  ij,  ganz  unUäiigig  mi. ' 

lDii  die  AllgweiiiheU  4iem  GaietM«  la  prlUHi,  wolWa  wir 

j«»»«  •      *  ..  .   .   ■•;  . 

.  «.  f.,  m  .  • 

aetMB,  ud  .wolle«  «inelBeii,  das«  die  Grösm 
respeetivo  von 

Fpi  fl'.;  /»i.  «^1?     f.i  1^«,  ^^ii? . . fi-i 


••-f  ^ 


WeU 


^^^^ 


und 


1  I 

^A  =  —  .  ±        1  <  " 


•  ^«ii-iH  .  1 

iet|  so  iit  wegen  der  Gleiehnng  '  - 

wo  £«.1  von  und  i/k^x  ganx  anabhängig^  fst,  'de^n  älditif- 
keit  vonttigeMCnt  worden  iat,  ollenbar  :  . 


Weil  aber  '         "  '■■  ■  ■ ' 


•  Digitized  by  Google 


.1  1 


»  .     •    .  1      ,  ' 

•i  •+• 

und  folglich,  weil  •  •  . 

•        '  1 

t    "  •    'H  ' 

•  •. 

igt,  ...      •  . .  • .       .-i*  •  •  •!  • -» 

Also  isir  nach  iem  Obigen 

i.  -  '  • 

 ^— TT— 7"^^*-'- 

NoB  ilt  aber  iMieb  den  am  dem  Obigen  belcannten  Relationen 


•«■» 


a«4  A|lgli|sb.  offenbar' 


AI 


Führt  man  dies  in  die  oben  gefundene  Gleichung 
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« 

eio,  M  eiliäU  man  die  Gleichung:  ' 
•Im» 

von  ph  gk  KftDS  Dm^bäDCuir^  und  oaeb  einer  bekauoten  Sclilus«. 
weife  des  oCee  benerkte  Getete  elao  gens  ellgeaein  gültig,  d.  k. 

das  PlMnAMt  .    .  I. 

....      .-^^       OftL-^  (<r4-4T^lj.         ...  .  * 

{■■er  ven  pk  md  fst  gen  ueebbiogig  iet 


fpir»  eselog  oiit  der         eiBgeflIhrten  BeKei^knung, 
eibellee  wir  Mck  dm  VeiMgebbedeaHie  JEK«Mmi: 


nienadi-  imd  taek  deto^igea  lei  i  -'^ 


  /'ogt      /lif»      f\gi  • 

Wie  man  auf  diese  Art  wci^r  gekfe  fuuL^^  untetlicgt  keieen  ^ 
Zweifel,  und  ea  ist  also  allgemein .  ^.  "   '  ^ 

'  :/V.  **/'*-i«'*-r  TlfT' 

d.  i. 

78.  -^4— —5-- Vrf'Tr^rfr.... 
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•  in 

fiu/^h  deii  Obigen  ini  »ber  , 

D.  S.  W. 

und  g'i:=z/'i,   Alio  ist  nach.  78. 

MB<I  folglich,  weil  Mcb  dem  Obigen  ^„  =  1,  ^x  =^m  ist. 

Wir  baben  daher  die  folgenden  merkwördigen  Glei<APiigwi; 

oder  • " 

.M.  (_!)*-.  (^,_^^  =        =  = 


von  denen  wir  nadiher  eine  iHehtige  Anwendnog  a|if  die  Bredmng 
in  einen  SyaMe  voD"IiHaenglliwni''«uicbw  wetden« 

%.  11. 

Die  erste  der  beiden  Gleicbongen  59.  ^Mipn  ixA^^sj^^i^ti 
dargestellt  werden: 


und  folglich,  #le.  nwn  l^eht  findet. 


1 Ä, 


= ü  - 1  Iis  — £-5 — 


i  «• 


=  »-1 


«  1  y< 


p 
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-  I  .;  I*. 


1  1 


oder 


Ä  p^ 

»    ■    ...    ■   ■         -  I 


82. 


1 


«  — 1  1 


und  in  dieser  Gleichung  ist  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  za 
*  nehmen ,  jenuchdem  gleicbnamiffe  oder  ungfleichnamige  Seiten  der 
beiden  im  Obigen  betrachteten  Kreisbogen  gegen  einander  gekehrt 
•iii4.  Aber  eben  dieses  doppelte  Zeichen,  welches  bei  4er'IMtrecb> 
tnng  bloss  zweier  Kreisbogen  oder  eines  l>iuserigla<^rs  uns  keine 

S rosse  llDbequemlichkeit  verursachte,  vielmehr,  wie  es  uns  scheint, 
eo  zwischen  den  sogeoaunten  doppelt- concaven  und  doppelt -con- 
vexen  Glieern  und  den  iogenMiiteii  fleoisken  Statt  findenden  Dn* 
terschied  recht  deutlicli  herausstellte,  wcslialh  auch  vorzüglich  bei 
einem  l^insenglase  die  vorherireliende  Betrachtungsweise  von  uns 
angewandt  wordcu  ist.  führt  bei  der  Betrachtung  eines  Systems 
TOB  Linsengläsern  grosse  Unbequemlichkeiten  herbei,  '  and  wir 
■ossen  uns  daher  jetzt  von  diesem  doppelten  Zeichen  unaUllIngifif 
so  machen  suchen,  was  auf  folgende  Art  geschehen  kann. 

Im  Vorhergehenden  wurden  die^  Halbmesser  H  und  /2,  immer 
all  poeiCir  betmchcet,  wm  auch  anf  den  >enten -Anbliek  nllerdingg 
das  Natürlichste  zu  seid  scheint;  die  sogenannte  Dicke  des  Glases 
D  wurde  dagegen  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  der 
erste  Kreisbogen  dem  zweiten  seine  convexe  oder  seine  concave 
Staite  MkeftHMdM  Mm^  p  irt  fmk&f  -oAeLnugiMl?,  jeanehdenii^. 
ibr  entsprechende 'Unie  auf  der  convezen  oder  concaven  Seite  d«B 
ersten  Kreisbogens  liegt,  und  eben  so  ist  die  Grösse  0,  positiv  oder 
negativ,  jenachdem  die  ihr  entsprechende  I^nie  auf  der  convexen 
oder  eott^Ten  Qeite  den  «weiten  Rreiebdgens  liegt.  - 

Von  jetzt  nn  wollen  wir  die  Dicke  des  Glaies  immer  als  posi- 
tiv betrachten,  nnd  utitcr  dieser  Voraussetzung  durch  D  bezeich- 
nen; die  Halbmesser  der  beiden  G^änzfläcben  des  Glases  wollen 
wir  dagegen  als  positiv  'oder  ala  negatir  betrnebten ,  jenaebdem  aie 
von  den  DHrcbschnittspnnkien  der  entaprecbeoden  Gränzflüehen 
•der  Axe  an  aaek  de^  inperur  odertji«Mern  .Saüo  d«»  Glacto  kin. 


t  * 
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liegen,  uod  wollen  dieselben  unter  dieser  Vorausäetzuug  durch  Jt 
uud  Ml  bezeiclitieii ;  uuf  ähnliche  Art  soileo  die  Absciasen  p  \im\ 
positiv  oder  oegativ  sein,  jeuacbdem  die  iboen  eatsprecbeodea 
Linien  von  den  Durchselinids|iunkten  der  ersten  und  zweiten  Gräuz- 
fläche  des  Gluses  mit  der  Axe  ap  oach  der  ionern  oder  äussern 
Seite  des  Glases  bin  liesren.  Die  Symbole  7  uud  ^|  behalten  nach 
jetzt  ^anz  üie  ihnen  oben  beigelegte  Bedeutung. 

Dies  vorausgesetzt,  nuiss  man  nun,  wenn  die  concaven  Seiten . 
der  beiden  Gränzfläcben  einender  sngekebrt  tind»  in  der  GIddinng 
82.  'etett  der  Symbole 

offenbar  reepeetave 

'  —  ö,  Ä,  Ä,,  ^p,  ^p, 

setzen,  wodurch  die  in  Rede  stehende  Gleichung,  in  der  mau  j^etzt 
das  obere  Zeichen  nehmen  muas,  folgende  Geetalt  erhält:  ' 


1 

:=T  .  1 


Wenn  die  convexea  Reiten,  der  beiden  Gränzfläclieo  eiuaod^ 
safffcebrl  sind,  1^0  muss  man  in  der  Gleichling  j^tt  4^1 
Symbole  .j     .      •     •  '  , 


offenbar  respecti?e 


setzen,  wodurch  die  in  Rede  stehende  Gleichung,  in  der  jetzt  wie* 
der  das  obere  Zeichen  genownieo  werden  muss,  die  folgende  Got 


.—  1  1 


t 


•>  •  '  •  ,»  •  .       ■  '  -   1.)  > 

Mitteilt  einer  eiafaehen  Betrechtnng  überseagt  man  sich  aber 
gleieh;-  daea  di«M  Gleiefanng  immer  anf  die  Wi&m  > 


Jt!  ;  '.r:<. 


ifirelcitt  von  der  Fenn,  anf  welche  wir  im  en|lea  Mit  gdÜhrt  wor- 
den,' iMt  Teiicfaiedea  iit,  gebnuit  werden  knuk 
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m 

Wenn  die  concave  Seite  der  ersten  CräDzfläclie  il<^r  convexen 
Seite  d^r  zweiten  Gränzfläcbe  zugekelurt. ist,  au  muaa  mao  in  der 
CileicbuDg  82.  statt  der  Symbole 

offenbar  retpeetive 

setxen,  wodurcb^e  in  Rede  stellende  Gleicbuag,  in  welcher  jetzt 
dito  oUten  Zeidien'itli  nehiieD  iit,  die  folgeode  QeMt  erhält: 


•    '  ■  1  ... 

■  — it.  .  .  1 

vipftM       aber  aitlelat  einer  giiu  ein&eben  jfletrachtaii^  wieder 


..  -J         Ä,  .r*" 


ergiebt.  ' 

Wenn  endlich  die  convexe  Seite  der  ersten  Gränzfläche  der 
concaven  Seite  der  zweiten  Gränzfläche  zugekehrt  Ut,  so  muss 
m  in  der  Cleiuhvmr  82.  atttt  'der'Sjdibeie  . 

«ffipBbhr  respectiT«  :      *  ' 

setzen,  wedttroh  die  in  Rede  stehende  Gleichung,  in  welcher  jetzt 
das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  die  folgende  G^iM^.echÄlt*  .  ' 


woraus  sich  aber  mittelst  einer  ganz  einfachen  Betrachtung  wieder 

ergiebt.  i  .  ' 

Daher  ist  nattr  dem  rauchten  FonniMetiBncen  i^  voiliger 
AUgettebheit       '  *  •  .     '  . 
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83.  -^.=^- 


/  »  ''"•  -—1 .  1  - 

io  welcher  Cileiciiuiig  also  pud  kein  dop|ieUes  Zeicben  mehr  vor-, 
koant,  WM  für  dM  Fölgende  der  Allgeneiskeit  und  EiDfaehbeit 

der  Darstellung  wegen  vod  grosser  Wichtigkeit  isi. 

Mittelst  leichter  Rerliniing  erliält  man  pils,  83* .  die  folgende 
ebenfalls  ganz  uligemein  i;ültige  Gleichung: 

'         "  1  '  . 

84.  -^  =  5^  1 


wobei  man  sogleicli  uberselieD  wird ,  dass  dieser  Kettehbrncli  ge- 
wÜMeniaMen  dorch  Onkebrang  des  vorh^gchenden  eotatebt 

<  -    >»   .  " 

•      ,  12.' 

Wenn  xwei  Kreishorren  ihre  Axe  in  den  Punkten  A  und 
schneiden,  die  immer  als  positiv  Ijctrachtete  Entfernung  der  beiden 
Punkte  A  und  y/,  von  einander  durch  D  bezeichnet  wird,  und 
wir  die,  jeaacfidei^  sie  von  den  Punkten  A  und  4^  aus  Dacli  desi 
'innern  Räume  zwiscbep  den  beiden  in  Rede  stehenden  Kreisbogen 
oder  nach  dem  äussern  Räume  hin  liegen,  als  positiv  oder  aU  ne>' 

E^tiv  betrachteten  Entferiiuogeu  eines  Punktes  lo  der  Axe  von  den 
Biden  Punkten  A  nnd  j<,'\reipcclke  dufoh  B  nnd  keseicknen; 
so  ist  in  föiliger  AllgemeMbeit  .  . 

wovon  man  sich  dMtk  "«ine  gtii  ehifaebe  Betracbtnng  nuf  der 

Stelle  überzeugt.     »  i  .  .. 

W^ir  wollen  uns  jetzt  ein  Svstem  von  t  +  1  Gläsern  denken, 
und  wollen  iinnehovfn,  dass  die  Mittelpunkte  der  Gränzflächen  aller- 
dieser  Gläser  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen,  welche 
die  Axe  des  Systems  ffeunint  werden  kenn«  Die  Halbmesser  der 
Grkn^äck9n  4er  eif»ijB||ief^.6lisev  se|en  vtäk  der  Reibe  . , 

Ä,  /i, ;  m\  B.^ii;  Ä/«;  . .  -i  Ä,(0; 

80  dass-  .  *  " 

die  Halbmesser  4^  vor4ern  GrSnsfläcben,  dagegen 

Ä,.  /l,0),  . 
die  üalbaiesser  der  hintern  Gränzflächeu  sind,  wobei  man  nici^  m 
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nberaeheB  bat,  dual  dieae  Halbnetier  nacb  ilen  m  %.  11.  gegebe- 
nen Bestinmun^en  positiv  oder  negativ  genommen  werden.  Die 
imiaer  als  positiv  bet^acbteten  Dicken  der  Gläser  nach  der  Reibe 
•seien- 

ZW«,./.  iKO 

HKd  die  BreehtegiferbältBiaae  für  die  filanrteB,  Mi  deien  die 
CHSaer  besteben,  seien 

«3  1,       :  1,  laCO :  1,  i^  itC):]. 

Die  Coordinaten  der  Vereiniguagspaakte  der  Strablen  aeien  für 
die  einselnea  Gläser  nach  der  Reibe 

.      n.  B.  w. 

Die  sämmtlich  als  positiv  betrachteten  Entfernungen  der  Gläser 
Ton  einander,  velcbe  von  der  hintern  Fläche  eines  jeden  Glases 
bis  SB  der  vordem  Fläche  des  nSebst  folgenden  Glases  genomen 
werdniy  seien  nseb  der  Reibe 

JB,  jm,  BW,  m\ . ; . 

EHes  vorausgesetst,  bat  man  nun  nacb  83.  offenbar  die  folgenden 

Gleichungen : 

1 


-  1 


«(2)     ^  «12J        1  1 


1)      ^  pW  * 


n.  s.  w. 

Tk«U  II.  it 


I 
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1 


n 


(0  _  1 


1 


(0  _  1 


1 


iiad  naeii  §.  12.  Iiafc  mao  «ffenbar  die  folgeodeo  GUicbmi|;eD : 

—     —  ;*0)  =  ^; 


w. 


oder 


1 » 


;»0>=s  — 

=  —       —  O), 

.  — jEt2)  —  ;;,  (2), 

£?C3)—;>,  (3), 

U.  S.  W.  •     .      j'  '  » 

Mittelst  dieser  rileichungen  und  der  obigen  Kettenbriicbc  lässt  sich 
otfeahar  die  Grösse  — Pi^'^  ohne  alle  Schwierigkeit  ganz  allgemein 
mit  Hülfe  eines  Kettenbruchs,  dessen  Fortschreitungsgesctz  sehr 
leicht  zu  übersehen  ist,  durch  die  Grösse  p  ausdrücken.  Es  ist 
nämlich  oflVtibar  in  völliger  AUgMieiirbeit,  wi«  Mgleidi  io  41« 
Augen  füllen  wird, 


4 
I 


I 
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Bexeicbnct  muu  den  Werth,  welcbeo  p^iO  wlüiiti  W«llli  $f  Wr 
eodlich  wird,  durch  /'^^*^ ,  m  ut  nach  85.  -  • 


»Iii- 


+ 

+ 

I 


T-  r 
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und  wenn  mun  den  Wertb,  weleheu  p  erliälC,  weMl  p/iO  vasiHlUcli 
wird,  durch  /  bezeicboet,  so  nt  tuA  86.       -        '  ■' •  ' 


I 

T 

+ 

IS 
3 
I 

I 
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*  Die  Iketteokrüche  87.  uod  SH,  bestehen  offenbar  aus 
s'44H-3  Gliedern.  Beseiehnen  wir  dvd  den  geneiiiMBaftliefaeB 
Nenner  der  den  beiden  in  Rede  stebenden  Kettenbrnchen  gleiclien 
Hemeiucn  Brüche,  welche  man  durch  successive  Berechnung  der  Far- 
tialwerthe  dieser  beiden  Kettenbrüche  nach  bekannten  Regeln  er- 
bSIt,  direh  .A^^psö  kt  iMh  4m  im  f.  10.  bcwiMeoen,  in  der 
Gleichung  8l.  niiagesproclenen  alltremeinen  Satze  von  den  Ketten- 
briicben,  wenn  man  denselben  auf  die  in  dem  vorifi^en  Paragraphen 
entwickelten  Kettenbrüche  insbesondere  und  zunächst  auf  den  Ket> 
tenbracb  86.  anwendet,  offenbnr 

und  folglich,  wie  ■ogleieli  erliellet, 

Hieraus  ergiebt  aicb  «Im»  de^  selir.  merkwürdige  Sati»  daas«  was 
•■cb  p  ind/»aCO  srin  Bdgen»  das  I'^roduet 

Ma»  dem  ^nalMte»  ütodfate  (•^>»  gleich  ist. 


Ans  der  in  §.11.  angfestcllten  Betra<^btang  »eriieitet,  daat  aian 
in  dar  ^leiebiing  der  ^oibeie      *  ' 

i' 

eins  4er  yier  fol^^enden  Systeme  setzen  rouss:^ . 

il,  —  üi,  —/I,  Pi% 

•'•     — Ä,  ■   it.,     p,  -p,.   '  ' 
Tbttt  mau  dies  aber,  so  ergiebt  sich  in  jedem  Falle  die  Gleichung 


9d.  ^  = 


welche  alao 'allgemein  ffttitig  ist; 
'  Da^er  hat  man  iem  die  folgenden  Gleichungen: 
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flu 


•>1  > 


U.'8.  w. 


Wc|l  ann  aber  oHenbiur 


U.  8.  W.  I 

ist;  Bo  erhält  man  w$  den  OMges.  4ie  fi»lgMde  M«tkwiidl|t« 

GleichuDg:  ^ 


Mittelst  der  in  f.  J3.  eotwickeltea  Fornelo  luHUi  rnäm^  wean  p  als 
gegeben  betrachtet  wird,  die  Grössen 

^»,C«, ji,(0 

•amätlieh  berechnea,  and  kann  also  mit  Rolfe  der  vorhergehenden 

Gleichung  auch  das  Verhältuiss  bestimmen.    Dass  auch  ;^,(0 

als  geffebeu  aDgenommeo  werden  könnte,  bedarf  kaum  noch  einer 
besonoerp  Bamerknag. 

'  §.  16. 

Zu  dem  Systeme  von  i-f-1  Gjasfrn ,  welches  wir  vorher  be- 
trachtet haben,  woUeo  wir  jetzt  noch  ein  (r-|-2)tes  Glas  hinautii- 
gen,  deaaen  auf  äbaliebe  Art  wie  im  Torhergehenden  genommene 
Entfernung  von  dem  («  +  l)sten  Glase  durch  EdO  beseiehnet  war- 
<len  soll.  In  Kpzuq:  auf  das  («-4-2)tc  Glas,  wenn  man  dieses  Glas 
tür  sich  allein  als  ein  System,  von  Gläsern  betrachtet,  und  in  Be- 
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Mg  wf  .das  ^ns#  Syatem  der  §  +  2  Gläser,  sollen  respective  f, 
fi  und  <jp,  5p,(»-*-i)  eine  ganz  ähnliche  BedeutUDff  haben  wie  y*,^*^ 
in  Bezug  auf  das  feigstem  der  t  -|-  1  Gläser.  Von  den  strahlenden 
Punkte  ,  dessen  CToordinaten  in  Bezug  auf  die  Tardere  Frache 
des  ersten  Glases  p,  q  sein  müffen,  entstehe  nun  durch  das  System 
der  <  +  l  Gläser  ein  Bild  By  desseo  Coordinateu  in  Bezug  auf  die 
liintere  Fläche  des  («-Hljsten  Glases  Px^*^»  <7i^'^  »eio  mögen,  und 
von  diesem  Bilde  B  entstehe  durch  das  <i  +  2)te  Glas  ein  neues 
Bild  Cy  welches  zugleich  als  das  von  dem  Systeme  der  <  +  2  Gl&> 
von  d(>m  Punkte  A  gemachte  Bild  zu  betrachten  ist.    Die  Coor- 


dinnten  von  B  in  Bezug  auf  die  vordere  Fläche  des  (*-f-2)ten 
Glases  seieo  und  die  Coordinateu  von  C  in  Bezug 

auf  die  hinterfi  Fl«cbe  des  (•-^2)teD  Glases  seieii  «,(^ ,  ^,(^). 

Dies  vorausgesetzt  ist  nun  naeh  f.>l4.i  wen  |i*  ud  f»«*  swei 
*constante  <^adrate  bezeichnen, 

1«.  O  CO  ,«/,«):«|»« 

•nnd 

für  jp  =  y  ^id  olfeihir  aneidHch,  nnd  daher  j  wie  leieht 

'  *  *  ' 

folglich  nach  98.  ^  r 

«     Wenn  man  p  unendlich  werden  lässt,  so  wird,  offenbar  ^ 
und,  wie  sogleich  erhellen  wird,  , 
also  .  .     .  ' 

Folglich  naeh  98.  » 

9».  -(ÄO+f:*./;W),ÖPtC«^-f,)==i*,*. 

Daher  hat  oiaii  nach -98.  ufU-  M.,  iiiid  nach  98.  aod  9$.»  die 
heideo  fol^eoden  6leiehn|pgei(: 

(p      ö».«>  -/.®) = -  (y  -/)      + i^A^h 

'■  Sehreiht.  auiD  diese  hStdcin  ' Gleichungen  als  Proportionen so 
erhik 


ud  diesen  heiden  Propordoiieii  ergieht  sieh  wmk  eineM  he- 
kannten  Salie  wom  den  P^poftlonen: 


D 
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Weil       Jtimr  oSeahm 


.  iftti  so  werden  die  beidea  obigeo  Froporlioocn 

-  f.  :  -  {EiO  -f-  f -*-/, WJ  =/^,  C+ii  -  y ,('-^»)  :  /^W 
und -lUbirvi  onn  ferner  auf  der  Stelle  in  <l«r  GletcJimig  • 

M       fp-/)         -f)     _       p-v  •  • 

\uD  dieser  Gleicbung  läsBt  sich  die  folgeode  wicbtige  Aowen« 
«luDg  macbeo.  '  ' 

Nach  der  in  4^  8.  liewieseneD  Gleichung  70.  ieC,  wenn  .mo 
sich  jetzt  nur  immer  an  die  in  §.  11.  gegebenen  Bestimmungeo 
hält,  wie  leicht  erhellen  wird,  in.  völliger  AUgemtfinhvit  £iif  ein 
Glas 

Komat  nun  noch  ein  swifites  (Sias  hinzu,  so  ist  hiernach  für  dieses 
Glas  Iii  völliger  Allgeneinheil 

yd)      _     p(l)-f      .    ^  . 

snd  folglich  dnich  HnltifliealioB,        offenhar  f^  ss^)  iat,  • 

Nach  06.  ist  eher     *  ' 
also  . 


d.  h,  es  ist,  wenn  nan  jetst  flir  9(0)  reipective  y^  /,0)  setst, 
für  swei  €Uttaer.  <. 

Kommt  nun  noch  ein  drittes  Glas  hiBsn;  so  lat  nadi  HT.  für 
diese«  dritte  Glaa       s  :  *i  ,       •  .  . 

•  ■       •  -  •  « 

also  durch  Multiplication,  weil  mSMk»r  fr.,(0;ss^^  ist» 
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V,«»'  —  Ö»l^O-/.Cl))(|l,<»-f,)• 
drei  Gläser 

Vif»)' 

LäBst  man  jetst  noch  ein  viertes  61a«  hinzutreten ,  ao  ist  uach 
97.  für  diote  inwCe  GIm  ^ 

«Im»  dnvk  Mdliplioatioi,  weil  offrabar  ^,Q!>=s^  ist,. 


Nach  M.  iit  aber 

0».« -/.CT)  Ol.« |r,(»-9i»>' 


d.  h.  es  ist,  wm  «ilft.lSr  f.«  rffv^B^v«  /,  Mtat,  für 
vier  Gläser 

160.   • 

^ie  man  auf  diese  .Art  immer  weiter  .ffehen  kann ,  uoterliegt 
Jlicbt  deai  geringgtea  Zweifd,  unfl  «a  ist  Uer  la  Völliger  Allge^ 
■eiaheit  für  eia  Systeni  «on  ^-|- 1  Glfoe» 

....        101.  <j^).=jj^j|^,-  ..  , ; .- 

in  welcher  Gleichung  ehenfalla  ein  sehr  wichtiges  und  parkwUrd}* 
'ges  Theorem  der  Dia|»trik  aMges|^p€k«a  ist*). 

*)  b  einer  spätem  AbhandÜng  werden  wir  das  OU^  ifaeils  aseii  'ettwas 

weiter  ausführen,  theüs  verschiedene  Anwendungen  der  in  diesem  Auf- 
satze bewiesenen,  grössteutheils  von  Möbius  aefundenen,  von  Gauss, 
Bessel  und  Clausen  erweiterten  Satse  nÜtUieüen. '  Die  obige  Dar- 
stellung derselben  d&rlen  wir  wohl  als  wie.  uns  eigentfa&mlidbe  in  An- 
spruch nehmen. 


I 

f 
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Sur  one  rtigle  partteiditoe  pour  tnmer  l'^ua^ 
tion  d'nne  ligne  ou  d'nn  plan,  tangent  une 
coiirbe  ou  ime  siirface  du  8,econd  d^rö 

et 

Note  relative  ^  la  constnictioii  de  la  ehainette. 

Air.  G.  J.  Verdam 

Docteur  h»  seiei»««  et  ProfflSMitf  fb  ttath^MtCiqoM  a  UUnivirtit^  da  Laida. 


...         .       .  •.  .  ..      -  r-^ 

I. 

Snr  une  re^le  particuliere  pour  tronver  P^quation  d'uae 
ligae  ou  d^uo  plan,.  taDgent  uoe  coarbe  oo  une  sarface 
.  du  aeeond  degr^  en  ub  point  donad. 

Quand  f-=tf{jjc^  ^)  =  0  repr^seute  P^uation  d'une  courbe 

Slaoe,  l'^uation  d'une  ,4roite ,  touehan^e.  cette  courbe  en  un  poiot, 
•nt  lea  cQordonndea  oiibogoBAlea  aoat  aif  et  ^r',  aera,  d'apraa  1» 
Adoritt  g^d»le  da' eoAteet  dea  - Hgii«i, '«tönndie  |«r 

.  y, -pyssr^x,  — o?);  (1) 

OU  pluldt  par 

(y»-y')(f)-^(*.--^)  (*) 

Dans  ces  ^quations  et  desispent  les  coordonn^s  couraotes 
de  la  tangeote,  et  lea  coeffi^ieota  oifiE^ntieU  ae  rapporteat  an  poiat 
'da  coaAet;  c'eat  k  dire,  aii^apr^  lea  avoir  ddtenaiad  aar  l*df oatioa 
da  la  courbe  donn^,  od  ifoit  aubatitner  aux  coordanaeB  gdadtfalaa 
x%  y*  Celles  a:'  et      du  point  de  contact  donn^. 

De  mdme,  pour  trouver  i'^nation  d'uo  plan,  toucbant  une  aar-  . 
'  face  doBoee  eB  bb  iwiat  doBBt  da  catia  aarfaca,  reprdaaBtda**  par 
la-liMitioa  gdBdrale'#'A9(4r>  tf»  s)s0^..otf  aam  l'dqaaiiM 

».-«'=Z(*.-«')  +  5(».-S!').  (3), 

OB  piBtdt  •    ,       '      •  *  :       •  * 
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Vii  *i  ^ftnt  les  coordonn^  courantes  du  plan  taugent,  et 
t^,  %'  iea  coordouD^s  parti^lierea  du  point  da  contact,  et  ees 
teimraa  aont  aoni  Im  qnuitit^  q^e  i'on  doit  neltre,  apr^s  In 
diffiiMntMtion»  k  la  placa  da  4P,  f,  %  dans  les  coCllicientn  diffd- 

Oes  dqaationa  aont  g^^rales.  Qaand  on  les  appliqua  ans  conr- 
bei  et  aux  surfaces  du  second  degr^,  od  trouvera,  dans  cbaqne 
cas  particuiier,  IVquation  de  la  tangente  ou  du  plan  tangent  pour 
UD  point  d^termiuö  de  cette  courbe  ou  de  cette  surface,  c'est  k 
dire^poar  le  pohit,  dont  iei  «eoidoattjes  (toujoun  leetaDgulaires) 
vdrifie^^  l'dqnatioB  doande  de  la  cdnrke  oa-  de  la  larfeet . 

Qependaot  on  peut  se  servir,  pmir  les  courbes  et  les  surfaces 
du  second  degr^,  d  une  regle  g^n^rale,  la^uelle  donne  tont  de  suite 
r^quation  deoiand^e^  sans  que  la  differeatiatiun  de  la  propos^e  soit 
D^essaire.    Voici  cette  regle,  extr^mement  simple. 

Soient  a,  -f  les  coordonn^es  du  point  de  coutact 
dena^,' sftad' aar  line  ivrfaee  da  seeond  degr^  doaa^e 

jp*=<p(^,  yi,  x)a=;0«    Changez  partout       en  aae^  y*  en  ßy^ 
»•«n  y*,  ayy  titk  {ay-^^ßa:^  a:%  er\  ^as+Jy^,  wen  ißx-hify} 
X  en  ^ar  +  ^,  y  en  1^+^»  «  en  ix  +  i;'*.  Developpez  T^- 
qaation,  rdsaMraate^ile  eette  salütitatioa,  et  joignez  y, 
si  cela  est  besoin,  l'^quation  de  condition  /^a,  ß^  y^  =  0,. 
a  In  quelle  doivent  satisfairc  les  coordonn^es  a,  ß  et 
Vous  eures  ainsi  T^quation  du  plan  tangent  d^maiid^. 
Gomaie  la  Mtaie  rtgle  s'applique  kapk%  fon«tieBi  im  aoeaad  degr^  a  • 
deux  variables,  on  obtiendra  de  wkmt  T^uation  d*aae  ligae  droitei 
tangente  ane  eearbe  doon^e  en  nn  point  donn^. 

*  Quelques  exemples  ^cluiroisseröat  eet  iSaOBCl.  ' '  '^^ 
...1.   ^oit,  l'eqiiaäon  d'uo  cercle  .•  '  ...i..-  i 

Les  coordonn^es  d^un  poipt  determio<^  de  la  cireeafdfeaee  ^at 
0:^  =  0  tt  ^zszßf  on  anra  d'abnrd  la  condition 

Ment  au  point  a,  ß  do^n^,  ~  =  2a,  ^=2/$.    Ainai  L'^uation 

(2)  deviendra,  aprcis  aVoir  divts^  par  2,  et  en  d^signant,  pour  plus 
de  simplicit^  par  x  et  |f,  sans  accentii,  iea.  <?oordoi|n^s  courautes 
de  la  «reit«  tangeDte 

{y^ß)ß^Ut^ajä=zt^, 

on  bien      '        •  ' 

ax-\-ßy  =  a*  ~\-ß*y 

et  ayaht  ^gard  ä  l'^quation  de  conditioa on  a  fiaalesient  ponr  1*^- 
quation  de  la  tangeate  ' 

ajp-H /5y  =  r*. ' 

Maintenant,  en  suivant  la  r^le  teonc^,  on  doit  remplacer  x*  par 


«  •  .1»  f 


aa:  pt  par  ßy^  et  l'on  aum«  iMt  aiiaia  caieul  p^iniaauEe, 
quAcioii  de  la  tiiogeDte 


1^  ^fgnatiou  (t)  ou  (2)  cooduiront,  ponr  l«  |poiBt  lewliet 
na,  ee  qui  rev1e|it  'M 


y-/J  =  j~  («  —  a). 
'    *  •»  '•>   -i    .  » 

Pour  appHquer  la  r^gle  ^Donc^e  plas  iMUit,  il  fallt  dfvfUippffr  ipr^- 
alablcmeot  P^quatioo  donn^e,  puUqiie  les  substitutions  dam  (e»  ter- 
mes  da.secood  degr^  diffiureni:  de  cellea  daiii|.le§  teripea.da  |»rfpu«r 
ofdre. '  Aiosl  Is  propos^.doR  Iure  ^ente  jänsi 

RemplMaql:  x',  par  ao:,  §y\  puis  et  y  daos  le^  termes  — %ajif 
et  -*3oy,par  ^ar  +  ia  et  iy+l/?»  «ii  tron««      .  ... 

ou 

(a  —  a)a:      {ß  —  6)y  —  aa     a""  —  ß6      If*  =  r». 

Cette  (^quatioD  pourra  dtre  consid^r^e  comme  T^quation  chercb^ 
de  la  tangente.  Mais  pour  la  reudre  ideptiaue  avec  T^quatioD  or- 
dinaire,  il  Ibot  en  AiMoer  r*  an  Moyen  de  r^uatioQ  de  cooditietii 

■    ■  («-a)»  +  (/S-Ä)»?5.r»;;  . 

Or,  ^rivant  celle  ci  sous  la  forme  , 

a»  —  «« -i- /J»  — —      -H      — 4- =;;;r*, 
et  la  retrauchant  de  la  pr^c^dentc.  ou  obtient  '     .  -    '  ' 

(« —.•)Är «» -t- «« ^4- —  %  —  -f- 

=  («  ^  «Vr  -  a(a «)  4- (/S  -  % ^ . 

comme  an  l'a  tronv^  p)iu  haut 


.1 


3.  Les  ^qnatiem  de  Pellipte,  de  Thyperbole  et  de  la.iwr^ole 
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etant  traitees  suivant  la  ni^Bie  regle,  <loDDere^|^  de  saite  les  ^uaüons 
d«s  taDgentes  au  point  jc?  :=:a^  y^-^ift^ 

qae  Ton  obtient»  pat.      caleal  aioin«  dtrMt,^iUTaBt  les  ^quations 

M  ,  .     '  ^  ' 

L'tfiqnaftiM  4e  Vhyperbole,  rapporMe  «vz  «sjaiptotesj  «Urnt 

OD  aura,  pour  P^uation  de  la  tangente  au  point  ar'  =  a,  f/  =  ß, 

;  •    (i^H-i«)      +     =     ^  ^    ■■  ... 

(^-^a)  (y  +  /S)  =  4<:«,      '  .... 

■aii  ^=«*  et  a^=c',  donc  •  ' 

comme  par  l*dquation  (1)  on  (2).    Changpant  cependant,  comme  la 


4.  Posant  «core  l'^gnation  g^^i^le  des  ügnea  du  secood 
ordre  ' 

Celle  de  la  droite,  tangente  au  point  ^sa,  ^z=iß^  sera 

ov  • 

+ lii^  ^.     H- (S^if + 4Mt + iQy  +  <f^ + 

C'eit  r^quatioB  connue  de  la  taogente  d?«  oaiirW -an  Mfonj^  dff- 
gi^  En  ntraaduuit  T^uation  de  condition  . 

onjoliliieBt  fteÜaMit  .......  .  . 

Ii  la  quelle  od  panrieat  a«  iioy^      lipiatiotia  (1)  on       '  *\  . ! 


^,  Im  eqwtiona  daa  tmhiBM  4u,  aaeond  idifpDi  ... 
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ccllei  des  plans,  taogeBfn  ces  surfaees  an  poiot  ae^ssm,  ^=sß, 
9^  SS  ff  aeront 

ah^c^x      ßa^c^y'\'ya'^h'*a  —  a^b^c'^  =z=  0, 

aÄ»c»4P  —  ^»c'y  —  x«*^'«  —  «»^»tf»  =  0, 
H- VA; IV*« —«»'«*==  0, 

'lea  qnelles  ne  differeat  de  ccUei,  donilea  jMur  T^uatioD  (3)  on  (4), 
quanii  on  dünine  lea  tornea  eonateata  att  aioyen  dea  ^aatiena  de 

.  conditiou. 

L'^quation  g^n^rale  des  surfaees  du  seeond  degr^ 
+  ^y*  -+-  a"x*     Uaey     2//^;5  -f-  2/^  "ja 

«tant-  trait^e  de  la  m^nie  maoiere,  donue 
'  on»  ea  d^veloppaat,  # 

comme  on  la  doaae  dana  les  trait^s  de  g^oin^trie  «nalytique,  et  ea 

^liminant  d,  au  moyen  de  T^quation  de  condition,  od  l'obtieat  aont 
l'au|re  forme  uait^  doua^  par  l'^uatioo  (3j  ou  (4). 


11  y  avoit  plusteurs  aon^s  aue  je  oi'^>tois  servi  de  la  regle  ex- 
pos^e,  arant  que  je  eeaaoiaaoia  roBTrage  de  Mr.  Pniaa«at  'i,Re- 
'   „cueil  de  diverses  propositinus  du  G^om^^trie»  r^aolaea' 
OU  demontr^es  pur  Tanulyse  ulg;ehrique. 

Dans  le  chapitre  11.  de  la  secoode  section,  et  duns  le 
ehapitre  VI.  de  la  troiai^aie  aeetion  de  eet  oUTrage  (€diHoo 
de  ISM)  on  trouve  expos^e  une  Regle  de  Mn^monique  pour 
retrouver  de  suite  l'dquation  d  une  tungente  et  du  plan 
tangent.  Cette  regle  revient  au  fond  a  celle,  oui  est  expliquee 
deaa  cette  aote,  la  quelle  nteaaieiBa  peorroit  jparoitre  plua  expedi- 
'  tive  et  plus  coaiplette.  ^nast  a  la  dMioBatratioD ,  on  peut  la  faire 
en  suivant  la  marche,  mdiqu^e  par  Mr.  Puissant;  eile  d^rive 
aussi  de  Tapplication  des  ^uations  diffi^rentielles  (1),  (2),  (3),  (4); 
eafin,  pour  lea  fiiaclioBa  komog^oea  du  leaaBd  orara,  aa  poBrroit 
se  servir  d*an  thifor^me,  mealiaBBd  daaa  la  ealcnl  dUKreatiel  de 
VL  ti'Abii^  Moigno,  13  LegaB,  «li. 
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II. 

Note  relative  a  ia  couatrAC tiou  de  la  cbaiaette. 

Jean  Bernoulli,  a  qui  nous  devons  la  premiere  conuuissauce 
de  Pequatiou  et  des  propriet^s  priucipales  de  la  clmi nette,  donna 
aussi  la  constructiou  de  cette  courbe  transcendante  ou  mecauique. 
Jacques  BerBonilli,  Leibniti  et  Uuigens  eo  out  doDo^i'de 
mdme.  Les  constructions  des  Bernouillis  et  de  Huigens  sont 
inoins  simples,  ni  recuunnandables  pour  l'ext'cution,  Le  contraire 
est  vrai  a  Tegard  de  i'elegante  cuustructiuu  >  de  Leibnitz,  qui 
a'^est  aenri,  coaiäe  d'une  contbe  auxilUiire,  de  la  Kig^arithaii- 
que,  ayant  pour  module  leparametre  de  la  cliainette;  cette 
logari  thmique  ^tant  construite,  la  demi  somme  de  deux  ordon- ■ 
n^es,  ^quidistautes ,  de  part  et  d'autre,  de  l'ordouuee  module, 
donnera  deuz  ordonndea  de  la  cbai nette,  dqnidbtantes  de  Por- 
donnde  parametre  de  cette  courbe.  Pour  faciliter  Pex^cution, 
OD  a  propos^,  il  y  a  quelques  unnt^es  *),  l'emploi  de  deux  logaritb» 
miques  oppos^^es^  ayant  le  mdme  axe  d'abscisses  horizontal^  et  pas- 
'  aant  par  an  noint,  denC  la  diataoee  k  eet  axe  est  %ale  an  para- 
metre dono^  de  la  cbainette  a  construire,  c*est  k  dire  paasant  par 
'-  le  soaimet  de  cette  cbainette,  ou  ayant  la  mSme  ordonn^e  module;* 
la  bissection  de  toutes  les  ^arties  des  ordonn^es,  comprises  e^tre 
cea  deux  logaritbniqnes,  dirigdea  en  aeaa  eoatraire,  donnera  antant 
de  points  de  la  cbainette. 

La  construction  de  Leibnitz  est  tir^e  imm^diatement  de 
l'dqnation  expooentieile  de  la  cbainette.  11  existe  encore  d'autres 
eonatraetioiia,  dddiiitea-  de  P^oätion  (soua  forae  lo^aritbmique ) 
de  cette  courbe ;  nuia  rien  de  plus  siaple  ni  de  plus  Elegant  que  la 
construction  de  Leibnitz,  modifi^  comme  il  vient  d't^tre  expliqud. 

Cepeodant  quand  il  fallait  coostruire  la  courbe  sur  une  grande 
delielle,.la  eeoatnietioD  pr^alable  dea  logaritbmiques  ponrroit  deTe- 
nir  embainaaaDte.  '  Toutes  lea  jiAaiDettes  ^tant  des  courbes  aem- 
blables,  on  peut  se  servir,  dans  ce  cas,  d'une  cbainette  d^ja  con» 
struite  sur  une  ecbelle  plus  petite.  "On  trouve  aussi  dans  pluaiears 
•Traitda  de  Hdeaaique  pratique  dea  lalilea,  doaaaut,  uonr  u  para- 
n^lre,  dg:al  a  1  on  k  10,  les  yaleura  noin^riqnea  dea  ordonndea 
d*nne  cbainette^  pour  des  abscisses ,  croissantes  en  pro^ression 
aritfam^tique.   Au  moyea  ^d'uue  teile  ^  table  on  construit  facilement, 


par  ordoBB^B,  [tovCe  ehdindtter  dent  on  eonniHt  le  parametre,  ou 

  liii 


de  la  quelle  sont  doBBdi  le  tMaet  et  lea  pieday  aailie  BOBunet  et 

les  deux  points  de  Suspension,  qui  se  trourent  sur  une  m^me  hori- 
zOBtaloi  nuiaqne  du  rapport  entre  la  distance  de  ces  points  et  la 
bantenr  de  la  eonrbe,  ob  dddnit  le.  rapport  des  parametrea  de  1« 
cbainette  a  construire  et  da  celle,  pour  la  quelle  la  table  a  dtd 
calcul^;  donc  la  multiplication  des  nombres  de  la  table  par  ce 
rapport,  donnera  les  vaieors  numdriques  dea  xoordonn^  de  la 
cbainette  deaumded. 

  'J 

*)  Ori^inalrenent  dans  le  Journal  de  Mr.  Grell«,  mais  on  recrouve  l'indi- 
cation  de  cette  construction  dana  le  Snnadung  tob  Anf|g(aben  mid  Lehr> 
a£czen  aus  der  analytischen  Seomatrie,  -von  I«.  J.  Magnus,  S.  2U, 

Aufgabe  102.     '  .     -  » 

TheU  II.  13 
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St  Tod  veut  constniire  nn<;  cbaiaetfce  par  eoordonti^  fl«M 
faire  usage  d'ooe  table  calevKe,  on  ponrrait  encore  suivre  iine 

nutre  niiirclio.  pas  coniiue,  a  cc  que  je  sacbc ,  trncee  d'apres  une 
prupriete  des  ^«piatioiis  expnneotielles,  qui  ont  la  mdne  forme  que 
Celle  de  la  cliainette,  et  dunt  Tapplication  sc  retrouve  daps  plusieurs 
llieories  utiles  (par  ezenple  dans  la  tbeoric  de  la  chaleur,  comme 
OD  1c  peilt  voir,  entre  aiitrcs,  dans  le  Trait^  de  Physiqne  de 
Mr.  L&u\6,  Tome  1.,  art.  2^46  et  suiv,  edition  de  1840). 
Soit  la  fooctiou  expouentielle 

dans  la  qnclle  e  desig^e  la  base  du  Systeme  de  logaritbmeB  o^pe« 
riens;  p  des  com^ntes;  ai  Ton  donne  b  la  Tariable  Sf  Iroi* 
Taleors  quciconques,  mais  diff^rant  de  la  mdme  quantit^  t  {jczrza^^ 
a:ssÄ^'-f-#,  =  .r' -f- 2i) ,  que  l'on  fasse  la  Substitution  de  ces 
Talears,  les  trois  valeurs  resultaates  de  la  fonctioo,  c'est  a  dire 
1^19  y*'>  Vi»  wront  feiles 4  que  le  rappoii  de  la  aoMBie  des  Talem 
extremes  et  de  la  valeur  qioyenne  sera  une  qaantit^  c'onstante,  in« 
d^pendaate  des  coefficientaf  a  et  6,  et  Ton  anra  partovt  , 

D'apres  rette  propri<?t^,  si  k  est  le  parametre  d'une  chainette,  ayant 
ses  pieds  ou  ses  points  de  Suspension  dans  une  mdme  borizontale 
AB^  et  si  l*on  prend  pour  ligne  des  abseisses  nne  herStootale, 
tirt'e  a  une  distance  COz=.h  dessous  le  aommet  C  (vojez  Tab.  II. 
Fig-.  4.),  requation  de  la  chuinette,  rapportte  a  cette  ligne  et  Ii 
Toriglne       sera,  comme  PoD  sait, 


donc  si  Pon  prend  tes  abseisses  k  des  distauces  e^ules  /,  que  l'on 
mene  les  urdonuees  correspondunies,  on  aur»}  pour  trois  qrdooo^es 
eons^ntives  y^^  y,,  y^^  le  rapport  eonstant 

i_  i 

Ceia  i>qse,  uuisque  la  position  des  points  C  est  donq^,  <»n 

connoit  la  lougueur  des  perpendiewaires  AB-sst  BEzsif^  C0s»k^ 
et  />0=  OE={  AB=zä.  Divisant  OD  et  OE  en  deux  p«rtiea 
«Egales,  et  menant  les  ordonn^es  ah,  til/^  la  distance  des  trois  or- 
doon^es  AD^  aö,  OC^  sera  ^gale  a  Celle  des  ordonn^es  OC^ 
et  par  ftealita  das  aidowidea  ub,  o'^',  ob  anra,  saitaat  la 
prapriAd  «Mneda 

AD^OC       ah-^-äh'   2ah 

ÖT'  OC  W 

Nonant  la  flbelie  CFy  on  la  bautenr  do  in  eWiMlia,  =  c,  AB 
aara  =         OCzse^A^  et  l*dgalitd  ezprinde  defieodni 


37"  —  "TT* 


d»oii 
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Ob  pourroit  constraire  facilement  ces  raleurs  egales  des  ordonn^es 
moyennes  ab^  a!b\  mais  eu  supposaut  ies  dimensions.  de  la  courbe 
fllus  grandes,  ^ue  cela  convient  pour  des  eoBstnietioDS  g^oindtri- 
qiies^  OD  doit  tuirc  le  culcul  num^rique  de  ces  valeurs.  Ce  calcu! 
fern  donc  connoitre  1»  loogueor  de  deux.  ^rdono^efl^. moyennes  Ega- 
les y  1  =     =  a'b'. 

La  buMctiM  de  ^  et  Oa*  donoera  desx  aotrei  ordoDo^i 
MtyeBD«i  f^s^sstfd^  pour  lea  qaellea  anra 

aä^OC  2cd 

e?e»t  ä  dire 

tft  ..  ^  

OaijMut  a  preseot  contiuuer  cette  murcUe,  eu  divisant  cbaque  fois 
In  OMtaBce  evtre  deux  ordoanite..troiiv^,  en  deoz  parties  Egales, 
et  inenant  ]a  ligne  de  l'ordoiinee  moyenne,  que  Tod  calculera  en- 
suite;  mais  il  est  k  remarouer,  que  Ic  calcul  des  ordenn^es  suivan-, 
tcs  y,,  y«  etc.  devieot  plus  fucile^  que  celui  des  deux  |ireiiiiere4, 
»k  catti«  V>'oa  dam  plus  faire  a  cliaaie  feis  l'extraction  de  »• 
eines.  Car  soit  divis^e  la  distance  aß  ou  t^ß  en  deux  parKes 
Egales,  et  men^e  la  pcrpeudiculaire  ef  ou  e'/\  il  est  clair  que  ies 
ordonnees  e/  et  cä  aurout  lu  m^me  distance  que  Ies  ordounees  OC 
9/t      on  cd     e'if,  on  ü6  et  AI^i  dooe 

Sed  ed-f-«f 


ce  ^  deone 


On  recommencc  h  präsent  la  m^me  marclie,  en  partant  de  l'ordonn^e 
OC  du  sommet;  on  divise  Oc,  Oc^  en  deux  parties  ^ales,  et,  en 
■eMit  Im  erdbnto  mof  ^nnes  gA^  g^kr  o*  en  eslenlf  tot  Un* 
gueurs,  comtnc  on  a  calcul^,  pour  la  premiere  fois,  la  longueur  des 
ordoon^es  ab^  a'b\  et  pour  la  secoude  fois  cd  et  c'd!.  Ce  calcul 
n^essitera  Pextraction  d^une  racine ,  ou  le  Service  d*une  table  de 
raeiaes,  aMia  pour  letf  erdoftn^es  snWeates,  «eades  eatre  ed  et  ah^ 
entrc  ab  et  ef  etc.  etc.  cette  Operation  ue  devra  pas  Stre  faite; 
senicment  au  commcnccment  du  calcul  de  chaque  s^rie  d^ordooD^es 
mojennes,  la  valeur  de  la  premiere  ordonn^e  d^jpendrs  d'uue  ^qua- 
tioB  dn  second  degr^  k  deux  termes.  il  est  aiM  de  voir,  4|ae  le 
calcul  d'uD  assez  grand  nombre  d^ordono^es  exigera  peu  de  temps, 
et  que,  sans  recourir  a  uoe  table  caiculee,  les  polots  d«  la  vhv.'i- 
nette,  seront;  obtenus  avec  un  deg^e  d'exactitude,  que  le^  cuustruc* 
tieiis  gitoaidtriquet  ne  savreieat  donner. 
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«  Le  cercle  osculateur  uu  poiüft  le  plas  bas  C  de  lu  chaioette  a 
pour  rayon  le  parara^tre  A  de  Is  Cbsinetter,  et  ce  cercle  ne  s'^arte 
pns  scnsihlcinent  de  la  rliai nette,  toiites  le  fois  qne  la  fliehe  dP 
est  nioitidre  qiic  la  scptiemc  partie  de  la  largeur 

La  purubüle  osculatrice  au  sominct  ou  au  puiot  ie  plus  bas  C, 
8*  pour  Aquarien  tfs=tM^r;  son  param^tre  .est  donc  le  dooble  da 
paranictrc  de  la  cnainette;  eUe  coincide  sensiblement  ayec  Ift  chai* 
nette  sur  uoe  etcndue  pour  la  quelle  la  flecbe  est  moindre  que 
]a  sixieme  partie  de  ia  lur^ueur  ^ZT.  C'est  encore  cette  möme^a* 
rabole  d«ba  la  quelle  la  cbainette  ert  Iransform^e  pour  ainsl  dire, 
quUnd  ies  forces  TCrticales,  qui  agiasent  sur  les  points  de  la  conrbe, 
ne  sont  plus  proportionnelles  aux  i'leinens  d*,  mais  aux  c\6meoMdaf 
dos  abficisses,  s  d^ootaot  Tarc  ou  la  iongueur  de  la  courbe. 

II  exiate  eucore  uae  parabole,  la  quelle,  toudiaDt  d*abord'ia 
cbainette  aU  poiut  Cy  puis  s^^rtant  insensiblement  de  cette  courbe, 
la  coupe  cusuite  cd  ud  pnint,  par  le  quel  pa<;se  en  mdme  temps 
rordoDuee,  traversaote  le  fuyer  de  cette  parabole.  Elle  a  uo  para- 
m^tre  =1,862 .  c*eet  k  dire  moindre  que  celni  de  la  parabolo 
osculatrice,  mais,  dans  I'ezieution,  eile  s^ieeorderoit  sur  une  plus 
grande  ^tendue  avec  la  chninette,  et  ces  deux  courbes  ponrroient 
6tre  cens^es  coinpider  en  taut  que  la  flecbe  CJ^  seroit  moindre  que 
la  qoatrl^me  partie  de  jiß, 

Ces  rffonltats  sont  deduits  d'nn  caicul  num^rique.  Ua  fönt 
voir,  qne  dans  l'application  qu'on  pourroit  faire  de  la  th^orie  de  la 
cl^ainette  u  la  con^truction  des  uonts  suspendus,  ou  pourroit,  sans 
errenr  sensible,  prendre  la  p^rliDole  pour  la  efaainetta.  A'  la  Tdrit^ 
la  conrbnre  des  cbaines  d'on  tel  pont  ne  peät  Itre  celle  d'nae 
cbainette,  mnis  k  la  ri^eur  noD  plus  eelle  d*une  parabole,  quoi» 
qu'elle  en  diß'ere  tres  peu. 


,  xvn. 

Debc«!  die  Anilftsiiiig  der  Ddischm  AnfsalM). 

Von 

*** 

Herrn  Themas  Clausen 

« 

'  zu  Altona. 


Die  Concboide  mit  kreisförmiger  Basis,  obgleich  eine  Curva 
vom  sechsten  und  also  höhern  Grade  als  die  Concboide  des  Nico- 
Diedes,  die  nur  vom  vierten  Grade  ist:  lässC  sich  zur  Auflösung  des 
Dellsclien  Problems  sebr  etofaeb  anwendan.    Da  sie  sieb  eben  so 
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eiafacli  mecbuuiscli  beficlireibcn  lässt,  so  schien  es  mir  nicht  uoiu- 
teressant,  die  g^ometriscii«  C  onstruction  der  Auiösuog  der  Aufgal^ 
oder  überliuopt  der  CubikwvrMl'  ai»  mw  teliebigeo  gaaMn  Z«K 
durch  die>clbe  zu  enttvickeln. 

D«T  Punkt  B  (Tab.  II.  Fie:.  5.)  der  Linie  JJJ  bewegt  sich  auf 
dem  Kreisumfange,  dessen  Mitteluuukt  C  ist,  während  die  Linie  be« 
ständig  dmdi  yf  gebt,  und  der  Pnokt  D  «nf  denetbeo,  dMaeo  Ent- 
fernug  tob  B  coDStont  ist,  befekreite  die  Cam. 

AB  {DB  iit  MBkreckt  auf  AC)s=jt,  L  DAE^^ 
Ib  d«B  ekeaeB  Dreiecke  ABC  Ist 

^«=««Hf^t«(r  — 30)  eo8  9>  +  (r  — 3&)S 
r*  —  Äw-f-9tf»  H-2<»r  cos  y  —  Öirtf  cos  y-ha* — ä"=0 

und  wenn  man  mit  r  multiplicirt  und  r  cos  (fz=za:  setzt 

Bi  sei  diese  Gleichung 

(r  — , 

so  wird 
woraus 

Bs  sei  B.  B.  ia  der  Ddiscbea  Aufgabe  «s=16;  so  wird  wesB 

■BB  ^ 

az:^%  b=z^  setzt :  ^  =  1,     =  2. 
Naeii  diesen  VerbütaisseB  ist  die  Figur  geieiehoet,  es,  ist  nemlich 

AC^%,AF,  BDz=sZ.AF,  FE^AF,  AB AEtss  AE)/^ 


X\Uh 

AufienlOsemle  geometrische  .Aufgabe. 

Mitgetheilt  von 

.  Herrn  Thomas  Clausen 

SU  Altona. 


Ks  ist  (Tab.  II.  Fig.  6.)  ein  Kreis,  und  auf  seiner  Pci  i- 
{»hcric  siud  vier  Punkte  Af  B,' O  gegeben,  in  denen 
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er  vou  eiueui  übrigeas  unbekiianteD  Ke|j^cl8 chnitte  g-e* 
s^hnitteo  wird.  Man  toll  den  Winkel  finden,  unter  den 
eine  dpr  Hauptachien  des  Keg^elsclinitts  irgend  eine 
der  Uuieii,   welche  die  Punkte  A,  D  %w  sW6i«B 

verbinden,  z.  B.  die  Linie  AB^  scUneidet. 


\ 


Zwei  idlgemeliie  Sammations-Formelo  für  die 
dritte  Potenz  der  Glieder  der  Reihen,  deren 
3»tes  Glied  =  +  [1  +     —  1)  .  ist. 

(Ein  Nachtrag  zu  Nr.  XLI  in  Tli.  I.  Heft  3.) 

VoD  dem 

Uerrn  Doctor  Ueileruug 
tu  WUiMr. 


#*.  Die  FomelD  ielbit  riDd: 
1)  l»  +  (l-l-l.«*)»-f.(l-h4l.a«p-|-(l-f.3.*r)»  +  .... 

SS « .  (1 + («— .  [1  •+-  («  - 1) .  2^ .  ( 1  -h  <• . 

^  1  — (l-H,a*)«-4-(l+2.2*)«  —  

-h  (1  +  (2/4  -  2)2^J»  —  (1  -H  (2/4  -  1) .  2^J» 
=  —  2/*  .       .  23^+1  _  3  .    .  22X  .  (2*-!  _     _  3  ^  ^a^r  _  i|j 

Z.  B.  man  erhält:    '  '  • 
;  a)  wenn  ist, 

ans  1):  1-+2.h-3'H-  .  (Ifldlifj 

rasd):  l*-2«H-3«  — 4»  +  ....-|-(2»-l)._(a^).=: 

jS)  wenn     =  1  ist, 
aus  1):  1»  H-3'  +5'  -t-  -h (2ä  — 1)»  sc=ä  .  (^») .  (2 .     —  1) 
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aub  2):  1»— 3»-*-5»  -7»-+-. , .  .      {\u  -      -  (in  ~  I)»  = 

y)  wenn  a:  z=:2  ist, 
aus  1):  P-+-5»-h9»-h....  ..-f-(4/i-;l)'=/«.(2/t_l).(<S.M'-4«-3) 

ans  2):  l»-5»-|-9'-'  13» -|-  -h(8.»-7)'-(S  y*-3)'=r 

—  — 48.1»— ,18|. 

^)  wenn  aessZ  ist, 

•IIS  1>:  !• + 17»  ,..+<8.«-.7)« 

=  1» .  .  (3* .  »» -24.  •—7) 

ans  2):  l«-9«-|-l7«— 25«-|-.,.,+(ie.#-l5)»-(W.«-7)«  = 

—  2ä  .       .  I»»  —  9 .  <• .  2«  — 84) 
etc.  «te. 

Oer  Beweis  für  die  F ormel  l)7i»r  ms  derselbe,  den  wir 
früher  (in  ji.  nnd  B.)  bei  «sO.  und  a:=\  gebrauchteih  neMlicb: 

Die  Summe  der  ersten  JV  oder  A\  Zahlen  von  der  Perm 

.         ist  =:A  .  ( l-^(iV-l ) .  2']  »der  ssA',  .        A\  -1) .  2']. 

Setzt  "»»•»  aber  A  =  n  .  f  1  -h  («  —  I )  • 

und  A,  =  («  -  i)  .  Ji -h     -  2)  ..2^-iJ ; 

so  erliäit  initn  :  ' 

A .  ll-h(iV- 1) .  2^J-  A'.  •  lH-( A  .  - 1) .  2^J  =  ll  +  (A»  - 1)  .  2^1', 
und  A  —  A^,  =  1 -h  («— 1)  .  2* 

d.  b.  also,  Erst! i dl : 

Die  Summe  der  1 — 1)  .  2^"  auf  eiounder  folgcudeu  Zahlen 
von  der  Form  l-l-»'.2'+i,  von  deneo  die  grtteate  =H-(A— 1).2*+»^ 
nnd  die  Weinst«  =H-iV,  .2«+^  ist  =  [H-(isr- 1) . 2»1-. 

find  Zweitens  muss  nun  auch;^ 
Äjl  ^     _  1) .  2^1«  ==  1« -I- (1 -M  .  2»)«  +  (l 2 . 2«)» . . ... 

=  xV.  IH-(.V- 1)2^1 
■MIB,  woraus  die  Formel  1)  utimittellmr  folji^t. 

Oer  Beweis  für  die  Formel  ist  uuu  eine  leivhle  Folge- 
ruuir  aus  dem  vursteLendeu.    Nenltcb:  « 

Wenn  man  von  2 .  Ä(l-f-(^l>  .  2*^1]»  die  Ä[H-(«^l).2xl» 
nachdeni  man  Iii eri^  2 .»  statt  •  gesetzt  hat,  absieht;  so  erhäU 
■an  die  Formel  2). 

fir.  1)  Wir  landen  (io  E.  1.)  ÄV^T'»     y  "^'*^   =  g^'i  »•  »• 

für  v=5  war  '  •  , 
Ä*»  =  i .  A*  .  (SAT- 1) .  (8 .  A» -6  .  ^^-^); 

daher  ist  auch,  wenn  man  2«  statt  n  setst,  ^ 
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Mao  hat  «ber  stets: 

daiier  ist  auch: 

—  1)2"-»  =  yA;  —  22^-1  .      =  y  /**  (iiucli  E,  2.); 

uod  aucL: 

—  Ip"-!  —  :5"(2/f  y^"-!  =  y  A,  —  22»' .  yiV 
=r  1'^-»  _  Sa^-i  H-  a*"-»  —  —  (2a^)2''-i 

2)  Bs  ist  , 
(^yK-<^^p^  _^  (2.^1)  (2.-2)  3  _^ 


Dalier  muss  also  auch  stets  4S(flf/5'-f- /^j^" — ifi^aj»  —  Ä)*«  =  yiV  sei». 
Z.  B.  wenn  «r  =  4  und  ^  =*:  1 ;  so  ist : 

Är(4« -hl)»  —  S'i'iu  —  1  )=  =  IC. . 

-4-  1  )*  —        —  1)*  =  2«^  .  A .  (2*  .  A'-h  1) 
iS(4i. -f.  !)•  —  S{4m  -  !)•  =  2*  .  A  .  (2"»  .  A»  —  3  .  2»  .  A H-  3) 

'      '  — 3*-|-5- -.7«+9-  —  

-(4i.-ir-H(4j»-hl)- 

etc.  etc. 

In  diesen  Gleicbangen  wird  man  auf  beiden  Siieiten  .neeli  die 
Kipbeit  addiren. 

Dies  mag  genügen,  da  hier  den  angeblichen  Funde  vnn  Tnr- 
ner  seioc  Tollstandige  Ausbildung  geworden  zu  sein  scheint. 


Historiscbe  Bemerk uiigen  über  das  Priucip  der 

DUferentialreckoung. 

Von  dem 
Herrn  lloctor  Gerhardt 

Lehrer  am  Gynrnannm  ni  Saliwtdel. 


Die  Biesieate  der  Differentialrechnung  wurden  von  Leibnitz 
gefifiiden  md  bekannt  gemacht,  als  die  fisbanstioiMMUlthode,  wel- 


Digitized  by  Google 


■ 


201 

clicr  jene,  wie  sirb  liistorisch  iiacliwciscii  lässt,  ilircii  ürsprunpf  zu 
verdiinkeii  hat,  sieb  am  weitesten  von  ihrer  urs|iriinf^lichen  Strenge 
entfernt  hatte.  Auch  hiitte  sie  schon  länc-st  ihr  frewobnies  Feld, 
die  Ceonietrie,  verlassen,  indem  uian  seit  den  Zeiten  Fermat's  und 
Koberval\s  hei  Quadraturen  die  g^eonietrischen  Grössen  durch  allge- 
meine Zeichen  ausdrückte  uud  so  Reihen  fand,  deren  Summen 
auf  irgend  eine  Weise,  ohne  an  das  Princip  der  Kxhaustionsmetbode 
zu  denken,  bestimmt  wurden.  Solche  Reihen  waren  es  nun  auch, 
durch  deren  Betrachtung  F.eibnitz,  wie  er  seihst  wiederholt  gesteht, 
die  Differentialrechnung  fand,  und  wahrscheinlich  liegt  hierin  der 
Grund,  dass  es  ihm  so  schwer  wurde,  die  Elemente  seiner  neuen 
Rechnung  auf  ihr  ursprijngiicbes  Princip  zurückzuführen  und  so  zu 
begründen,  als  man  ihm  späterhin  den  Vorwurf  machte,  dass  die 
Ditferentialrecbnung  eines  sicheren  Fundamentes  entbehre.  Allein 
auch  hierzu  hatte  er  selbst  die  Veranlassung  gegeben,  denn  zu- 
erst sprach  er  sich  nirgends  deutlich  über  das  Wesen  der  Diffe- 
rentiale aus  und  sodann,  anstatt  ein  für  alle  Mal  an  einem  Hei- 
spiele  zu  zeigen,  wie  am  genügendsten  das  Difl'erential  mittelst  der' 
Gränzmethodc  aufgefasst  werden  könne,  nahm  er  zu  quantitates  iu- 
compnrabiliter  parvae  seine  Zuflucht.  Diese  von  Ijcibnitz  hypothe- 
tisch angenommenen  Grössen  sollten  nur  ein  Hülfsmittel  zum 
Beweise  der  Lehrsätze  seiner  neuen  Rechnung  sein;  man  verstand 
ihn  aber  in  diesem  Punkte  falsch,  nahm  jene  für  wirkliche  Grössen 
und  stellte  sie  in  Vergleich  mit  den  anderen  bisher  gebrauchten, 
obgleich  sie  von  ihm  späterhin  wiederholt  für  Fictionen  erklärt 
wurden.  So  entstand  die  l>ehre  vom  Unendlichen,  und  als  die  un- 
ausbleiblichen Zweifel  über  die  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  die- 
ser Grössen  zur  Sprache  kamen^  fanden  Leibnitz's  Erinnerungen, 
dass  die  Difl'erentialrechnung  am  sichersten  mittelst  der  Exhnustions- 
methode  begründet  werden  könne,  keinen  Anklang. 

Die  obige  Behauptung,  dass  die  Differentialrechnung  der  Ex- 
baustionsmetliode  der  alten  Geometer  ihren  Ursprung  zu  verdanken 
habe,  erhält  noch  mehr  Bestätigung,  wenn  man  die  Erfindung  der 
Fluxionen  aufmerksam  studirt.  Uebcrall,  wo  Newton  in  seinen 
Schriften  über  das  Princip  der  Fluxionsrechnung  spricht,  zeigt  sich 
deutlich,  dass  er  auf  dem  von  Keppicr  und  Cavaleri  eingeschlage- 
nen Wege  weiter  fortschritt  und  so  zu  jener  Rechnung  gelaugte, 
und  man  kann  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  schliesscn,  dass, 
wenn  \ewton  einmal  ein  selbstständigcs  Werk  über  die  Fluxionen 
verfasst  hätte,  er  es  sicher  auf  die  in  seinen  berühmten  Principiis 
gebrauchte  !>letliode  der  ersten  und  letzten  \  crhältnissc  d.  h.  auf 
die  Fxhaustionsmethode  gegründet  haben  würde.  Das  Princip  der 
Fluxionen  wurzelt  in  der  Geometrie,  was  am  deutlichsten  aus  den 
ihnen  zu  Grunde  liegenden  Begriffen  von  Zeit  und  Bewegung  er- 
stellt,  und  desshalb  vermochte  auch  Maclaurin  um  so  leichter  in 
seiner  Trentise  of  fluxions,  ihr  Princip  rein  nach  den  Grundsätzen 
der  alten  Geometrie  zu  bchaudelu.  —    ludessen  blieb  aufaüfics  di« 


")  Er  bedient  sich  des  Wortes  assuinere;  z.  B.  in  der  Abhandlung:  Ten. 
tarnen  de  motuum  coelestium  causi.s  (Leib.  op.  Tom.  IIL  p.  213  sq.): 
Assumsi  intcr  demonstrandum  quantitates  incomitarabiliter  parvas,  v.  g. 
differentiam  duarum  quantitatum  communium  ipsis  quantitatibiis  incom- 
parabilem.    Sic  enim,  ni  falior,  lucidissimc  exponi  possnnt.  etc. 
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FluxiansrechDung,  wiewohl  früher  entdeckt,  als  die  Differential- 
rechnung, lauge  Zeit  ein  ausschliessliches  lüigenthum  N<wton's  und 
'  leiner  l^reunde;  aber  auch  späterhin  luit  sie  sich  nie  wttf  ihr  Va- 
terland liinuns  verbreitet,  während  die  Differentialrechnung  sogleich 
allgemeine  Anerkennung  fand  und  beij^ierig  aufgenommen  wurde. 
Hierin  mag  auch  der  Grund  liegen,  wessbulb  Maciauriu's  oben  ge- 
namtet  Wierk,  das  yewissermaiiwi  Newtons  Principüs  zur  Seite  sa 
setzen  ist,  so  wenia^  beachtet  wurde.  Die  Diflerentialrecbnuag 
hatte  eiüe  zu  ^lUcktirlir  ISe/eirhnung  und  but  iu  der  Anwendung 
so  weniff  Schwierigkeileu  dar,  dass  man  kein  Bedürfuiss  empfand, 
DacD  einer  andeni  Metbode  «maiiseiien.  Wenn  auch  ihr  PiiiH 
eip  schwankend  war,  so  waren  doch  die  damaligen  ausgezeichneten 
Mathematiker  Ton  ihrer  Hicbtigkeit  iiberzeus^t,  und  minder  reich 
begabte  wurden  dadurch  zufrieden  gestellt^  dass  die  Besaitete,  die 
witteist  deneHie«  Ipewonaen  Warden,  out  den  anf  andere  Weite ^ 
erhalteneu  vollkommon  übereinstimmten.  Die  unendlicbkleinen 
Grössen  bilden  fortwährend  die  Grundlage  der  Differentialrechnung, 
und  auch  dus  erste  Lehrgebäude  der  höbern  Aoalysis^  die  Analyse 
Jea  ininimeat  petils  des  Marquis  de  rHe8|iital,  das  aelHr'  viel  sor 
Verbreitung  derselben  beitrug,  erklärte  mit  ihrer  Hülfe  die  Di&- 
rentiale.  Jede  Veränderliche  a:  wurde  um  eine  unendlich  kleine 
Grösse  da:  vermehrt,  und  die  Differenz  zwischen  dem  so  erhaltenen 
■od  dem  nrsprünglich  gegebmen  Anadraeic  das  Diffsreatial  des  ge- 
'  gebenen  genannt. 
^  Maclaurin*s  Beispiel  blieb  jedoch  auf  dem  Festlauüe  nicht  ohne 
Maohakmung;  in  seine  Fassstapfen  trat  d'Alembert,  der  als  Mit' 
'  beradsgeber  der  grossen  firani^isiseben  &icyclopädie  bei  AbfiMsuag 
der  mathematischea  Artikel  Gelegenheit  nahm,  über  das  Princip  der 
Differentialrechnung  sich  auszusprechen.  In  dem  Artikel  „differen- 
tiel"  dringt  er  darauf,  dass  der  Differentialrechnung  der  Begrüft' 
der  Grinse  an  Gmade  ffclegt  'werde«  müsse ;  „le  calcnl  diffiSrentiel, 
rfmgt  er,  ne  consista  qn^a  d^ermioer  algdbriqnement  la  Ii  mite  d*uu 
rapport  de  laquelle  on  u  d^jk  rexpression  en  tignes  et  a  egaler  ces 
deux  limites,  ce  qai  f»it  troaver  uoc  des  lignes  que  l'on  cherche.*^;^ 
„Qn*e«t>eo  ea  «ne^  f&brt  ar  Ibrt^  que  tronver  na  maxlanim  o«  ak 
minimum?  Cöst,  dit-on,  faire  la  dilKrence  de  dv  ^gale  k  a^ro  aa 
rinfini;  aais  paor  parier  pl«a  exaetement,  c*eak  caercber  la  qnantit^ 

^  qni  ezprime  la  liaita  da  roppört     tfy  üni  k  d»  fini  et  U\te 

ensuite  cette  quantite  nulle  aa  iafinie.  Voitä  tont  le  mystere  expli« 
qu^.  Ce  n'est  point  </y  qu'on  fait  =  k  l'infini:  ccin  serait  absurde 
ear  dy  ^it  prise  pour  infiniment  petite,  ne  peut  etre  inünie,  c'est 

c'est-b*dire  qu*on  cherchc  la  valeur  de  4P  qal  read  iafinie  la 

limite  du  rapport  de  tly  fini  a  dx  fini." 

Ohngeaphtet  dieser  Vorgänge  entbehrte  doch  noch  das  um  diese 
Seit,  im  Jabr  l75Sj  abgefaaste  Lehrgebäude  der  DiffereatialTecb- 
nung  unsers  unsterblichen  Eni  er  die  feste  Begründang  durch  die 

Gränzmetbode,  aber  er  setzte,  in  der  Ueberzeugung,  dass  vor  allen 
Dingen  die  so  vagen  unendlich  kleinen  Grössen  aus  der  Differential- 
rechnung entfernt  werden  miissten,  mittelst  eines  kühnen  Gewalt» 
Streichs  dieselben  =0  und  legte  dieaea  Nullen  eiaen  intensiven 
Werth  bei.  Nach  seiner  Aleinuug  müsse  man  auf  ihre  Kutstehung 
Rücksicht  nehmen,  dann  dürften  sie  auch,  je  nachdem  sie  aus  einer 


* 
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grösseren  oder  kleineren  Grösse  entstanden  wären,  einen  verscliie- 
douen  Werth  unter  einander  hnben,  obg^leich  sie  durch  dasselbe 
Zeichen  darf^estellt  würden.  Diese  Annahme  veranlasste  aber  bei 
der  Bestimmung  der  Differentiale  vielfache  Scbwierig^keiten,  zumal 
da  Enler  durch  die  Differenzenrechnung-  und  mittelst  der  Kntwicke» 
lung  der  Functionen  in  Reihen  dahin  gelang-en  wollte,  und  in  der 
That  ist  die  Dunkelheit  und  Unvorätandliolikeit,  die  in  den  ersten 
Capiteln  der  Eulerschen  Difl'erentialrechnung  herrscht,  eine  merk- 
würdige Erscheinung  für  jeden ,  der  mit  der  äusserst  lichtvollen 
Darstellung  Kuler's  vertraut  ist  •). 

Kulcr's  Bemühuogeu ,  das  Princip  der  Differentialrechnung  fest 
zu  begründen,  befriedigten  keineswegs  die  allgemeine  Erwartung; 
ja  die  Verwirrung  in  dieser  Hinsicht  wurde  immer  noch  grösser. 
Man  meinte  sogar,  dass  die  Differentialrechnung  bisher  noch  nicht 
von  der  rechten  Seite  aufgefasst  worden  sei,  und  glaubte  nament- 
lich in  der  so  sehr  erweiterten  und  in  allen  Theilen  der  Mathema- 
tik mit  Nutzen  gebrauchten  Lehre  von  den  Reihen  ein  Mittel  zn 
einer  bessern  Bestimmung  und  Erklärung  des  Differentials  gefun- 
den zu  haben.  Was  überhaupt  seit  dieser  Zeit  zur  Feststellung  des 
Friucips  der  Differentialrechnung  geschah ,  lässt  sich  unter  zwei 
allgemeine  Gesichtspunkte  hringen:  entweder  behielt  man  den  Be- 
griff und  das  Zeichen  eines  Differentials  bei,  und  bestimmte  deu 
Begriff  so,  dass  die  Widersprüche,  auf  welche  er  zu  führen  schien, 
beseitigt  wurden;  oder  man  verwarf  alles  bisher  Angenommene 
und  suchte  auf  anderem  Wege  zu  dem  zu  gelangen,  was  mittelst 
der  bisherigen  Methode  gefunden  war.  Zu  dem  ersten  Fall  gehört 
die  sogenannte  Gränzmethode ,  von  der  weiter  unten  ausführlicher 
die  Hede  sein  soll;  zu  dem  zweiten  alle  die  Weisen,  in  welchen 
mit  Bülfe  des  Taylurschen  Lehrsatzes  das  Differential  einer  Func- 
tion gefunden  wird.  Unter  diesen  letzteren  nimmt  Lagrange's 
Functiunentheorie,  die  im  Jahr  1797  zu  Paris  erschien,  Ben  ersten 
Platz  ein. 

Wegen  des  grossen  Beifalls,  mit  dem  sie  aufgenommen  wurde 
und  zum  Theil  noch  jetzt  aufgenommen  wird,  wollen  wir  sie  hier 
einer  näheren  Betrachtung  unterwerfen.  Schon  in  dem  vollständi- 
gen Titel:  Theorie  des  fonctions  analytiques,  contenant  les  prin- 
cipes  du  calcul  diff^rentiel,  d^gages  de  toute  consid^ration  d'infini- 
ment  petits  ou  d'^vanouissiins,  de  limites  ou  de  fluxions^  et  rednits 
a  I'analyse  alg^brique  des  quantit^s  finies,  sind  die  ganze  Tendenz 
des  Werkes  und  zugleich  die  Gesichtspunkte  angegeben,  aus  wel- 
chen man  dasselbe  zu  betrachten  hat.  Lagrange  will  nicht  alleiu 
eine  neue  Theorie  aufstellen  zur  Begründung  des  Princips  der 
Differentialrechnung,  sondern  auch  niedere  und  höhere  Analysis,  die 
bisher  völlig  gesondert  waren,  mit  einander  verbinden.  —  Nachdem 


")  Eine  Folge  von  Euler's  Theorie  war  die  sogenannte  Nullenreehnung, 
in  welcher  man  die  Differentiale  als  teere,  an  sich  bedeutungslose 
Zeichen  betrachtete,  mit  denen  man  aber  nach  gewissen  sinnreich  er- 
dachten Gesetzen  eine  richtige  Rechnung  führen  könne.  Man  sab  den 
Algorithuius  der  Differeutiairecbnung  nicht  als  ein  nnthwendiges  Er- 
zeugniss  der  Vernunft  an,  sondern  nannte  ihn  eine  heuristische  Fiction. 
Vergl.  Job.  ScbuU  Entwickelung  einiger  niatheniarischen  Theorien,  Kö- 
nigsberg J803;  und  Fischer  über  den  eigentlichen  Sinn  der  höhern  Ana> 
lysis,  Berlin  1808. 


er  DUD  zuerst  die*  lii^licritreu  Metlioden  zur  Begründung  des  Prin- 
zips der  Differeotiulrecliuuug  einer  Kritik  uoterworfen^jid  keine 
genügend  befimden,  be|piiiit  er  mit  der  PrSfang  dei  Ffluneiitili 

äeoreois,  dnss  nimlick  jede  Fnietion  /(a:),  falls  ihre  Terinderliche 

um  die  Grösse  f  (i  etant  nne  quantit^^  quelconque  ind^termin^e) 
vermehrt  wird,  Mck  in  eine  Reihe  von  der  Form  J^^jc) p*"i- gi* 
+  + .  •  •  .  entwickeln  laue,  wo  die  Coefficienten  r  . . . 
neue  aus  der  nrapriinglich  ^gegebeaeii  Fonction /(o:)  abgeleitete 

Functionen  von  x  bezeichnen,  und  sucht  n  priori  zu  beweisen, 
das»  nur  ganze  positive  Exponenten  von  i  vorkommen  können. 
Daas  dieser  Beweis  aber  nor  ein  schwaches,  unzulängliches  RSson- 
mlMMftt'*—  iio  wird  er  auch  weiterhin  von  Lagrange  selbst  bezeich- 
net —  ist  und  durchaus  nicht  dem  Beweise  eines  Satzes  gleicht^ 
der  einer  so  allgemeinen  Theorie  als  Grundlage  dienen  soll,  be- 
greift jeder  sogleich  beim  ersten  Lesen  Im  Folgenden  werden 
DOB  die  Coefficienten  r .  . .  der  einzelnen  Glieder  der  Reihe 
bestimmt,  und  zugleich  dargethan ,  dass  wie  p  aus /(.r),  ebenso  q 
aus  p,  r  aus  u.  s.  w.  hergeleitet  wird.  Wiewohl  so  nach  La« 
grange's  Meinung  mit  einem  Blicke  zu  übersehen  ist,  wie  die  ein- 
setnen  CHieder  der  Reihe  von  einander  abhängen,  und  darin  ein 
Hanptvorzug  der  Functionentheorie  vor  dor  DiflerentialrechnUDg  be»v 
stehen  soll,  so  ist  doch  die  Bildung  derselben  in  allen  Fällen  nicht 
so  leicht,  wie  es  zu  sein  scheint,  namentlich  bei  irrationalen  Fune». 
tionen^  Es  ist  bekannt,  dass  die  Coefficienten  f»,  ^,  r  .a.^der  ersteh 
zweite,  dritte,  ....  DifTerentialcoefficient  der  gestobenen  Function 
sind;  wäre  also  in  jedem  Fülle  die  F>ntwickelung  einer  Function 
in  eine  solche  Reihe  möglich ,  so  würden  alle  Schwierigkeiten  be- 
■«tigt  sein.  Dem  ist  aber  nicht  so.  Schon  Enier  hatte  im  14.  Gä^* 
pitel  des  2.  Buchs  seiner  Differentialrechnung  gezeigt,  dass  die  Dif- 
ferentiale in  speciclicn  Fällen  durch  Reibenentwickelung  nicht  ge- 
funden werden  können  und  dann  unmittelbar  ihrer  eignen  Natur 
gemiss  (ex  ipsa  differentialinn  natura) .  hergeleitet  werden  nfissen; 
„Haec  meAodns,  fugt  er  hinzu,  ex  ipsa  ditferentialiam  natura  de- 
ducta  nullum  dubium  rellquit.'*  Auch  Lagrange  wies  in  seiner 
Functionentheorie  auf  diese  apecielleu  Fälle  zurück,  in  welchen  die 
ersten  Glieder  der  Reihe  verschwinden  oder  nnendlieh  werden  und 
so  die  Bestimmung  der  Coefficienten  unmöglich  machen,  und  er 
hilft  sicli,  wne  Euler,  durch  unmittelbare  Herleitung  aus  der  Func- 
tion. Hier  giebt  er  also  zu,  dass  obiges  FundamentsUbeorem  nicht 
  .      .    •.  ....        ..  is,,7f  . 

Da  er  mit  Hülfe  allgemeiner  algeliraisclier  Sciiiüsse  geführt  wird^  so 
•  gilt  von  ihsn,  was  Caucby  in  der  Vorrede  su:  Cours  d'analyse  algebri. 
que,  von  dieser  Beweisart  sagt:    Quant  aux  methodcs,  j'ai  cherchc  a 
^  '  leur  donner  coute  la  rigueur  qu'tin  exige  en  geometrie,  de  manicre  a 
'  ne  )smsis  reeourir  aQX'raisons  tir^  de  Is  g^^raliti  de  Talgibre.  L^s 
raisons  de  cctte  espece,  quoique  assez  commuiieinent  admises,  sur-tout 
,  .    dans  le  pa^isage  des  series  convergeotes  aux  series  divergentes,  et  des  ' 
qesntitis  rteiies  aux  s^nssions  imaginairss  ne.penvene  etve  eonsid^« 
rees,  ce  me  semble,  quo  comme  des  inductions  propres  ä  faire  prewentir 
quelquefois  la  verite,  mais  qui  s'accordent  peu  avec  l'exactituae  si  van> 
tee  des  sciences  matb^natlc|ues.   On  doit  raisM  observer  qu'elles  ten* 
dent  ä  faire  attribucr  aux  lormules  algebriques  unc  etendiie  indefinie, 
tandisque,  daus  la  realite,  la  plupart  de  ces  formulea  sobsisient  uni^ue« 
'  ment  sous  oertainsf  eonditions,  et  ponr  eertaines  valson  des  quantitis 
qu'ellea  renfennent.  n  i 


Digitized  by  Google 


20^ 

in  ailcD  Fällea  ittr  Besli«imililg  des  DiffereiiCiAls  uusreiclit^  tuld 
deüslialb  durfte  ob  ancli  tiiclit  nii  die  Spifzc  einer  weit  uUgenCMMtm 
Lehre,  als  die  DiAeutiulreciiuuug  ist,  gesleiit  werden. 

Demnach  ist  in  Grand«  mit  l^rauge's  Functionentbeorie  nichtt 
gewoonen;  andere  Schwierigkeiten  bei  Seite  gesetzt,  entbehrt  das 
zu  Grunde  ö:elegte  Princip  einer  durchgreitenden  Allgemeinheit.  ^ 
Dasselbe  gilt  nun  auch  vun- allen  übrigen  Methoden,  von  dem  De- 
rivationscttlcul  Arbogast'»,  von  der  ExponentiaTrechoung  Pasquich's 
a.  w.  welche  die  Differentialrechnung  vertreten  sollen  und  in  de- 
nen mittelst  des  TajloradMii  Satzes  da»  Oifferentiai  eio^  Funcüo» 
erhalten  wird. 

Während  dieser  mannigfachen  Versuche,  das  Princip  der  Diffe- 
Motialrechnuug  fest  zu  begründen,  iuittc  die  Akadesie  der  Wisieo- 
schafteu  zu  lierlin  für  das  Jahr  1786  eine  sichere,  streng  wissen* 
schaftliche  Theorie  des    sogenannten    inathcmutisch  (Juendlicben 
xum  Gegenstand  einer  Preisaufgnbe  gemacht.   L'Huilier  aus  Genf 
IpewaDB  den  Preis  durch  seine  Cxpositio»  ilteentaira  «des  |iriadpai  • 
des  calculs  susperieurs,  in  welcher  er  zu  beweisen  suchte,  dass  dw 
unter  den  \uinen  der  Kxhaustionsmethode  bekannte  Verfahren  der 
ffriecbischen  Geomcter  gehörig  erweitert  zu  einer  Feststellung  der 
Prineipien  der  iiöhern  ADsly^s  hinreiche.   Im  Jahr«  1795  eraoliiM 
von  demselben  Verfasser  zur  Vervollständigung  jenes  Entwurfes 
ein  anderes  Werk  unter  dem  Titel:    Principiorum  calculi  differcn- 
tialis  et  integralis  expositio  elementuris,  das  aber  über  das  Princip 
nwlrtt  weseDtlich  Neiies  beibringt  L^Hollier  hat  io  beidan  Sebrif- 
ten,  seinem  Vorsätze  c;etren,  eine  Zusammenstellung  der  Theoreme- 
gegeben,  die  das  Fundament  der  Exhaustionsmethode  bilden;  je- 
doch entbehrt  dieselbe  eines  durch^reifeuden  Zusammenhanges,  da 
die  «D  die  Sjpitse  geetelke  Definitioo  der  Gräns«  siebt  luiiHEoglicli 
«HgesneiD  gefasst  ist.    Auch  bedient  er  sich  bei  dem  Nachweise, 
dnss  die  Gränze  eines  Verhältnisses  mit  dem  Differentrnlverhältnisse 
identisch  ist,  der  Eutwickelung  der  Functionen  in  Reihen  mittelst 
des  Taylorsebea  Lebcsetses,  was  so  tadeln  ist.   Ven  diesen  Ans- 
stellangen  jedoeb  abgesehen  verdienten  beide  Schriften  alle'  Auf- 
merksamkeit^ weil  nicht  allein  das  Princip  der  Differentialrechnung, 
sondern  auch  die  darauf  gegründeten  Theorien  immer  auf  den  Be-. 
((ffiffder  Giftnne  sonBckgenfart  werden,  nnd  die  bisher  so.  TM&ch 
gehendhabten  Ideen  über  d«i|  ünendlidie  nnd  OaeBdliehklein»- ge- 
rechte Würdigung  finden. 

^  Dieser  Versuch  L'Uuilier's  jedoch,  die  Differentialrechnung  mit- 
telst des  . Begriffs  ^der  Grünte  stretfg  wIsseuseiMCillieb  su  begrandettfi 
blieb  im  Allgemeinen  ohne  gehörige  Anerkennung,  da  I^agrnnge's 
Functionenlenre,  besonders  von  französischen  i>lathematikern  sehr 
hiareitwillig  auigenoqimen  wurde.  Zwar  bediente  man  sich  nicht 
direbgängig  ihrer  BeMiebeaiig»  aber  man  bnldigle  vollkeniewn  dmi 
avtfgesiellten  Princiuien  und  stimmte  wiU&hrig  Lagrange's  ürtlieil 
über  die  Theorie  der  Gränzen  bei:  sie  sei  zu  schwierig  und  zu 
dunkel,  als  dass  sijs  eiuer  Wissenschaft,  wie  die  höhere  Analysis, 
deren  Fundament  auf  die  einfachsten  nnd  klarsten  Principien  ge- 
baut werden  müsse,  als  Grundlage  dienen  könne;  man  hütete  sich 
aber  wohl  an  ihrer  Richtigkeit  zu  zweifeln.  Da  nun  um  dieselbe 
Zeit  eine  durchgreifend  neue  Behaudlungsweise  der  Mathematik 
beiaabe.  in  allen  i^ren  Tbeileo  von  Frankreich  aus  sieb  verbreitete, 
so  darf  man  sich  nicht  irnndem,  dass  sogleich  auch  di»  Lebren 
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Lagraage'i  Iber  it»  Priocip  der  Differential rechnuDg  ein  grosse« 
Ansehen  gewnünen  tind  beinahe  alle  andere  Ansichten  verdrängten. 
Das  Gebiet  der  routliematischen  Wissenschaften  wurde  in  wenigen 
Jahrzehnten,  namentlich  durch  Anwendung  der  Theorie  auf  Astro- 
■OMie  mil  Mechanik  so  sehr  erweitert  ud  nebenbei  mit.  den  ele» 
gantesten  analytischen  Entdeckungen  so  glänzend  l>ereiefaert,  dass 
aich  diese  Zeit  nur  mit  jener  vergleichen  lässt,  welche  auf  die 
Entdeckung  der  höhern  Analysis  folgte;  und  wie  damals,  bekiim« 
■erte  nen  sich  auch  jetzt  weniger  um  die  Principien,  vidaebrwnr 
man  eifrigst  beschäftigt,  die  schwierigsten  Untersuchungen,  wenn 
auch  nur  einen  kleinen  Schritt,  weiter  zu  fördern.  Nachdem  sich 
jedoch  dieses  Drängen  etwas  beschwichtigt  hatte^  kehrte  man  zu  einer 
mbigen  Prüfang  der  gewonnenen  ResuKate  zurück,  und  wiederna 
Wnr  es  ein  französischer  Mutliematiker,  der  Bahn  brach.  Cauchy, 
ProfesKor  an  der  polytechnischen  Schule  in  Paris,  stellte  zuerst  in 
dem  Cuurs  (i'unalyse  aIg6bri(|oe,  Paris  1821,  eine  umfassende  Theo- 
rie über  die  Kennzeichen  der  Convergenz  und  Divergenz  der 
Reihen  auf,  nachdem  Lagrange  dnrch  die  Bestiinmuno:  dos  Fehlers 
bei  der  Taylorschen  Reihe,  wenn  dieselbe  bei  einem  bestimmten 
Cfliede  abgebrochen  wird,  den  Ton  hierzu  schon  früher  angestimmt 
bellte.  Mit  derselben  Schärfe  und  GrSndlkbkeit  entwickelte  deranf 
Cauchy  das  Princip  der  Diffierentialrechnung  in  seinem  R^sum^  den 
le^ons  sur  le  caicul  infinit^imal ,  Paris  1823,  welches  Werk  in 
Jahre  1829  unter  dem  Titel:  Le^ons  sur  le  caicul  diti'erentiel,  in 
einer  nenen  Auflage  ersebten.  ,,Hon  bot  principal,  sagt  der  Ver* 
faiser  in  der  Vorrede  zu  letzterer  Schrift,  a  ^t^  de  concilier  la  ri- 
gueur,  dont  je  n^^tais  fait  une  loi  dans  mon  Cours  d'analyse,  avec 
la  simplicit^  <|ne  produit  la  consideratiun  directe  des  quantit^s  in£i- 
nlaent  petite«.  Ponr  cette  raison,  fai  cro  de?oir  rejeter  les  469^ 
loppements  des  fonctiens  en  series  inßnies,  toutes  les  fois  qne  lee 
s^nes  ohtennes  ne  sont  pas  convergentes.  II  en  r^sulte,  par  exem<> 
ple,  que  la  formule  de  Taylor  ne  peut  plus  dtre  admise  conme  g^' 
ndrale,  «ynVntmit  «(n*elle  est  r^nite  k  nn  nombre  fini  de  temet^  et 
cenipl^t^e  par  nn  reste.*' 

Mit  Recht  hat  nach  diesen  Vorgängen  der  neuesten  Zeit  der 

grösste  Theil  der  Mathematiker  den  Versuchen,  das  Princip  der 
ifferentialreebnnng  dnreb  den  Begriff  der  GvStise  fiesl  nnd  siebet 
nn  begründen,  seinen  Beifall  nicht  versagt,  denn  nicht  allein  er- 

fiebt  es  die  geschichtliche  Forschung,  dass  sich  allmählig  aus  der 
zhaustioosmethode  der  Geometer  des  Alterthums  die  Differential, 
leebnung  herangebildet  hat^  nnd  dass  dieselbe  nncb  den  Sinne  ihrer 
Erfinder  am  sichersten  auf  die  Lehre  von  der  Grränse  basirt  wird, 
sondern  die  Gränzmethode  hat  auch,  wie  kein  anderes  Verfahren,' 
allen  streng  wissenschaftlichen  Anforderungen  genügt  nud  alle» 
Angrilfew  Tfokz  geboten;  nnr  der  einnige  Vorwurf  ist  Ibr  cedUicbt 
worden,  als  sei  sie  für  Anfänger  zu  dunkel  und  zu  schwierig,  wm 
als  Fundament  der  höhern  Analysis  zu  dienen,  das  nicht  genug  Auf 
das  üchtvolhrte  nnd  klarste  dargestellt  werden  könne. 
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XXI. 

Uebimgsaiifgaben  für  Schüler. 


(SchiuüS.) 

Die  OscillfttionegescbwiDdigkeit  v  eines  geradlinig  bewegten 
Aetlirrtlioilrlien;}  nnd  sein  Abslorid  vom  Rube|)itijkt  lässt  sich  unter 
der  \  oraussetzung,  dass  die  auf  das  Tbeilcben  wirkende  Kraft  der 
BlaaCixitit  der  Ennenniiig  v«m  Robepunkte  pruportioiuil  sei,  durch 
einfaclie  llülfsmittel  finden. 

Ist  in  der  Entfernung  1  die  Kraft  der  Elastizität  =  /7.  die 
Entfernung  vom  Ruhepunkle  =  ar.  die  erösste  Ausweichung  vom 
Rnhepankte,  noi  welene  dut  Thetteben  mih  Anfen^  der  %ewe- 
jj^un^  entfernt  ist,  =a,  a  —  ^=X,  und  wird  A  in  m  gleiche 
Tbeile  getheill,  so  ist  die  Kraft  F,  welche  das  Aetbertheilcben  an 

der  Stelle  (a— «nregt,  — m^).  Wird  nun  Mige- 

X 

nommen ,  dasp  in  jedem  Räume  ----  eine  gleichförmig  beschleunigte 

••  •  — 

X 

Bewcgmf  alattinidfl,-  die  erst  m  n&clMtett  Btmm  —  den  Ahrtasde 

sieh  Xodert,  aber  i 

Ruine  coiistant  bleibt,  so  ist 


vom  Rabepankte  proportional  sieb  Xodert,  aber  in  eisesi  soleben 


f  (w_i)  =  2E{a  -~  *•  •  • 


Legt  man  jetzt  m  alle  Wertbe  von  m=l  bis  Sl^sif  bei  Bud  ad* 
dirt  die  erhaltenen  Glcicbungen^  so  bleibt 

jif« .    =:  2 J?[M  -  ^iL±ZliL  =-  ^ ,      -  (IH-  ^)  XI X. 

Soll  die  Bewegung  eine  continuirliche  werden,  und  bexeichoet 
•  die  ClesebwiadigKeii»  so  wir4 

0«ä=s^2«— A) .  X  =  iE:.(a  +  «— X)X=5iE(«r+^)  — 

Setzt  man  nun  a:=a  cos  ^,  so  erhält  siaa  vsss\/E,a  sia^ 
«.  s.  -w. 


*)  S.  Bohnenberger's  Astronomie  S.  403. 


Digitized  by  Google 


0 


208 

Zwiselien  zwölf  beliebigen  GrSMeo,  die  wir  im  Allgemeineo 
durch  a,  a\  //,  7,\  Ä"';  r,  (\  e\  iT  beseielinen  Wollen, 

findet  immer  die  folgende  Relation  StuU:, 

=  (an"  +  dlß"  -H  cc")  -H  c'c"  ) 

Für  «  =  ff^,  *  =  Ä",  <;  =  c"  und  «'=<i  i»s=Ä^,  «'rsc"' 
gebt  diese  Relation  in  folgende  über: 

{„l^  —  ^ty  +      —  h'c)-  -h  (cfli'  —  eaY  * 
=  («=  H-     +  c»)  («"  -i-  C-)  —  (««'  -h  hh'  -H  rr^)». 

Man  soll  die  Ricbtigkeit  der  obigen  nllgeoieioen  Relation  zwi- 
Bcbeu  zwölf  Grössen  beweisen. 


Aufgitbcn  und  Lolirsälze.    Von  Herrn  Professur  Dr.  üettiu« 
ger  zu  Freibur^^  i.  U. 

1)  Ein  Drneck  zu  bilden,  wenn  ein  Winkel,  die  Linie,  welebe 

eine  der  ihm  anliegenden  Seiten,  und  die  welche  die  gl^feniiber- 
atehende  Seite  in  zwei  gleiche  Tbcile  theilt.  e;oi?eben  ist. 

*2)  Ein  Dreieck  zu  bilden  wenn  ein  Winkel  und  die  Linien, 
welche  die  beiden  anliegenden  Seiten  in  zwei  gleiebe  Tbeile  thei- 
len,  gegeben  sind. 

3)  Ein  Dreieck  zu  bilden,  wenn  ein  Winkel,  die  gegenüber- 
liegende Seite  und  die  Linie,  welche  eine  der  ualiegenden  Seiten 
in  zwei  gleiebe  Tbeile  tbeilt,  gegeben  ist. 

4)  Em  Dreieck  zu  bilden,  wenn  die  Linien,  welebe  die  drei 
Dreiecksseiten  in  zwei  gleiche  Tbeile  tbcilen,  gegeben  sind. 

Nennt  mau  die  Düben,  welche  den  drei  Dreieciisseitcn  («j, 
zugebören,  der  Reibe  nadi  /(,,  die  Linien,  welebe 

die  drei  Seiten  in  zwei  gleiche  Tbeile  tbeilen,  der  Reihe  nach 
^,  t^.  so  gelten  folgende  zwei  Lclirsätze  für  die  Ableitung  der 
Höhen  und  Ualbirungaiinien  von  einander, 

Kx  t.    -  i^t«i-l-^«-K.)«.  -h^  ~^,) «.  -^-f-^)(-^+g«H-01 

"  h  —\  u^-i-^.-i-^.)(^■-*-^-^)^^"^-^-^H-^-^^.+^)l  • 
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,  1/(24, «A,».^2A.'A,'-4.«4,»)  

"'fi  — •  1      1      11      I      11      1      1        1      1  1„ 

/  X  &  A  .  VI/  ^       1        1      1        1       1      1       1        1  «      1        1        1  « 

A.M.\/l(j;^-hj;)(;,-^^-;^X^— 
 l/(at.U,«-fr^,»A,»-A.U,»)   

*i*tÄiKl(7--i-T-*-T-)(i-»-T — T-Kx — r+i-H-Är-HT-i-r-)! 

Diese  Sätze  reihoD  sich  aD  die  schon  bekanoten,  welche  liir 
die  AbleiUlog  der  Höbeo  und  Seiteo  von  einander  gelten,  an. 


Aufgaben  von  dem  Herrn  Professor  Dr.  G.  J.  Verdani  Sil  Leiden. 

1.  Tons  let  triangten  sph^riques,  ayant  mAm%  base  et  mdme 

aire^  ont  leurs  sommets  dans  la  circonf^rence  d'un  petit  cercle, 
passant  par  les  deux  points,  opposeä  uux  extremit^  de  la  base. 
£n  ontre,  le  petit  cercle,  passant  par  les  extremites  de  la.  base,  et 

Saat  son  centre ,  diaai^traleBMnt  oppoa^  an  eentre  da  prämier  pe« 
cercle,  jouit  de  la  meme  propri^t^. 
Cette  proposition  n*est  pas  oouvelt«;  on  lu  tronve  dans  quelques 
Traltes  de  Trigonometrie  spli^rique  et  de  G^om^trie  analytique. 
Half  ponr  tronver  le  eentre  du  preaier  petit  eercle,  on  a  cette 
coostruction.  Menez  uo  arc  de  ^rand  cercle,  perpendiculairement 
per  le  milieu  de  la  base.  Le  triangle  ^tant,  en  gen^ral,  scalene, 
cet  are  coupera  un  des  cot^a,  adiacents  a  la  base,  et  sera.coup^ 
par  k  prolongfaiant  da  .l'antre.  Dn  niiliea  de  ectAOtre  tM;  dit« 
erivez,  avec  uo  rayon^  sonstendant  le  quart  d'un  grand  cercle^  un 
arc  coupant  le  proloogement  de  Parc  ^erpendiculairf.  Le  poiat 
d'intersection  sera  le  centre  cherch^. 

2.  Tous  les  triangles  spberiques,  ayant  mSme  base  et  mSme 
p^imetre,  ont  leurs  sommets  daus  la  circonference  d'un  cercle, 
dont  le  centre  se  tronve  an  milien  de  la  baae.  Si  la  somme  des 

deux  cdt^s  est  ^gale  ä  deux  au^les  droits,  ou  plu(6t  <fgale  a  une 
demi  circouference,  le  lieu  des  sommets  sera  ^videmment  un  grand 
cercle  de  la  sphere. 

3.  Quand  on  Joint  les  milieux  des  cot^s  oppos(^s  d'un  t^- 
tra^dre  regulier  ou  irr^gulier,  les  trois  droites,  ainsi  men^s,  se  ' 
covperont  en  vn  mime  point,  qni  lera  fe  centre  de  ^vittf  dn'ti- 
tra^dre.  le  t^tra^dre  est  regulier,  les  dite»  droites  se  conpe- 
ront  perpendiculairement  au  centre  de  la  sjihere  circonscrite; 
mais  cette  derniere  propri^t^  a  egulcment  lieu  puur  le  tetraedre 
demi* regulier,  dont  'les  plana  tont  des  triangles  ^anx  et  aemUa-* 
Ues,  qnoiqno  non  ^uilateranz  ob  ftgalßiBn, 

4.  Un  qnadrilat^io  plan,  dana  lequel  on  a  mend  loa  dans  dia- 
gonales, ponvant  Stre  consider^  comme  la  projection  d'un  quadri- 
Mt^re  gaacte,  au  d'un  ttoa^dre  aoit  pjraaude  trianguiaiie,  on 

ThcUIL.  14 


aura  aussi  cette  propri^t^  »«que  les  droites,  passant  par  les  raUieox 
„des  cot^B  oppos^s  et  des  deux  diegoDales  d'un  trapezoide,  se 
„cottperdttt  6«  «tf  midie  point.*^  Ott  V  dlflkoiitre  ivaMniteBeBt 
en  partenf  dn  thdor^me  coddu  „que  les  tfroitei,  qni  joigneet 
„les  cotes  adjaccnts  d'un  trapezoide,  forment  üb  pa- 
^vrallelogramme.'^  De  la  od  poarruit  aufsi  remoD.ter  a  la  d^- 
ndnslrtitio«  de  la  propolritioD  pfffe^ente. 

( 

»  •    ■     I     -  •  • 


XXII. 
iseelleii» 


Auszug  uuü  einem  Briefe  des  Uerro  l'rutessurs  Or.      J.  V  er  dam 
„  an  der  Coifefmtät  an  Leiden. 

Leide  ce  23.  Junvier  1841 

Des  qne  TOtre  Jouroal  estim^,  Archiv  für  Mathematik  und 
Physik,  paroissoit,  je  me  proposoi«  de  toos  effrir,'  de  temps  ea 
ftemps,  quelques  ttoticea  matkcmwifnea.  Mea  »ombreiMee.eecBpiideea 

eat  teujours  emp^ch^  de  latirfbire  k  ce  voea,  et  peut^^  j^aurois 
encore  dilT^r^  de  toos  adresser  cette  lettre,  si  la  lecture  de  votre 
Jooroal  u'aToit  pas  fizd  moa  attention  aur  un  poiat,  leqnel  ne 
semblott  hors  de  doato  dans  l*Blitoi«e'  4tM  ttatMAtiques ,  et  qui 
regarde  Phonneur  de  priori^  d'oo  eA^bre  Matbdmaticieii  üellandais 
du  17.  Siech*.    J'ai  cd  vne  le  probl^me  connu  de^trigfonom^trie, 

ronr  trouver  la  positioa  d'uD  point,  du  quel  od  obserre 
tfi  «ifigles  entre  trofs  objets  dlofign^s,  dont  les  distau*- 
Ces  mutuelles  sont  connues.  La  premi^rd  id^e  de  ce  problem^ 
est  duc  aWillefirordus  Sticilius,  lü^ometre  Hollanduis,  a 
Leide  en  1591,  et  deouis  KoVi  jusqu'en  1626  (l'uuo^  de  sa  morü 
Pfofesseur  de  Ifatb^matiqnes  ä  rPuTenitd  de  cette  ville.  II 
est  eoaaa  <|ue  parmi  ses  travaux  scientifiqiies  on  dislioffue  la  ine- 
sure  d^UD  degre  du  m^ridien  de  Leide,  par  une  triaugulation  qu^il 
fit  entre  les  villes  d*Alcmar  et  de  Bergen  op  Zoom,  dont  la 
diffi^rence  de  latiliide  fnt  tronv^e  de  71|  miautes.  11  a  d<^crit  lea 
ddtaiis  de  cette  Operation  g^oddsique  dans  ud  ouvray^e  (aajourdhtti 
tres  rare),  iutitute  .,KratostLenes  ßntavus  de  'terrae  »lubi- 
,^tus  vera  quantitate,  ä  Willelirord»  Snellio,  ^Jid  nüv  «1 
,^ano(ntifidjü}v  fingotHtlS»  9i«niqm ,  suscitatus.  Lugduni  Ba- 
taver um.  €l3ld€XVII.I!  A  la  ptfjfe  I§5r  de  cet  ouvrage  ob  re- 
cnnnoit  la  premiere  trace  de  ce  probl^me,  mais  cVst  dans  le  cha» 
pitre  X,  qu'il  dit  ddfitiitivsmeDt,    „Domds  meae  distautiam 
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j^Tnrri  curiae  fieidensisidco  adeosolliciteinveitiffavi,' 
,fiit  tanto  facilius  conjecturam  cuperem  de  locis  obser- 
^vatkODum  Alemariae  et  jBerg;ae  fid  Zomam,  et  ad  ean 
„rea  Tkeorena  aeitnn  «zeogitaTi,  cajiis  osnt  in<patrii 
V^DOstri  delneeps  permagnus  esse  possit,  cum  tot  illu- 
_„striam  locorum  intervulla  tarn  accurate  siDt  cognitaÜ'* 
£t  ä  la  page  203  il  ^nooc«  aoD  problene  en  ces  verbes  „Triam 
^l^ciHrttM  iiit«ffv*llia  inter  a«  iatia,  qnarti  dittaatiaia  ab 
^amniktti,  mmieA  StatUme^  definire."  II  donne,  en  premier  lies, 
1a  Solution  graphique  de  ce  probl^me,  par  rintersection  de  deox 
aegneas  de  cercle,  capable  chacun  d^un  des  deux  aoKlcs,  obaerv^s 
dant  la  atation.  Bd  ieeand  Ken  H  jdanae  ane  ■ointioa'  trigoaoni^ 
Iriqoa,  en  faisant  usage  des  triaoglea  rectaogles,  qua  l'an  obtient» 
en  abaissant,  des  centres  des  cercles  d<?crit8,  des  perpeDdiculaires 
aar  iea  cöt^  du  triangle  donnä  et  aar  lea  cordea,  qui  vout  de  la 
at»ti»a;»BtTtK4ii*i  'iilnai'i<i;'^  c*aat  h  Sin  an  aap^ea'de  ee  trlaugle. 
Bsaaila  il  donne  de  sa  Solution  le  caicul  num^ri^e  (aans  eM^ojar 
n^annoins  des  logarithmes.  dont  Tinvention  <^toit  a  peine  connue, 
•u  deaquellea  il  n'eziatoit  paa  encore  de  table)  pour  uu  cas  par- 
tMtor. 

>t  II  tt€  paroit  ainai  jastifi^  que  la  premi^re  de  ce  probleme 
Hj^rtieot  tout  a  fait  k  notre  Snellius,  et  non  pas  a  Potbenot. 
Baoft  taaa  aoa  Trait^  de  Trigoaooi^trie  rectiligne  ce  probleme  eat 
*'dlatingal  de  tont  anCre  par  l'qüth^te  de  Prableaie  de  Snelliva. 
J*ai  cbereh^  dans  le  Wörterbacli  d»  Kligel,  —  ^e  toub  «rem 
aontiaa^  et  achev^  avec  tant  de  socc^s,  — ■  dans  Pespoir  de  trouver 
qoelcnies  reflexions  ou  noticea  biatoriqaea,  relatives  ä  ce  fameuz 
probleae;  aaiaa  je  D*y  ttaore  rien  4  eet  4^fard.  Bnfin  je  pmoia 
ea  maiaa  le  conrs  de  ]!llath^mati<||ne  du  c^lebre  G^ora^tre  AMemand 
Kästner)  et  daha  le  volume,  intitul^.  Anwendungen  der 
,-,ebeneB  Geometrie  and  Trigonometrie,  erster  Theil, 
„dritt*  AllHallaof  dar  aatbaaiatlaelieB  Aafangagriiade. 
„OKttiageä  1110!M^*)  Ja  iiaaia,  tea  h  Varredei  pag.  4.,  ee 
qKi.ant: 

„So  fead  ieh  ualüDgat  die  Aufgabe  der  51  Abband.  S.  393.  beim 
„Willabrard  SaeWiia  „Rr»taatbenea  Batavna  etc.  etc. 

„Also  hat  Sncllius  diese  Aufgabe  sehr  richtig  trigonometriseh 
„aafgelöat,  uad  Potbenot  iat  aicbt  der  erste  tlrfinder  von  ihr, 
''„hat  aber  venmilttlel  «im-dea  Saelliaa  Aalttsqng  nichts  ge^ 
-  »wlMMil;-  Wftre  SoellJlp  de|fi  Berrn  de  Montesson  bekannt 
„gewesen,  so  hätte  er  vielleicht  gesaart,  —  Snellius  habe 
■  :,,PotheDot8   Methode    gebraucht!,   wie   Cassini  de 
„Thary  sagt:  Saellfiat  habe  tvr Meatang  eines  Grades  eben 
„die  Metbode  gebraucht  wie  die  franzöaisebea  AatravoMtt 
,.(M^mnire8  de  Paris  1748,  pag.  123**),  anstatt  zu  sagen? 

,,die  franzöaiacben  Astr  wie  Snellins.    Die  rhe- 

„torisehe  Figur  heiaat,  glaube  ich,  vmsifov  nQoit(twl  t!^ 
■  I II  I  if  Iii 

*)  Ks  sind  hier  Klatntrs  geometrische  Abhandlungen.  T.  I.  gemeint.  &. 
••)  On  trouve  cettc  expression  de  Cassini  dans  les  Memoires  de  TAca» 
demie  des  sciences  de  Paris,  j)our  les  annees  1702  et  1718.  et 
M  nmi  daM  le  voiame  de  1748,  ce  qat-esc  probahloneBt  mw  hm»  d  im- 
prassioB,  au  Ueu  de  1718. 
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Jr  mp  srnfirai  hoiiorp,  Mr.  fy«  Professeur.  si  voiis  yotilez  fixer 
votre  attention  aux  reflcxions,  que  j'ai  pris  la  libcrte  de  voug  adres- 
ser,  et  encore  plus,  si  vous  voulez  eu  faire  mentioo  duos  votre 

Poimottpz  noi  encore,  a  cette  occasion,  la  remarque,  que  la 
Solution  giMtnietrique  des  ^quations  ilu  second  deg^r^,  commuoiqu^e 
par  ftJr.  Le  Frofesseur  Mensing  dans  le  III.  Heft.  No.  XXV.  de 
Tiitr«  Journal  ne  differe fond  d*ane  sölvtioQ  pareilte,  &6]k 
dnnn^e  par  CagBoli  dant  MB  Traitd  de  «Trigo-aaiwdtrie. 
Chap.  XII.  '  ■ 


■  •  »    .  *  >•■••.>.**»■"■• 

Briafliebe  Mittheilang'  -des  Herrn  PraÜBMimi  .Diu  .€la*lin|p  m 

Uarburer  an  den  llerausgehcr. 

AU  eioe  der  grossartigsteu  kiiDrichtungen  zur  Beförderung  des 
inathematiBcb.physikaUscheB'ITnterriebts,  welche  in  der>li6uern  Zeü 
in  Deutschland  betroffen  wordeo  sind,  verdient  gewiss  ein  Bau  be-t 
zeichnet  zu  werden,  welcher  auf  Befehl  St.  Hoheit  des  Kurprinzen 
und  i^iiiregenten  in  Marburg  ausgeführt,  und  mit  dem  Anfange 
,  des  gegenwärtigen  Wiiiler>iSeniesters  dem  acadenischen  jGebraiicSa 
eröffnet  worden  ist. 

Auf  einem  hohen  Punkte  ohnweit  der  Mitte  der  Stadt,  die  sich 
um  den  8chlossberg  in  laoge.m  Bpgen  herumzieht,  .wurde  nänUcJi 
ein  .älteres  Staate -CUsbände,  der  sogenannte  Oiirnberger  Hof  sa 
wissenschaftlichen  Zwecken,  und  zwar  namentlich  für  das  seit  vie- 
len Jahren  hier  bestehende  mathematisch-physicalische  In- 
stitut, ganz  neu  ausgebaut  Das  Institut  erhielt  in  demselben  den 
ersten  Stock  eingeräumt,  und  somit,  unmittelbar  neben  einem  ge- 
rftBinigeB  Hörsaal,  zur  angemesseneren  Aufstellung  des  physieali* 
schon  Apparates  vier  Säle,  welolie  nebst  einem  dazwischen  liegen- 
,  den  Zimmer^  was  zu  gewissen  V  ersuchen  verdunkelt  werden  kann, 

*  durch  Flügeltbären  mi  einander  verbunden  sind.    Sie  stellen  so 

eine  Länge  vob  ISO  Fuss  dar,  und  verstatten  alio  muiclie  Ver- 
suche in  geschütztem  Raum  anzustellen,  welche  Man  soBVt  Bor  im 
'  >       Freien  würde  vornehmen  können.  .  . 

,  .  Zugleich  ist  dadurch  auch  die  Gelegpenheit  gegeben ,  dass  ein 
grosser  Theil  des  Apparats  an  seiner  bleibenden  .State  benutzt 
werden  kann,  ohne  dass  er,  wie  sonst  üblichj  dam  jedeemal  an  das 
Auditorium  geschafft  zu  werden  braucht. 

Ueberdies  sind  neben  diesen  Sälen  noch  zwei  Arbeitszimmer 
eingerichtet.  Haa  hielt  nämlich  bei  dem  Plan  den  Gedanken  fdst^ 
dass  nach  dem  gegenwärtigen  Zustand  der  Wissenschaft  es  durch- 
aus nicht  mehr  iiinreicbt,  dass  der  Studirende  die  Vorlesungen  be- 
suche, sondern  dass  ihm  vielmehr  auch  Gelegenheit  gegeben  wer- 
den sollte,  sich  in  eigenen  Arbeiten  zu  üben.  —  In  diesen  Arbeite* 
*  zimmern  ist  nun  auch  einstweilen  der  Apparat  ftir  die  praktische 
■  Geometrie  in  Schränken  untergebracht.  Auch  werden  sie  von 
denjenigen  Studirenden  benutzt,  welche  sich  Apparate  zeichnen 
wollen. 

Im  Erdgesrhoss  hat  das  Institut  Werkstatt  VBd  Schaiede,  im 
oberen  Stock  ist  die  Amtswohnung. 


Digiii/eü  by  LiOC^Ie 


11t 

WeDn  das  bisher  erwähnte  schon  eine  nanfaafte  Verbesserung 
und  Vervollständigung  des  Instituts  genannt  zu  werden  verdient; 
so  ist  dagegen  noch  Mehreres  neu  hinzugekommen  was  bisher  der 
Universität  ganz  fehlte. 

Es  ist  nämlich  uomitfelbar  mit  dem  Haupt- Gehätidc  ein  Thurm 
verbunden,  der  in  einer  Höhe  von  80  Fuss  vom  FeUeugruude  sich 
erhebt,  und  auf  seiner  ebenen  Fläche  einen  Pavillon  als  Lucal  für 
astronomische  Beobachttingen  mit  b^veglicheD  Instrumenten  dar- 
bietet. Freilich  kann  dieser  Einrichtung,  vom  Standpunkt  der  heu- 
tigen Astronomie  aus,  der  Name  Sternwarte  nicht  beigelegt 
werden,  insofern  man  damit  eine  Anstalt  bezeichnet,  die  auf  die 
Ausbildnng  der  Wissenä'chaft  selbst  abzweckt.  Wohl  sbei*  ist  dnrcli , 
diesen  Thurm  der  Zweck  vollständig  erreicht,  dass  von  nun  an 
der  Marburger  Studirende,  in  den  Vorlesunpren  über  Astronomie, 
das  was  er  hört  auch  praktisch  beleckt  sehen^  und  selbst  üben  kann. 

An  lMltewnentM'«atlMilt  dieser  Thurm  bis  jetzt:  Ein  tnif^bnres 
Passagen- Instrument  von  Ertel  nebst  Uhr,  einen  Clirooometer  von 
Kessels,  ein  fünffiissiges  Frauenhufersches  Fernrohr,  einen 
desgleichen  Cometensucher,  eine  j^araliactische  Maschine  mit  drei* 
fiissigem  Fernrohr  und  einige  kleinere  Werkzeuge.  Zugleich  ist' 
der  Thurm  in  der  Mitte  ganz  durchbohrt,  so  dass  für  alle  physicu- 
lischen  >  ersuche,  welche  eine  grössere  Höhe  erforiJero  als  die  Zim- 
mer darbieten,  eine  freie  Fallhöhe  von  8U  l-uss  zu  Gebute  steht. 

Kndlich  ist  aaf  dea  bfteriBten  Punkt  des  Schiossbergs  in  einer 
geradlinigen  Entfernung  von  nicht  s^auz  160  Ruthen  ein  rinpfs^um 
ganz  freistehender  Pulverthumi  zum  meteorolugischcn  Thurm  her- 
gestellt, der  jetzt  auch  im  Bau  vollendet,  nächsten  Sommer  seine  , 
innere  Biunchtung  erhalten  wird;  sonit  also  auch  in  dieser  Hinr 
nthclit  'defii  inistitute  eine  grössere  Wirksamkeit  gesichert. 

Bei  dem  bekannten,  und  namentlich  schon  ^gelegentlich  der 
magnetischen  Beobachtuoffeu  bewieseneu,  Eiter  der  Murbur^er  Stu- 
direnden,  li^bt  nn  ertnumny  daea  diene  neue  weeentliebe  Verbcsse. 
-rung  des  Instituts  von  ihnen  gründlich  benutzt  und  somit  der 
Zweck  der  Kurhessischen  Staats- Regierung,  weiche  dieselbe  vec» 
fügte,  recht  vollständig  werde  erreicht  werden. 


Bemerkungen  und  Aufgaben  ?on  Herrn.  3cb«r|ing,  Lehrer 

nm  Gymnasium  zu  Lübeck. 

Bezeichnet  ^  den  Ziusfiiss  (d.  h.  die  Minsen  vom  Kapital 
k  das  Kapital,  Xt/i  den  künftigen  Werth  desselben  nach  Jabiren 
bei  saMunmenffeaetzten  Zinsen,  nnd  setzen  wir  m  bot 

■an,  wenn  jfthrtieb  die  Swbm  r  tngelegt  wird, 

I.   X'„  =  Xr*«-|- j      — 1) 

nnd,  wenn  jäbrlidi  die  Snäne  i*  weggennintnMn  wird, 

Ii.    /«=3^(»— -f  l). 
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Cm  I.  zur  iinunterbrocbeMa  4ofiltHiwiMlwii  ttOMdiamg  tellg- 

lich  SU  macbeu,  oebme  nan 


setMj  da  «>1  ist,  (t)  ifpo  f>==^^;  so  erli%U 

Nun  MtM  MO  fener  (2)  tg  fffssw  9         **  erliilt 

=s ^»«(1  -^{tg  tt>r)  =  X-»»  (sec  Sp)» 

II.  lässt  sich  nur  dann  auf  diese  Weise  zur  ununterliroclHMuMi 
logarithmiscIieD  Kerechouoff  tauglich  macbeu,  wenn  die  jätirliclic 
WegDfthne  di«  Zinsen  des  K«|iitals  nicht  übersteigt.  Coter  dieser 
Vonssaetivng  nebnie  nao  wieder,  wie  Torbin, 

■0  eribält  man      =        —     (cos  9)*].  Da  nun  unter  «der  ge* 

machten  Vuraussetzung  ganz  gewiss  ^  (cos  sp)'-^!  ist,  su  uebme 


man 


(«)  ritt  ^  =  €08  q> 


uad  erhält  dann 

(3)  Afn  =  Jf»t^  (cos  ipy. 


Neont  man  ferner  A  die  IHise  ond  r  die  jSfcrliche  Rente»  so 
liat  fluin 

zur  BestimMDir  der  Mise  III.  Jh=:     .  , — ^. 
anr  Beattanmog  der  Rente  IV.  r  =:  -^-r. 

Um  diese  Ausdrücke  xnr'  logarithmscbeu  Bereebaong  laagliab 
«u  vacheo»  nehme  mao 


Setst  man  oaa  (1)  sin  y  =  |/^>  so  erhält 
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NiMt  inMi  OHO  wieder  (1)  nm  yss^^^,  so  «rNiU  «oH  .d.. 


I  • 


Anfgob^D  tttof  4trs  rceiHrtiiklige  Oreieeli-^^  imrck 

Algebra  löabar. 

Die  beiden  Katheten  sollen  a,  6^  die  Hypotenuse  r,  und  das 
von  der  Spitze  des  leciiten  Winkels  auf  die  Hypotenuse  gefällte^ 
PerpeodSkel  telT  k  lieisten.  •   <      •    >  " 

1)  A  und  c  zu  bestimmen  aus  Oy  A. 

Man  bestimme  die  Projectionen  der  beiden  Katheten  auf  die 
Hypotenuse  einzeln  und   addire    die   Kesultate,    so    erhält  mao 

uiul  aas  bestimiat  sidi  6,   Beide  Ajisdrücke 


riojl  bequem  zu  eonstruiren. 

2)  <jr,  6,  c  zu  bestimmen  aus  /t  und  c  :  lt  =  m  :  n.  " 

b  ist  «in  geometrisches  Mittel;  davon, ausgebend,  gelangt  man 

zoDäclist  zur  Bestimmung  voo  ^  =  ,-7====,  worouf  sieb  c  und  « 

bestimmen  lassen. 

3)  Aebolich  ist  die  Aufgabe :  aus  k  und  b\hz=,m\n  die  anderu 
Stücke  zu  bestimmen.  '  .s».' 

4)  Aus  a  =b  ^  =  «  und  h  die  andero  Linien  so  tetlinmen. 

!Vlaa  4|uadrire  <»±Ä  =  *,  so  bekommt  man  ein  die  Gleichung, 
worauf  man  zu  beachten  bat,  dass  ab=:ch\  das  Resultat  giebt 
<.==p/<db\/«' -+-/<*.    Es.  ist  klar,  dass  in  beiden  Fi^Uep  jiur^ 
daa  Zeiehen  +  vor  der  Worsel  gebraucht  werden  kann.  ' 

5)  Aus  0  +  ^s#  und  e  die  übrigen  Linien  zu  bestimmen. 

Man  verfahre  zunächst,  wie  vorhin,  mache  dann  a  zur  ge- 
•nchten  Grösse,  so  lindet  man  «=;^f=fc V/ä«»  —  2c'),  woraus  b 
und  h  zu  bestimmen  sind. 

6)  Ann  nr— 4=i^nnd  c  die  übrigen  Linien  zo  liestimoien. 

7)  Ans  c-i-»  =  *  und  //  die  l/mied  zu  bestimmen. 

Man  verfahre  auf  siinlicbe  Art  ^'vt  in       elimioire  c,  so  be- 

«»  — '  ^ 
stimmt  sieb  0=  > 

8)  Aoi  c  -  «=tf  und  b  dieselbe  Bestimmung^  su  mncben. 


1.  >...*■ 


Kur««  und  einfache  Ableitung  der  ganzen  ebenen 
Trigonometrie  aus  den  beiden  üligenschaften  des  ebe- 
nen Dreiecks,  dass  die  Summe  der 
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trägt,  und  dass  sicli  dicvSeiteu  wie  die  Sinus  der  fcegcii- 
übersteheiideD  Wiakel  verbaiteo.    Vom  Uerausgeber. 
Weil  oach  des  beiden  gennnteii  .SttCseo 

1        ^  A       ^  i  ' 

sin  C  wk  C  e 

und  ein  ^s&:sin  ist,  so  ist 

^    sin  (^-f-C)   sin  IT 

SbI?""""  <?'  sinC?"" 

und  folglich 

wa  {U     (  ')     •'i"    «H-^^'  -+-  C")  —  sin  Ä        af-^  ^ 

Zerleff^  man  nun  die  Zilhier  der  beiden  Brüebe  auf  den  Unken. 
Seiten  der  Gleichheitsxeicben  in  fnctoren,  und  setet  ngleiell 

sin  C=  2sin      cos  ^C,  i 

so  erilält  man 

.     si»  (BH-iCJ  a-t-if    cos  {B^jC)  _  a-l> 

HÜi  iC      —     e    *       «OS  i<?  c  ' 

und  folglich 

j-     sin  (Zf-f-4<.')-t-sin    2sin  i{£i~hC}  cos  |g  ;  a-j-i-j-c 

•  •  ,  sm  tuTlC  ^,  » 

^    sin  (B-i-iO—ma  jC  2cos  jjB-hC)  sin  ^B  g^k-^c 

^'  -sin  iC?  ~  süTjC  7"''«  ' 

.    cos  (g  +  iO-Hcos  jC       2cos  |(Jg-f.C)  cos  ^B  g^^'^j 

4£7  «OS  iC?  C  :  ' 


«  (B-^jC)  —  cos  IC  -gsin  Kg-f-D  sin.^g  *-|>tf-.is 

^  ^  cos  iC  —  ccsif^  r  * 

oder,  weil 

oin  ^ß-hCysssco»       OOS  i(^-h<?)s8in  .> 

ist, 

cos       cos  ^i?   a^A-^c 

sin  iC       :  2e.     '  . ' . 

1A    »in  j/i  sin  ^jg        U^k'-'e     '      •  ^ 

.  ,  •  ,  sin  4C      —       2e  * 

II     sin       cos            si-f-g  —  ^     -  '  - 

cos  iC  2^      '  ' 

ia    cos  |vjf  sin  ^B      b'i-c  —  a 
cos  \C      —      9c  • 

Durch  Addition  von  9.  und  10.  und  durch  Sabtmction  von  11.  und 

12.  ergiebt  sich 

13  CO«       —  B)       a^b    sin  ^A-^B)        a  —  b 

,  ; r/    «in  \c  =         cos        Tc""'. . ; 

wovattk'  fhrneo.dwvh  Division 
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oder        '  ♦  ,      .    • . 

Aus  lü.  uuü  11.  uud  aus  9.  uod  12.  iolgt  durch  Multiplication 

III,   «»"  4^*  «in  — 

sin  C  ic*  *  ' 

17.  cos  i^»  sin  (4i^i^g)4i^g_<») 

•in  C  ,  Ic*  ^»  V 

also,  weil 

-  •  «in  B      jö^        I  . 

.   "         •;  ..       sin  c""  c  ' 


18.  rii,i^  ^:|/5+£E55±IH3, 

«  •  • »  , 

uod  folgli^  diu-cli.  Pjivisian  ..      .  , 

und  dfuxb  MuUiplicati^D 

Pern^r  ^rgiebt  sieh  ftot  18.  and  19.  leidrt 


t 


also,  weuf)  ni^n  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  subtrahirL 
nach  ein«  bdkaoVjteii  goniöm^riselieo 

woraus  man  nach  gehöriger  Bntwickelung  sogleich 


Ii  .  . 


erhält.  V 

Ana  4,  erhalt  aus  auch  laicht  die  beiden  Gleichungen 

uod 
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Setst  OIM  in  der  letzten  Gleicbung  zuerst 


■o  «rhält  MB 

e 

l  ( 

27.   8.U  iO'  =  —  , 

«8.  eoB(Ä+K)«  =  -  '    ^^^^  ; 

■•4  hienma 

-V-  *  ' 

Nack  leiehter  RMhomig  erkält  man  aber  hieimiit  fenier 

wobei  man  zu  bemerkeD  hat,  ftaw  «regeo  der  zweitea  der  beiden 
ÖleichuDgen  4.  die  GröBseo  vad  eos  (^+^C)  immer  gleicbe 
Voncieben  baben.  Aai  30.  «ad  Zt.  Uhtt  «ndlieb  dnidi  DiTTsioa 


lolgt 

aa.  taag  (A^ir)=:  ^^J/    _^^^^)  ' 

Wenn  man  den  Winkel  C  des  Dreiecks  ABC  durcb  eine  gerade 
Unie  balbirt,  so  wird  man  sogleich  die  geometrische  Bedeutung 
'dea  Wiakela  ^  +  erkennen. 

Daaa  !■  Obigen  eine  Tollstäodige  Abhandlung  der  ebenen  Tri> 
gonnmetrie  enthalten  ist,  wird  man  sogleich  übersehen.    Von  der 

Sewöhnlicben  Entwickelung  der  obigen  Formeln  unterscheidet  eich 
ieselbe  dadurch,  dass  man  bei  der  ersteren  von  der  Formel  24. 
ausgeht,  und  diese  Formel  arit  Hilfe  einer  (lonstruction ,  bei  der 
bekanntlich  mehrere  Fälle  zu  unterscheiden  sind,  beweist.  Bei  der 
obigen  Entwickelung  gelangt  man  zu  dieser  und  zu  allen  zur  Auf» 
lösung  der  Dreiecke  nöthigen  Formeln,  wenn  man  nur  erst  den 
8atz,  dass  sich  die  Seiten  wie  die  Sinns  der  gegenttbaratehenden 
Winkel  verhalten  bewiesen  hat,  welches  bekanntlich  äusserst  leicht 
ist,  auf  rein  analytischem  Wege  und  durch  gans  aligeaieine  Schliiüc^ 
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mg  geben  möchte,  da  dieselbe  iberdiea  ««Itt  wd  vil  «Mw^ 

geringOB  MtMifwiMide  mib  JBwvck«  fuhrt.  .  .  ,  .  . 


•  •• 


^  •   NouTelle  batteri«  ffslTSiiMue. 

(Acad^mie  des  sciences  de  Rruxelles.  S^ance  du  6  F^vrier  1841/) 
M.  M.  Crabny  et  Quetelet  tont  un  rappnrt  favorable  nur  uoe 
ttouvelle  bntterie  ffalyaoique,  pr^s«nt^e  dans  uoe  pr^c^dente  s^nce, 
par  M.  J.  A.  Van  ndieo  de  Natilrkbt.  Cette  pile  revient  pour  le 
tond  ä  la  roodificatioo  apport^e  par  M.  Farada^-  a  la  pile  de  Wotlu- 
stoD,  si  ce  n'est  que  AI.  Van  i\elsen  emploie,  pour  s^parer  les 
euivrea  des  coupies  «uccessifiB,  des  carreaux  de  verre  »u  lieu  de 
|ifi«r  verfti  dont  M.  Faradsy  fMt  usage  dam  le  ntoa  bat.  En 
•Kirci,  M.  Van  \clscn  a  adopte  le  zinc  amalgam^.  Coainie  les  r^- 
sultats  qii'il  en  a  obtenus,  depuis  deux  ans  qu'il  en  fait  usage, 
sout  tre«  satisfaisaats,  et  <|ue  cetle  pUe  produit,  a  ^^alit^  de  n§turj& 
de  l^adeir  .des  ä^aeate,  dea  effets  plus  ^nergiquet  qoe  cenx 
qpNB  l'oD  «bfient  des  piles  ordinairement  employ^es,  il  ne  sera  pas 
Saas  Utility  d'en  donner  ici  la  deaeriptiAi) >  et  de  faire  Aenaaitr^ 
quelanes-uos  de  aes  effets.        ,  ' 

ijm  dknMBtij  eaivre  et  aiae,  aoat  dispoadea  aiaii  qae.Bous  Fa-. 
vons  dUs,  comme  dans  la  combinaison  de  Wollastoo;  c*est-a-dire 
que  le  cuivre,  soude  au  zinc  dans  chaque  couple,  va  eiubrasser  le 
ziqc  du  coupie  suivant,  de  niaoiere  a  ötre  en  regard  dveq  les  deux 
fiMSfii.de  eetle  plaque«  laaia  eaae  deatact  «ree  elTe.  Elle  diffbie  d« 
la  pile  de  Wollastun  eo  ce  que  les  lawes  m^talliques  sont  beaucoup 
plus  rapprocb^es  les  unes  des  autres  que  dans  cette  derniere;  elles 
De  i^y  trauveat  qu'k  denx  miilim^tres  de  distaqce,  et  sont  mainte- 
aaes  alnsi  par  des  morceaax  de  li^ge  Ipteiipap^  entre  les  plaques 
de  zinc  et  celles  de  cuivre,  taudis  qae  les  plaques  de  cuivre  des 
^l^ments  cons^cutifs  sont  separ^s  par  des  carreaux  de  verre  de 
mime  ^endue  que  les  plaques.  Elle  se  distiogue  encore  de  la  pile 
de  Woljastoa  ea  ce  qae,  aa  liea  de  feire  plonger  chaaue  paire 
dans  UD  vase  particulier  eontenaet  de  li^ide  acidul^,  la  pile  enti^re 
est  immerg^e  dans  une  seule  augc  contioue,  sans  cloisons.  Tons 
les.conples.seDt.pla«^  dans  uoe  espece  de  cadre  de  boi«,.  soignea- 
seaMnft.  verav-deas  Jeqael  jls  soat  neileaieBt.tetaiMMi,  saae  qu^fffH 
n^oeaaaire  de  les  attacber  par  des  w  a' ane"  batre  de  bois,  ainai 
qn'on  est  oblige  de  le  faire  dans  la  combinaison  ä  la  WoUaston* 
Cette  dispfMilHia  nräseote  encore  Tavantage  de  fsciliter  beaUfV(Hip 
le  ddiasaeaUag«  das  dIdMata,  Las  '«oaples,  rtais  daas  ie  eadiei 
sont  daioaadas  taaa  k  la  fisis  daas  le  liquide  -aaidni^  reafem^  daas 
i'auge;  on  ajonte  encore  que  les  laraes  de  zinc  sont  amalgainee« 
avec  aoin.  La  pila  que  i'airteur  «enatraiait,  ii.  j  a  deux  aas»  e^a 


aiäte  lanf.li^'eeiijples,  daai  les  Immb  de  »m  tat  .U^  caqMtiai  da 


iaagBaar  tmS4m  laipaar.  Celles  de  eaivat  «at  h  mka%  largear 
mr  «aa  laagüMi  A  pip  ffto  4»aUe,  fmr  sa  acftter  mtmv  des  la- 


^  L'Hatttlatlrr  Satt.  Ne.  Wk  Jt.  Jlsi  tMI. 
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'  nes  d«  «BC  Bllts  Met  «oud^es  aas  las««  4a  aiae  da  Mpla  ^td>« 

oMeot  par  un  prnlongement  Stroit. 

Ce  petit  iDstnimeDt,  qui  n'a  qu'uoc  sectioo  hoiizontale  de  3äl 
centimetres  carr^s,  qui  ne  cbnsomme  que  peu  d*acide  et  une  fort 
petile  quBDtit^  de  zidc,  produit  des  effieto  tr^ ^^aergiques.  Plong^ 
*  daos  un  m^lange  de  60  parties  en  volume  d'eau,  une  d'acide  nitri-,  ' 
que  et  autant  sulüirique,  il  fuit  rooffir  le  cbarbon  de  bois  avec  aoe 
lumiere  dout  les  jeux  peuvent  dirocilemeot  supporter  T^lat.  üa 
fil  de  fer  de  4-  aiiMiawtre  d^^paisseur  sur  35  centimetres  de  loa», 
guenr  rongit  sur  toutc  son  ^tendue.  Quand  le  Iii  n'a  que  25  cen- 
timetres de  lon^ueur,  il  aequiert  un  baut  degr^  d'incandescence,  et 
ne  tarde  pus  a  ctre  dispers<^  en  globale».  I^a  d^conipoiitioki  de  1'eaa 
eat  op<^^  avec  uue  tres  grande  rapiditd.  '  ' 

I.es  deux  batteries  galvaniques  que  Pauteur  a  cnnsCnutes  pour 
rUniversit^  Catbolique,  d'apres  le  plan  de  celle  ci-dessus  decrite, 
mais  sur  une  echelle  plus  grande,  offreut  des  effets  proportioDD^-ii 
lean  dioiensions.  Celle  da  cabiaet  de  physique  consiste  aa'  IM 
eaapl^s,  dont  les  Innies  de  zinc  ont  16|  centimetres  de  largeur  sur 
20  de  bauteur.  Par  son  moyen,  un  ü\  de  platine  de  de  railli» 
metre  d'^paisseur  sur  45  centimetres  de  longueur,  ftit  mis  ea  incan* 
'  dasceaee  ayee  uo  ^clat  extraordinaire,  et  tomba  ea  aapt  laorceaux 
anx  extr(^mit('s  desqiiels  le  m^tal  fondu  s'ngglom^r»  en  boules.  Uo 
fil  d'argent  de  d'dpaisseur  sur  40  centimetres  de  longueur  rou- 
l^t  fortement  et  tumba  eu  fragments.  Uo  Iii  de  fer  de  1**^,  22  d'^-  , 
paistear  -sar  40  'ceatiai^tre8  de  longaear  tat  pditd  Mptdaiaeiit  a  la 
plus  vive  ignition,  et  se  r^duisit  en  quatre  mnrceaux  dans  lesquele, 
en  plusieurs  cndroits,  Ic  fer  foniiu  s'etait  ramasse  cn  gros  globules. 
Lors  de  cette  derniere  exp^rience  la  batterie  avait  d^ja  travaitU 
depuis  loogtemps  et  dtait  tr^a  affaiMie.'  Aa  ddbat,  «Mi*  avait,  afia 
d'exciter  une  ^tincelle,-  rapprocb^  jusqii'au  contact  les  deux  lames 
de  cuivre  ijui  servent  de  conducteurs;  les  extrcmilcs  rapprochees  se 
.  souderent  lUCODtioent  ensemble,  au  point  qu'ii  fallut  employer  un 
oerteia  elFort  paar  lea  afl^arer. 


-  -  ",...». 
la  den  No'via  CommeDtariis  Acadeoiiae  aciaBtiaraai 
imperialis  Petropolitanae«  T.  XV.  p.  107  findet  man  eine 
aiemÜch  weitläufige  Abhandlung  von  Lexell,  welcbc  die  folgende 
'  ■  ücberscliritt  führt:  8olutio  probicmatis  algebraici   de  in- 
vestigatione  numerorum  continue  propurtio oalium,  quo* 
mm  datur  sumsa  a  et  samiaa  qaadratoram^   Im  Bingange 
dieser  Abhandlung'  meldet  Lexell,  dass  in  Saundersons  Alge- 
bra sich  Auflösungen  von  Moivre  für  die  beiden  Fälle,  wenn  vier 
oder  tünf  Glieder  der  geometrischen  Reibe  gesucht  werden,  ba* 
ftadaa,  aad  daai'Haelaa-rla  ia  taiaar-Algabra  aaluttaaUi'  quoddaai 
'ipaciaien  pro  illo  tantum  cnsu  quo  numerus  termiabrum  est  impar 
•  ffegeben,  dass  er  selbst  aber  die  Auflösung  des  allgemeinen  Pro- 
blems: quo  quaeruntur  numeri  quotcuoque  continue  proportionales, 
datia  aaram  saaiaia  et  aamma  qaadratoraai,  aiebt  MwaM  proptar 
ütilitatem  ex  liae  prablanata  reafladaatea,  .aaBdarB  vialaidbr  prapler 
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egregi»  ista  ealculi  mImMm,  ffuHb  t4  ein  «4l«lk>Bar  Mfiiniiliv» 

,  miteriioiiiaien  habe. 

In  einem  in  meinen  Hunden ■  befindlieben  Meniucript  bat  Jo- 
hann Priedrieh  Pfaff  sieh  die  folgende  neeh  weit  «IgitteiMl« 

Aufü^nbe  vorgelegt: 

Wenn  die  Summe  a  von  Gliedern  einer  geometri«* 
sehen  Reihe  und  die  Summ«  6  der  rten  Potenxen  dieeer 
Glieder  iipegeben  ist:  die  Reihe  sa  bestimmen,  d^'h.  ihr 
erstes  Glied  und  ihren  hlxponentcn  zu  finden; 
und  bat  zugleich  einige,  wie  es  mir  scheint,  sehr  bemerkenswertbe 
allgemeine  Gesichtspunkte  angegeben,  weiche  zu  einer  zweckmässi- 
fl^n  Auflösuoff  dieses  Problems  führen  können.  lodern  ich  den  Le- 
sern des  Archivs  über  die  von  Pf  uff  aufgezeichneten  Bemerkungen 
im  Folgenden  einige  Mittheilungeu  mache,  möchte  ich  mir  zugleich 
erlauben,  dieselben  zu  dem  Versudie  einer  vollständigen  Auflösung 
des  in  Rede  stehenden  allgemeinep  Problems  aof  demf  Von  dem  ge- 
nannten, der  Wisscnschjift  leider  zu  früh  entrissenen  grossen  Matne- 
iiiatiker  vor^ezeichneten  Wege,  .und.  stt  der  AUttheihiag  deraell^eo 
in  dem  Archive  autzufordern. 

Beseiebnen  wir  mit  Pf  alf  das  erste  ISIiad  der  gesuchMii  Mha 
■it      ihre»  Bx]ionenten  mit  |r,  so  ist  die  gesnchte  Reihe 

und  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  halien  wir  daher  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen; 

Jti}  -Hjr-l-^+yir^-  . ...  +yff*4)0n=*5 

oder 

Brhebt  ifian  die  beiden  Seite«,  der  ersten  Gleichung  auf  die  rte  Pq^ 
tenz,  und  dividirt  dann  die  erste  Gleicbabjg  dnreli  die  sweit9,  9ß 
«rhält  man  die  folgj^e  ÜoM  noeh  din  nnmaBatB  Grüese  y  ent- 
haltende Gleichnng:  '    ' ' 

'  *  '.     /'-yy  1-r  _         •  '■  '  - 

.oder,  wenn  wir  der  Kfine  wegen  -f=c  setzen, 

also  nach  einem  bekannten  Satze  -  '  ' 

-=  cj l-H +  ya." H- . . . -I- yt»-»^^ I 

oder 

—  ( 1  •+ y -f- y  * -f- ^  +  y y* -I- ... -H  y^i) ' 

Diese  Gleichung-,  mittelst  weicher  der  gesuchte  Exponent  y  he- 
stimmt  werden  mnsp,  isf  offenbar  yom  Grade  (r  — l)|n,  hat  aber 


eine  Eigenschaft,  welche  es  mügUcli  macht,  sie  auf  ein<>n  niedrigem 
6rad  zu  reducireo.  Bezeichnet  inao  nämiicb  die  Function  auf  fier 
Knkei  Seitü  in  GleidiiraiteMielMiit  im  AllgeiMia«i  duvh  f{y),  so 
4am  ahm  4m  obig«  Gleichoog  di«  Fmb 

erhält,  und  setzt  nun  y  für  so  wird  diese  Gleichnng)  wie  man 
Dach  leichter  Rechnung  findet, 

Wenn  aber  überhaupt  die  Function 

/X*)  =       4- CJ««^ -f- +       -i- -I- Ä 
einer  Gleicbuns 

/T(»)=o  ^ 
dea  ivten  Grade»  die  Bigenachaft  hat,  dasa  aie,  wenn  man      für  % 

mm,  lik.  ^  übcirgefct^  ao  fat  Jedeneftt 

d.  h.  die  vom  Anfange  und  Ende  gleich  weit  abstehenden  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung  sind  einander  gleich,  welches  auf  folgende 
Art  leicht  im  Allg^meiD»  bewiesen  werden  knilD. 
Nach  der  Vetaasaelnnig  iak  für  jedes  »  •  ' 

- 


%n  ^  ^  a«-2  -T-  .  •  •  -T-        I  j 

 Jit*-i-^a^i-i- Ca«»-» -|.(bt»-»-g»-«-ai 


und  folglich  fSr  jedes  wenn  man  mit  auf  beiden  Seiten  mul- 
tiplicirt,  '  ' 

H- Äs -f- Cx» ds^-z  H- 93»«-*  H- 2C«" 

=  3(  -I-  SÖ;6  +  (^s'  -h  .  .  .  4-  65»«-2-f-  +  ^»»i 

also  nach  einem  bekannten  Satze 

.4  =  2(,  Ä=»,  C=€,  u.  a.  w. 

wie  behauptet  wurde. 
*       Daher  hat  auch  unsere  obige  Gleichung,  aus  welcher  der  Bx- 
poneot  y  beitimmt  werden  mnaa,  die  Eifj^ensebaft,  daaa  die  Coeffi* 
deiten  der  vom  Anfange  and  Bade  gleicb  wdÜ  nbatebeodea  Glie* 

der  einander  gleich  sind. 

Nun.  bat  aber  schon  Guler  in  den  Commentariis  Aci^de- 
nite  scientiaram  imperialis  Petropolitanae.  T.  VI.  (M.  a. 
aacb  Leonhard  l^ulers  Einleitung  in  die  Aualysis  des  Un- 
endlichen. Aus  doni  Lateinischen  übersetzt  von  Job. 
Andr.  Christ.  Micheiseu.  Tbl.  Ml.  Berlin.  HOL  S.  13)  ge- 
seigt,  data  wlebe  Gleicbfingen,  in  denen  je  zwei  vom  Anfange  und 
Ende  gleicb  weit  abstehende  Glieder  gleiche  Coefncleuten  haben, 
sich  immer  vom  (2;»  -4-  1  )sten  und  vom  2Aten  Grade  auf 
lierabbringea  lassen,  worüber  Folgendes  zu  heaierken  iat; 


Google 


Wenn  die  OMchiiDg  znenit  voM '(Si»-f»  ])M«B  Chrad«  itt,  md 
•also  im  AllgemeineD  die  Form 

bat,  10  kaiiD  mb  diMolho  a«ck  aof  folgpade  ^  dantellan:  . 
md  flMUi<  kai|ii  alio,  wail  bekaaadieli  9b«riiaii|it 

22«-»-l  _|_  1 


Mt,  in  die  Fanction  auf  der  rechten  Seite  des  GleichbeitszeicLens 
mit  %  + 1  ohne  Rest  dividiren,  wodorch  man  eine  Gleichuog  des 
2i»teo  Grades  erhält,  in  welcher,  iwie  flieh  bei  eäherer  CnterancthuDg 
aaigt ,  noch,  die  voai  AoApfat  uid  ^nde  gleich  wfM  abatehendeo 
Glieder  gleiche  CoefficienteD  haben.  Waan  sich  also  «Aigen  lässt, 
dass  jede  Gleichung  des  2/iten  Grades,  in  welcher  die  vom  Anfange 
und  Ende  gleich  weit  abstehenden  Glieder  gleiche  Coefficienten 
bahw,'  anf  dan  «taa  G^ad  bafabgebnwsbl  waidea  kaMi,  ,aa  wM 
dies  auch  von  jeder  Gleichung  des  (2»-4-  l)etaB  -Gtadea  toü  dar  ja 
Bede  stehenden  Beschaffenheit  bewiesen  sein. 

Um  aber  zu  zeigen,  dass  jede  Gleichung  des  2«ten  Gi^ifies,  'm 
areleber  dif  ^oai  Anfange  und  Bnde  gleich  weit  abitäbendap  GHa- 
der  gleiche  Cbefäcienten  haben,  auf  den  »ten  Grad  herabgobiadit 
werden  knon,  verfährt  Euler  a.  a.  0.  auf  folgende  Art. 

Betrachten  wir  zuerst  die  Gleichung  des  vierten  Gradea 

and  dankaa  uns  dieselbe  auf  die  Form 

(»*H-a»4-l)  1)  =  0  ^  '■'< 

oder,  wia  mtm  nach  leichter  Reehnaag  findet,  auf  die  Fora  ^ 

gebracht,  so  babaa  wir'  fot  l^aatimiiiig  tob  a  and  ß  die  beidaa 

Gleicbiingen  , 

ä4-/}=^>  aß-^%=sB  oder  a+/}=^,  o^ssü  — 2; 

nnd  nach  einer  bekannten  Eigenscha^  der  GleicbuBgen  sind  folglieh 
a  and  ß  die  beidea  Wnraeln  der  Gleichung  des  swaitea  Gradea 

können  also  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  gefunden  werden. 
Hat  man  aber  auf  diese  Weise  a  und  ß  gefunden ,  so  erhält  man 
die  vier  Wurzeln  der  ffegebeneo  Gleichung  des  vierten  Grades 
dttfcb  AnflSsung  der  baiaan  fil^cbungen  daa  aveicdii  Gradea  • . 

«•  ^iM^  1  sO,      +     H~  1  =0. 

Balraohten  wir  ferner  die  Gleichung  des  sechsten  Gradei 

»• -f- Ä»*  H- Cs»  H- -i- -f- 1  =  <i 
ttad  denken  nns  dieselbe  auf  die  Form 

-+- -i- 1)  -Hl)  (»»-*.y«-f-l)  =  0 

oder  auf  die  Fora 
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H- («/? -h  oy -f. -I- 3>»« 

gebracht,  lo  haben  wir  zur  Bestimmoog  voo  a,  y  iHe  4fei  Glel- 
elüHgeii  "  ^  . 

oder 

o-f./?-!-;/  —  ^,  aß-\-ay-\-ßy=z  B^Zy  aßy=C—^J', 

und  a,  ^  lind  also  nach  eiaem  bekannteo  Satze  voo  den  Glei- 
ehoDgen  die  drei  Wurseln  der  Gleichang''  detf  dritten  GndM 

Hat  man  aber  durch  Auflösnog  dieser-  Gleiehaeg*  a,  ß,  y  gefunden, 
ao  eAalt  man  die  sechs  Wurzeln  ' der  gegebenen  CHeicbuttj^  dea 
sechste n  Grades^ durch  Aafldaong  der  drei  lolgendeB  qnndmtilieken, 

Gleichungen 

»* ««  H- 1  =  0,  »» -4-^« -h  l  =  0,  »» -H 4- *  =  0. 

Mehrere  Nittheilungen  zu  machen,  verbietet  jetzt  die  Bescbränkt- 
beit  des  Raums.  Dass  aber  die  vorhergehenden  Andeutungen  zu 
▼ielAichen  fiBmern  Entwickelungen  .Veranlassung  geben  können, 
liegt  deutlich  vor  Augen.  Vorzüglich  'wfirde  es  nntiirlich  auf  die 
Auffindung  allgemeiner  Gesetze  ankommen,  und  zwar  zunächst  auf 
eine  völlig  allgemeine  Cntwickelung  der  Gleichung  des  i»t,en  Gra- 
des, durch  welche  bei  einer  gegebenen  Gteiebaog  des  Sjsten  Grades 
die  Hülfsgrdsse  u  besinnt  wird.  Ohne  Beweis  giebt  Euler  e.  a. 
0.  die  Cuefficienten  der  - Min  entan  .Glieder  dieser  Gleiehang  auf 
folgende  Ar^  an:  ,  '  •  * 

1;  -^5  Ä-»; -C+(iS-l)^,  i>_(»«a)Ä^.2(^>. 


(«-»)  (« 

(n-S)  (n- 

-•) 

/y- (, - «)F+  »- *)    - ^) /> -'{("-^B 

<t(<»— 5)  f«~f.)  («  —  7) 
\  •  <^  •  3  •  4 

Auf  jeden  Fall  scheint  eine  neue  Untersuchung  dieses  Gegeustaodes 
und  der  obigen  Aufgabe  über  die  geometrischen  Reihen  wünschens- 
Werth  sn  sein.  G. 
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XXIII. 

Uutersucliung  der  trigonoinetrischen  Relationen 
des  geradlkügen  Viereckes. 

Tob  den 

-Henm  Prof.  C.  A.  Hretscüneider 

in  Gotha. 


.  SM  in  dner  Bbeii«  Tier  beliebige  PtokCe  ^,  C,  D  (IW.  III. 
JtVL  .1.)  gegebeifl«  von  denen  nie  mehr  als  zwei  in  derselben  Ge- 
raden liegen^  ao  wird  der  Inbegriff  der  secLs  geraden  Linien, 
welche  durch  diese  Punkte  gelefft  werden  köDDeu,  ein  vollstän- 
diffoa  ViAeck  genannt,  und .  düe  geffebenea  Pnnkte  Haupt» 
«CK OB  deoMlboB.  Je  zwei  jener  Gotmob,  welche  keine  Hangt- 
ecke  gemein  haben,  heissen  Gegenseiten  des  Viereckes,  ihr  von 
den  ftiauptecken  verschiedener  Durcbfchnittspunkt  ein  zugeordne- 
ter Punkt,  und  der  in  den  letstertn  tob  des  beidoB  Gegenseiten 
gebildete  Winkel  der  charakteristische  Winkel  dieser  Seiten. 
Es  hat  demnach  jedes  vollständige  Viereck  drei  Paare  von  Gegen- 
seiten: AD  und  BC,  AB  und  VD^  nnd  AC  und  BD\  ferner  drei 
Bogeordnete  Pnokte  6';  und  drei  cbBmkterisdie  Wiskelj 

AmM^,  AJTBf  nad  HGD.  Ferner  sollen  die  drei  Verbindungslinien 
je  zweier  der  zugeordneten  Punkte  zugeordnete  Seiten,  das 
von  ihnen  gehildiete  Dreieck  sugeordnetea  Dreieck  und  die 
Winkel  de«  letsteren  zugeordnete  Winkel  genannt  werden, 
während  dagegen  die  durch  die  Uauptecken  genenden  Geraden 
Hauptseiten  und  die  von  irgend  zweien  derselben  gebildeten 
Winkel  Uauptwiukel  heissen  mögen.  Zwischen  den  Uaupt-  nnd 
zugeordneten  Punkten  oder  Ecken  findet  übrigens  der  wesentliche 
Unterschied  statt,  dass  in  den  enteren  sich  immer  drei  H^iiptsei- 
tm,  in  den  letzteren  dagegen  nur  zwei  derselben  schneiden. 

Verbindet  man  die  vier  Hauptecken  eines  vollständigen  Vier- 
eekes  durch  einen  stetigen  Zug,  so  dass  keine  derselben  übcrgaa- 
'^en,  aber  puch  keine  nwai  Mal  berührt  wird,  so  lassen  sich  da* 
orcb,  in  welcher  Ordauag  auch  diee«  Puakte  «nf  einander  folgen 
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niügi^u ,  (loch  iMiiier  nur  zwei  Paare  tqd  Gegenwiten  beschreiben, 
während  das  dritte  Paar  stets  ansföllt.  Kine  solche  vierseitige  Fi- 
gur iiPiiiit  in.in  ein  einfaches  Viereck;  ilic  vier  durch  den  ste- 
tigen Zug  erhaltenen  Uuuptaeiten  werden  nun  specieil  V  ierecks- 
seiten,  das  nicht  erhaltene  Paar-  der  Hanptseiten  dagegen  Dia- 
gonalcp  genannt,  ländlich  heisse»  die  vier,  Von  je  zwei  Seiten 
des  «infachen  Viereckes  gebildeten,  Winkel  specieil  Vierecks- 
winkel; diejenigen  acht  Winkel  hingegen,  welche  von  einer  Dia- 
gonale und  einer  Vierecksseite  gebildet  werden,  mögen  die  Be- 
nennung Diagonal  winke!  erkalloB. 

',.  Die  TfiUständigen  Vierecke  zerfallen  nach  VeriebiedAiihat  der 

gegenseitigen  Lage  der  Hauptecken  in  zwei  wesentlich  versebiedene 
Classen.  Haben  nämlich  die  Hauptecken  eine  solche  F^age,  dass 
jede  derselben  ausserhalb  des  von  den  drei  übrigen  gebildeten  Drei» 
eckes  liegt,  (wie  dies  in  Taf.  III. Fig.  1.  der  Fall  ist,)  so  wird  der  eine 
der  zugeordneten  Punkte,  nämlich  JE,  nn  mittel  bar  durch  die 
zu  ihm  gehörigen  Huuptseiten  gebildet,  die  beiden  andern  dagegen, 
f  und  G,  entstehen  erst  durch  die  Verlängerung  jeder  von  bei» 
den  zu  ihnen  gehörigen  Hanntseiten,  oder  kürzer  ausgedrückt:  von 
den  zugeordneten  Punkten  fieg^  nur  einer  innerhalb,  jeder  der 
beiden  anderen  ausserhalb  der  vier  Hauptecken.  Haben  dagegen 
die  letzteren  eine  solche  gegenseitige  Luge,  dass  eine  von  ihnen 
innerhalb  des  von  den  drei  anderen  gebildeten  Dreieckes  liegt, 
(wie  dies  in  Taf.  III. Fig.  2.  der  Fall  ist.)  so  muss,  um  die  zugeordneten 
Punkte  zu  erhalten,  von  jedem  Paare  Gegenseiten  nur  die  eine 
verlängert  w<^''^cD)  so  dass  jeder  dieser  drei  Punkte  innerhalb 
zweier  Hauptecken,  aber  zugleich  auch  ausserhalb  der  beiden 
anderen  Hauptecken  liegt. 

Sucht  man  jetzt  die  sämmtiichen  einfachen  Vierecke  auf,  welche 
in  dem  vollständigen  Vierecke  der  ersten  Classe  entbalfen  sind ,  so 
bekommt  mau  erstens  das  gewöhnliche  einfache  Viereck,  ABCDA^ 
mit  vier  hohlen  Winkeln^  sodann  aber  zwei  sogenannte  über» 
schlairerie  Vierecke,  ADBCA  und  ABDCA,  mit  zwei  bohlen 
und  zwei  erhabenen  Winkeln.  Diese  einfachen  Vierecke  sollen 
im  Folgenden  durch  die  Benennung:  einfache  Vierecke  der 
ersten^  «weiten  und  dritten  Form  unterschiede*  weffdeaw  Bn 
ist  bekannt,  dass  die  WinkeUummc  in  den  Vierecken  der  ersten 
Form  4  Rechte,  in  denen  der  zweiten  uud  dritten  Pom  hingegea 
8  Rechte  beträgt.  •  • '  ' 

Werden  dagegen  auf  gleiche  Weise  die  einfachen  Vieredi»  b#« 
stimmt,  welche  in  der  zweiten  Classe  der  vollständigen  Viereeko 
enthalten  sind,  so  werden  zwar  ebenfalls  ihrer  drei  gefunden, 
ABCDA^  ADBCA  uud  ABDCA\  allein  sie  sind  sämmtlich  nur 
von  einer  nnd  derselben  Form,  indem  |edes  von  ihnen  drei  bohl« 
und  einen  erhabenen  Winkel  enthält.  Diese  neue  Form,  deren 
Winkelsumme  jo(Jerz,eit  4  Rerhte  beträgt,  soll  künftig  als  eia* 
faches  Viereck  der  vierten  Form  bezeichnet  werden. 

Solieo  endlidi  die  einfachen  Vierecke  nach  dem  Betrage  ihrer  ' 
Winkelsunitnen  von  einander  unterschieden  werden,  so  kann  man 
die  der  ersten  und  vierten  Form  als  Vierecke  erster  Oattnng, 
die  der  zweiten  und  dritten  Form  hingegen  als  Vierecke  zwei- 
ter Gatinng  suMMnaenftuMwii. 

■  *  I  • 
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Die  nadrfolgeDden  Uiitersucliungen  werden  sich  aossclilicss- 
lieh  auf  die  vollständigen  Vierecke  erater  dasse  gründen,  imd  8d 
weif  sie  cm  cinfnrlirs  Viereck  in  Betraclitunsc  ziclu-n  müssen,  stets, 
das  erster  Form  zw  Grunde  legen.  Die  so  entwickelten  Formeln 
werden  thcils  die  Vierecke  der  drei  übrJgeo  Formen  unmittelbar 
wnfasBeB,  .tbeils«  wo  4ic*  nicht,  der  Fall  a^o  sollte ^..liiif  dtcael- 
beo  leiclit  nbcr^etnigcn  werden  tcHnnen.  Üin  endlich  die  Vor- 
zeichen in  den  Formeln  hinlänglich  bestimmen  zu  können,  soll  in 
der  zu  Grunde  gelegten  Coustrukfion  (Tuf.  lll.Fig.  l.J  die  Hau|iteckc 

aüf  deren  Vorwärts  verlängerten  Schenkeln  dti  zugeordneten 
Punkte  JP*  und  G  liegen,  als  erste  E?ke  »ngenommen  nnd  dabei 
festgesetzt  werdcu ,  dass  die  Summe  der  Ilau|itwiakel  SAD  and 
BCD  kleiner  als  2  Rechte  sei. 

. .  itm  9diiB..i|«qpfbr  fotgnwk.Baaekbiiniff  «in:  I)  filr.^ie 
l«B  BBd  ihfi  Fail^tgwiiiigf«  in4'4^  •  i 

2)  för  die  eharakteristiichen  Winkel: 

A^B^A,  BÖD^a^  A^D^Cs 

3)  für  die  Hauptwinkel: 

BÄD^ißb^  AbC^ißb^U  CJBssiae) 

BCI}={a,ö,),  AAc=im,6),  CBD  =  {a,c,) 

u.  s.  w.  so  daüs  jeder  Hauptwinkel  durch  die  ihn  einschiiessenden 
Seiten  angedentet  wird; 

4)  für  die  zugeordneten  Seiten  nnd  Winkel: 

GE=a,       F£=ß,  FGz=r 

OJFEssißy)^  jFGE={ay),  FEG  =  {aß). 

5)  Ferner  sollen  die  von  drei  Hanpteckeu  gebildeten  Dreiecke 
Hauptdreiecke  heisscu  und  ihr  Flächeninhalt  in  nachstehender 
Weise  bezeichnet  werden: 

\    ABDz=iT,,  ACD=T^ 

BCD=T^,  ACB^T^; 

dagegen  mögen  die  von  zwei  Hauptecken  und  einem  zugeordne- 
ten Punkte  gebildeten  Dreiecke  Nebeudreieckc  heissen  und,  da 
es  ihrer  12  sind,  dnreh  ein  T  angedeutet  werden ,  dem  diii  Hanpt- 
aeite,  atif  welcher  das  Dreieck  sieht,  und  die  ^'ummer  des  zuge- 
ordneten Punktes  in  seiner  Spitze  beigesetzt  ist;  vrobci  man  die 
Punkte  F^  6\  E  beziehungsweise  als  ersten,  zweiten  und  dritten 
Pnnkt  betmektet.  DeMneli  wäre  s.  B. ' 
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■ 

C)  Den  Fläcbeniuhalt  des  zugeorduelen  Dreieckes  EFG  wolleu 
wir  ttit  A  bezeichnen }  dagegen  sollen  die  Flicheniiiliidte  der  ia 
Taf.  III.  rig.  1«  eBtiMlteB«n  ernftehen  Vitraekc 

AUCDA  =F,  ADBCA  =  F\  ABDCA  =  F" 

gesetzt  werdpii.  Mit  Hülfe  dieser  Bezeichnungen  und  Beoennun- 
gen,  deren  Zweckmässigkeit  sieb  durch  das  Nachfolgende  recht- 
KrtigCD  wird,  können  mmaehr  die  triffonometrischeD  Relationen 
des  vollständigVD  Viereckes  leicht  und  fibemiehtlieb  eetwickeit 


werden. 


Jede  Hauptseite  gehört  als  Viereeksseite  zu  ^  zwei  einfachen 
Tiereekea,  nnd  als  Dreiecksseite  zu  zwei  Hanptdretecken.   Naa  ist 

aber  aus  den  Elementen  der  ebenen  Trigonumetrie  und  Tetrago- 
nometrie  bekannt,  dass  jede  Seite  eines  geradlinigen  Dreiecks  gleich 
der  SuoiQie  der  auf  sie  bezogenen  Projektionen  der  beiden  aude- 
rea  Dreiecksaeiten,.  nnd  dass  jede  Vierecksseite  gleich  der  Summe 
der  anf  sie  bezogenen  Projektionen  der  drei  übrigen  Viereckssei- 
ten ist,  gleichviä  von  welcher  Form  das  Viereck  ist;  flso  wird 
zuvörderst.' 


>  l 
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.  Werden  dieie  6  GleieboDgeii  besiehuogfiweise  mit  aatdö^eci 
mlti|Äicirt,  so  erhält  nan  linker  Haod  die  Quadrate  der  Haupt- 
seiten. Je  zwei  derselben  addirt  und  j»it  einer  eiilj||»re«lifinden  dcU« 
teu  verglichen  geben  djüB  Ausdrücke :  v 


2. 


«•  ssrÄc  cos  (Äc)H-Ä,<r,  cos  (ä,<?,) -J- <5'Ä,  cos —  cc,  cos  C 
=  Ä» -hc,»  —  2^r,  cos         =  —  2^,c  cos  (ä,<t) 

flij*  =  ^f,  cos  (Äc, )  +       cos  -I- cos  ii  —  cc,  cosCi 

=      -f-  C*  —  2/^£?  «OB  (^)  9 ^1  *  -I- 0t '  —  i^,0i  CW  )| 

=5        0i *  —  S«ej  eos  (ae,)'s5:  •« *     0*  — *  Sitf^i« 

=  a»  H-  «• — 2ac  eoi(«e)=S0i*  4"«i*  — 

eoi(<k^)  +  <'i^i  eo8(a,^,)-f-«m,  «ofl^t— Ml  eoei?| 

=  «»  H-^,*  — «2/z^,  co8(«Ä,)  =  a,'-*-**— Ä<i,*eo»(«,Ä) 
=ää,  cos  (a^, ) »i/J»  cos  («ri^)-f-aa|  co»-<^  — coa  B 
=  a»  +  Ä*  ~2flr^  cos(aÄ)=:flr,*  -t-Ä,»  — 2«,Äi  cos(at^j) 

Demnacli  könneu  jede  zwei  Geg^eoseiteo  auf  drei  verscliicdene 
Arten  aus  vier  übrigeu  Hauptseiten  und  den  6  von  iüuen  gebilde- 
ten .Uaaptwinkeln  ffefupdeu  werden.  Führt  man  endlich  noch  drei 
BiilfsgrSesee  ät^,ül  eioj  le  ihMM  oimi 

^,'  =  ^C  cos  (//r)-4-Äf,  COS  (ÄC,)-|-Ä,C  C«8(Ä,c)-h<^',C,  C08(Ä,C,)J 

=«c cos («6'}-hac,  cos  («r, )+«,c cos(flr,c)H-a,C|  cos(«,ti)/  3. 
bat,  80  ergieht  tich  auch  aedi: 


^.•  =  *»-4-Ä,»  —  2/^Ä,  cos  i?  =  c* -4- c,'H-  2<:c,  cos  C'i 
^j*  =  6*' -l-C,»  —  2CC,    eos    C::^«*-|-«,*-f-2«rt^,  cos  ./> 

<f,>=a>-|-«,*— 2aa,  coa  ^  =  ^»  H-ä,» -1-2^,  co» /l) 

5.     '    '  • 

Die  geometrische  Bedeutuoff  der  Uülfsgröaeen^  ^k^t^»  ergieht 
sich  lofort,  wenn  man  4ie  AnrdrBcKe  Nr.  4.  eemrtnirt  Mno  ziehe 
nimlich  Taf.  III.  Fig.3.  uua  d«r  Uuuptedi«  it  4lie  Gerade  BSX^iC 
und  verbinde  D  und  A'  durcb  clnr  Gerade,  so  ist  Z>A=J,.  Zieht 
man  ferner  aus  D  die  Gerade  DM^^AC  und  verbindet  Ii  und 
8o  wird  die  €ere4e  und  meefat  mftn  BPf^'AB  und 

DPX^AB  und  verbindet  C  und  Py  so  ist  die  Gerade  CPrszi^, 
Diese  Construktion  zeigt  erstens,  d<iss  die  Hülfsgiösscn  S^S^ß^  die 
doppelten.  Vcrbiudungslinien  der  Mittelpunkte  je  zweier  Geffenseiteu 
sind,  und  zweitens ,  dass  sie  sich  sämmtlich  in  einem  nnd  densel- 
bea  Punkte  schneiden  und  gegenseitig  halbiren  müssen.  Bezeich- 
net man  von  den  Winkeln,  wrlclic  je  zwei  der  Linien  6^6^^  mit 
einander  an  ihrem  gemeinschaftlichen  Durchschuittspunkte  machen, 
diejenigen^  die  den  Seiten  m  b.  e  gegenüberliegen,  beziehungsweise 
'■^t  (<^ss)  (^1«)  (^i»)f  M  hat  mftB  noeh: 
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-  4a' 

COS 

'   .  .  A6* 

cos 

4c» 

=  J.» 

cos 

I  I.     :  4«,» 

cos 

=<y.» 

cos 

1 1  ii^* 

cos 

)5. 


Auü  den  bisher  gefuDdeBeo  Fortiehy  ergeben  ilcfc  nno  dttrck'zwcc^^ 
mftBsige  VMiiidiuig-^Melbn  lblg«ide  neue  Ansdrück«: 


riiiiK* 


Demoach  ist  in  jedem  vollständigen  Vierecke  die  doppelte  Su 
der  Quadrate  zweier  Gegfenseiteii  gleich  der  i^uinnK;  der  Uuudrate 
der  do|if»('Ui>ti  \  crbiiiduug«liniea  xwi«ckeu  den  Mttt^lpuuklea  der 
beiden  ttutiereu  Taare  run  lye|||eoseiteii* 
'  Unieitllilber  ergiebl  eicb  bieraos: 

»  =  —  a»  —  a, »  ■+•  ' -f- c» -H  f,  ^ 

<y,»==  a»-|-a,'  —  —  ^,»-hc^H-<?,» 
(r,»=         +  -c-"  — c.» 


7. 


,»-H«»-|-a.')=  (y,»-4-2J,»+  (f/ 


welches  die  hekuunten  von  Buler  gefiindenen  SSlie  sind.  Für 
die  TefMbiedenen  hier  verko»menden  Winkel  ergeben^  sieb 
geBde.,Anidi;^eke; 

'  ^,»  — i,»  =  4««r,  coi  ^,  «,»  — 4i»  =  M,  CO» 

- J,»=4M,  cos  Ä,  Ä,* -^«■  =  J,(J,  cos  8. 


IT.* 


COS  C;  Ci»— c»=d,<y,  cos  ((J,,) 

— 2cc,  cot  rr=:c»+<r,»-i-2ÄÄ,  cos  i7; 
—  Är#,  coi-rf==«»+4»i*-l-2«^,  coi 

9sss0mt  cot  ^-f-M,  cen  ces  C  ' 


9. 


Kerner  eriiält  man  durch  Addition  von  (2)  und  (i)  und  gehörige 
Svbetkiition  ans  (1)  dl«  Gkiebangen: 


10. 


=      +  c,^ -l-a^c   cos  (^c) 

s:iT*  cos(m,)| 

«I*  H-^,*  =  «•  +2«i*  cos 

==«,»-+- -|-2«Ä,  cos  (a^i) 

Sind  daher  die  9  Geraden  ara,^^jrr,djd, gegeben,  so  lassen  sich 
auH  je  Sechsen  von  ihnen  immer  zwei  Hauptwinkel  findeo.  Siüd 
die  Uauptseiten  allein  gegehen,  so  reichen  diese  hin,  alle  4ffei 
rakteristischen  Winkel  zu  berechnen;  sollen  hingeffes  die  4  Yicr- 
eckswinkel  irgend  eines  einfuclien  Viereckes  gefunden  werden,  so 
muss  ausser  den  6  Hauptseiten  auch  noch  eine  der  GröateD  6  paA 
zwar  diejenige  gegeben  sein,  welche  zu  den  Diagonaleo  diesefT 
•Viereekes  gehört  Denoeeh  iat  also««.  B. 

2aa,  Kaa^ 

•    -  ^         -t-/>,- —  ff' —  a  »       tf,»  — (f,«' 

^=  ä^; —  =  4c», 

ued  ' 

C0»(«Ä)=  i-j-ri  CO»(«^J=  ~ 

co8(«,*,)=— X-l^-j-  ^  cos  (a.<^)=  *  ^  'g^^^   1-' 

«.  i.  W.        '     ,  ' 

Neben  des  lo  f.  4.  unter  Nr.  1.  ziuaaiiiieDgesCellteii  Fandaaea» 

talgleichunp^B  gleht  es  aber  bekanntlidi  noek  eine  zweite,  in  wel- 
cher die  Sinusse  der  Winkel  vorkommen,  ond  die  gewöhnlich  un- 
ter der  Form:  0  =  aw  sin  P-\-n  sin  Q.-\-p  sin  R  für  das  Viereck, 
«ad  m  ain  Pssm  sin  Q  für  das  Dreieck,  dargestellt  wird.  Der 

Kurse  balber  sollen  im  Folgenden  ktide  glttdi   

werden;  diei  giebt  die  Auadraek«: 
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,«  fliii  <4m;,)=:6  BUk  i6eg)H£e   An  6^^«,  sio  («jC«) 

sfec  ÜB  C-w^,  «in 
^    •  «■  («0)  =6,  lu  («,fl]f=±tf,        Cr-.«,  gia  {m^e) 

•  au  (#^)  s«,  «in  (^Ci)2=^,  aln  ^  +  a,  sin  {a^lß) 

=      sin  B-\'C    sin  (^c) 
6  sin  (0,^)ssse  aiD  («,0)  =  0   sin  A-^b^  sin  (0,^1) 

=  a   sin  A'\-Ci  sin  (ajCi) 

*  sin  {06)  =Ci  Bin  (acj==ag  sin  ^  +  sin 

S4Vi  aiBw^H-ff   ain  («e)  • 

MultipIieifC  bhid  diese  sechs  Gleichungeo  ihrer  Ordoong  nach  mi 
den  Grössen  c^cbjm^a^  so  erhält  man  durcBgängig  die  Produkte 
je  Bweier  Hanptseiten  in  den  Sinns  des  eincfescblossenen  Haupt- 
oder d^n^teristischen  Winkels.  Werden  daher  statt  dieser  Pro- 
dukte die  entapreehenden  FÜch^nrilane  geaelit  nnd  wgleieh  die 
lieieichninig^ 

•       ain  .^8tUF**\ 
W,  ain  ^=2J"|  14. 
'«»,  ain  C^%F  ) 

eingeführt,  so  ergiebt  sich  bei  gehöriger  Veigleiehung : 

^"=:  ir,  —  r,  sas  sr,  —  r.) 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  annittelbar,  dass  die  Grössen 
FF'F'*  die  Fllchetiinludto  eMbeken  Vierecke  erster,  zweiter 
und  dritter  Forai  aeln  aiaacfts  .uMl  ein  Bllek  mi'UL  Uk  Viff.  S. 
giebt  uaaiittelbar:  ^ 

IMedE  J>GI»=J"ä4^^,  ain  Ä=:j<f,d,  sin  {ß,A  16. 
'   'Dreieck />i7ir=/*  sin  C=  iJ,     sin  (<J,,)J  '  ' 

Durch  gehörige  Verbindung  ^r  AnadrüdLe  in  (14)  und  (15)  Andel 
mau  noch  die  Werthe:  t 

iaglelcbeii  .  ' 


27',  =  F-^-F'-i-F" 
2T^=zF-^F'  ~  F"{ 

§.7. 

Wie  wir  bisher  RelatioDen  zwiscbeu  deu  Seiteu,  iugieiciieu 


'  swiselie»-  des  veradiiadeiien  PlüdMarinata  «MMUMD|MtelH  babeoj 

»o  lassen  sich  auch  Relationen  zwilieliett  deo  venchiedeoeD  Wid* 
'  kein  imgebeo.   Zu  dem  Bade  setze  man : 

so  ist  zuvörderst  klar,  dass,  weun  i/^^lSO"  wird,  ^  und  V"^^** 

wetfleift  iBUaB,  weabalb  deon  unter  ulleu  ITiHständen 

^-f.^'4_^"=180"  (20) 

ist.  Auch  zeigt  ein  Blick  auf  Taf.  III.  Fig.  1.,  duss  die  Summe 
'  zweier  gegenüberliegender  HauptwiDkel  im  eiofachea  Vierecke  der 
ersten  Form,  300*  +  ^'  900**  +  ^"  biDge«ren  dasselbe  fBr  die 
einfachen  Vierecke  sweitter  und  dritter  Form  ist.  Mit  Hülfe  dieser 
drei  Winkel  nun  so  wie  der  drei  charakteristischen  Winkel  des 
Viereckes  können  alle  12  Uauptwiukel  auf  folgende  Weise  auBge- 
drickt  werdeo: 

(tfÄ)=|(i^-.i-f.i?)-90»  . 
(«,^  J  =  KV H-  ^  -  /?)  -f-  90* 

(«.  Ä)  =  270».  -  ^(V ^ -i- 

(<r,c)=s90»— K— ^<XfV),  (^,c)=90«»— KÄ— C-HO 

bis  sind  daher  allgemein  in  jedem  einfachen  Vierecke  die  vier  Vier-  ^  j 
eckswinkel  bekannt,  wenn  die  Summe  zweier  gegenüberliegender, 
und  die  'beiden  zu  den  Vierecksseiten  gehörigen  charakteristischen 
Winkel  gegeben  sind.  Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  lassen  sich  eine 
ungemein  grosse  Müsse  von  Rclatiuneu  zwischen  den  ciuzeluea 
Winkeln  des  volUtaudigen.  Viereckes  bilden.  Im  Folgenden  soUen  ' 
einip^  derselben  züsfamengesteUt  werden,  da  wir  sie  späterhin  in 
^ringfn  af 


21. 


22. 


co8{a//)  cos(ä,<^,  )-f-£Ös(srd,^  co8(<»,ä)=:-|-co8^ — tmtjiMß\ 

cus(0^)  cos(r/i^)  -|-cos(a,Ä,)  co8(«Ä,)=  — cuü.^-|-cost/>  cosÄ?  23. 
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aiii  (mS)  sin  («,^  -Mo         ■iB(«^()s=-|-coi^-|-«osVcoi^r  24. 


wo 


cos  {a6)  cos  — cos  (arÄ,)    cos  (a,^)  =  — sin  sin 

cos  (alf)  cos  («,/^)  —cos  (ai^i)  cos  (arÄ,)  =  — sin  r/^  sin  B\  25, 
cos  (o^)  coft  («^«)  — cos  («i^t)  cos  (fijt)sss^nü  un 


27. 


M,  ■.  w.  Nimmt  man  hiomfea  liilicr,  IIm4  bmor  bot  4ie  Hälf- 
ten 4«r  Mwipiwinkel,  lo  wifl: 

cos  ^{ab)  cos  i(a,^i)  —  cos  ^o^i)  cos 

s  c#8     —  sin  \A  cos 
cos  K«^)  cos  ^(«j^)  — cos  cos  ^(«Ä,) 

'  =:8an       — ^^os.iV  cos 

cos  i(a^}  cos  ^«^i)      co8^(0i^,)  cos  \{ajj) 

sss  cos  j[B  —  cos  ^ipi  sin  ^A' 

sin  K«^)  lio  4(*,Ä.)-«o  ;  il»  «•>)  \ 

s^CM  l^-l-ain       CM  ^i^j 

siu  {{ad)  sin  —iin  Ha^dt)  aia  -^(«^,) 

sseän  ^Jf-f-eiM'^^  cos 

sin  i{alf)  sin  — siu  sin 

J     '    =:cos  |Ä-|-co8  Ixp  siu 

1 

cös  Hät&)  cos4(«r,^,)-^CDs|(<s6i)  fMi(«,^>seM|wdf  rio^/fl 
cos cosi(«,^)  -l-e^siK^i)  VMi(«*,)  =  tili     'tbi^j  28. 

u.  s.  w..  Wollte  mua  olle  möglichen  Comhiuationen  der  vorliegen* 
.   den'  GeHnng  noter  de«  12  Hnnptwinketn  entwickeln,  eo  ivMe  dies 

72  verschiedene  Systeme  von  Ausilriickeu  geben,  deren  jedes  ans 
drei  eiozolncn  (jlleic!inog«n  bestände.  Ks  lohnt  jedoch  nicht  der 
Mühe,  mehr  von  diesen  Fofrmeln  hier  aufzuführen,  da  sie,  sobald 
«an  ihfer  imlnrf,  aus  deu.i>i^chiuigen  (21)  und-  (22)  unmittelknr 
gefunden  werden  künnen. 

§.  8.  ' 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  nun  dazu  übergehen, 
andere  yerstektere  Relntionen  nwiscbeo  den  Bestandtheilen  des  voll- 
•  ständigen  Viereckes  nn&nanchen}  zu  welchem  Ende  wir  folgendes 

trifironometriscbe  Theorem  vorausschicken,  das  wir  an  einem  anderen 
Orte  (M.S.Nr.  XIV. im  2.  defte)  näher  entwickelt  und  begründet  haben. 
Sind  nämlich  A:mM  die  drei  Seiten,  KMN.  die  ihnen  gegenüberliegen- 
den Winkel  nnd  @  der  Flacbeninbalt  irgend  eines  beliebigen  Dreieckes, 
und  werden  für  ein  anderes,  ebenfalls  ^xiwx  beliebiges,  Dreieck  die- 
selben Grösseu  bcsiehungsweise  mit XtjJWiM,  K^M^ßi^Q^  bezeichnet; 
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so  findeo  für  den  Fall,  dass  »=i»i  ist,  jteto  folgende  Qlei« 

cltungeu  statt :  .     '       .  *. 
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s±Jik^  lik  JT  eM  Jf,  -hm,  «in  K  e»u  kJ 
Se,  ssJb^m  CM  K  rio  Jr.  -h^i  ai»  JT,  eito  JT  4 

sssib&i  eo«  Jf  sin  IF,  H^nMh  cm  JT  wta.Kif   •  - 

§.9. 

Die  Torstehenden  Ausdrücke  gestatten  nuu  eine  unmittelbare 
AuweoduDg  auf  das  V  iereck^  da  iu  diesem  Jede  Hauptseite  auch  zu 
BW«  BftspIdreiMkeD  ffehört  Setet  mn  dwker  «mnt  essm  ntd 
dana  e,         so  crbilt  mmat 

=  —  2ffflt,ÄÄ,  cos       32.    /  ' 

<?,»/,*  =  «*Ä|' -f-»i'^*  — laa^bL^  cos  V) 

4J, CM  {4  -lf)(  _ 

'ms<^  — iT)) 

die  vier  GröMen  fif%Ht^%  bestipaen  «ich  darch  folgeode  Glei- 

'cbungen: 

»+2«ff,  co8(C4-^=/y'-f-//.«— cQ%{C—rpr) 

,  SB-».* «•■C(M-(«.<»)) 

V  tW*.  CO«  K«?,)-(*,<?,)1 

-i»;*  CfM(Ar,)-(W,i».)) 

Die  ffeometr^sche  Bedeutuoff  dieser  HülfsgrÖMen  istfolgeode.  Denkt 
MkD  lick fnitlll.Fig.  4.)  in  dea  ciaMMii  Vieraeke  die  bei-v 

den  Uber  d«r  Diaffonale  e  ■>ek««deB  Sditcs  ^  und      mit  einaoder' 

vertauscbt,  so  erhält  man  ein  neues  Viereck  von  der  Ordnangf 
moxölf^»  In  dieieni  ist  die  eine  Diagonale  c  unverändert  geblie- 
beii;  statt  der  madereii  DisgOMi«  0,  aber  dM  nrsprÜBffKchen  Vier- 
eckes  ist  eine  neue  Diagonale  entstanden,  welche  gleich  /,  ist 
Die  doppelte  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  beiden  Diago- 
nalen c  und  /*,  ist  dann  gleich  der  Grösse  17 1.  Hätte  man  dagegen 
in  Taf.Ul.  Fig.  4.  die  beidep  Seiten  a,^t  über  der  Diagonale  mit 
«Baader  vertauscht,  so  erhielte  man  ein  neues  Viereck  von  der  Ofd* 
nnng  abbyU^  und  in  diesem  würden  c,  und  /*,  die  beiden  Diago- 
nalen und  17,  die  doppelte  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  sein. 
Uebrigens  ist  klar,  dass  in  beiden  abgeänderten  Viereckeu  die 
GiSKasen  F  und  t//  ibm  Werth  nicht  ändern.  —  Endüdi  littdet 
■an  Buttdat  dea  Tbeorepa.  Nr.  30.  noeb  die  Porai^la: 


•  •      •  * 


=  l|»F>+&W,tf,  CM  ^.  ,* 

-•      w.  ,  ■      .  •      •   '  ■•■ 

Weodet  im»  4i<s  allfMieme  TheorMi  aof  tdiejenigen  Haupt- 
draleeke  an,  welche  über  4ep  'Seiten,^  no4  ^,  atelMo»  d.  b.  setst 
■lan  upd  dauD  so  bekönunlt  .man : 

^•*,*=:«*«,*+  <:»<?,■ CO» ^'i 

^»  =  -f. C08  ^  361 

,    -       Ä>(^,»=«»c»   H-«r,«c,»H-W,rrj  cos  (.7  —  r)l 
*»Ci*  =  ^''«.' +  cV.»  +  2«»,cc,  cos  r)i 

tf,*=sff*-4-«;*-^W,  coB(^i?)=ae«+tf,«H-2c0|  coi(i?— v/  O 
ÄMfg  coa  C^— Ä)t=5<?*-»-c,  'H-2<:c,  cos (Ä+v^O 
(;,»=s=«»H-c«  —  Äsrc   cos  [(»Ä)  +  (^c)] 

{;,«rt=»»,-f.Cj»— 2«,c  cos 

•  -2a,c   cos  l(«.Ä,)Hh(MJ 

9?«^  («tI-*!  -f-«— «,)  («rt-iir,^«-!-©,)  («— «,-t^0-h0i)X 

=  16jF^-i-i8WfriiM!;i  cos 

==lo(  —  y-^Saa^cCi  cos(u«— 

Vertauscbt  maa  (Taf.  III.  Fig.  5.)  fiber  der  Diagoiiaie  ^  die  beiden  ' ; 
Vierecksseiten  a'^  und  c,  so  erhäft  tnan  ein  neues  Viereck,  in 
welcbem  6  und  die  Diagonalen  und  Ci  die  doppelte  Verl^indungs- 
lilie  s^isclic«  den-  Mittelpnokten  der  retatereo  sind;  vertanscAf  man- 
dag^eg^n  die  beiden  Seiten  ar,  nnd  e,  über  der  Diagonale  s&- 
werden  und  die  neuen  Diagonalen,  und  die  doppelte  Ver- 
bindungsUnie  zwiscben  deren  Mittelpuokteu.  . 


38. 
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•  §.11. 

Wendet  man  endlich  das  allireracine  Theorem  auf  die  Haupt- 
üreiccke  ü^Qr  den  Seiten  a  und  a,  au,  so  ergeben  sieb  für  assft 
nnd  «,'=3»  die  FornelB:  , 

•  i        «•«r,«s=sÄ*i,»-+-  «Ä/y,<rr,  cos  ^'J 

a^d^*=zb*e^  -hd^^c,*-^26d^cc^  cos  tfr*»)  40. 

*  ,  =  Ä»<Ji » — WÄ.cc,  cos  1//"; 

»  •  ■ 

rl-*j»<H»-|-2ÄÄ,«j,  COS  [ü  —  C), 
;  =Ä*<:i» H-2iÄ,i»,  cos  (ir-H  C)f 

=e?»-f-r, 2rc,  cos(.^— t/'')=^'H-^i '4-'-^*^»  cos  (¥H-^)i  ' -/ 

cos  ((«c)  H-(a/^)J  T  ,^ 

=  ^,»  +  c,»-2Ä,r,  co8K«i:J-|^(«ÄJj[/  ^ 

«,«=Ä*+c,»— 2^c,  cos  ((«,Ä)-t-(a.c.)J  •  I  . 

=  *,»-f-c»  — 2Ä,c  cos 

Hier  entstcben  und  auf  die  bekannte  Weise,  wenn  über  a  in 
Taf.  III.  Fig*.  6.  die  Seiten  6  und  c,  vwtauscbt  werden-)  liin^f^en 
erhält  sen  die  Diaffonale  und  die  Verbind iiDrsH^ie  i.c, ,  wem» 
min  Ükfer' dl,  «die  Mten  «I  md'^i  ▼•nreelttelt.  Endlich 'iti^  libeilk- 

=  i«#^-f-S/^^,rr^  cos  t/;"  "  -        *  ' 


.  §12. 

Von  den  gefui^deueo  Aiisdrüc|u»n  wollen  wir  nun  zuerst  foU 
gende  xnsauiniettstellen : 

•    ^»Ä,*=«*a,*  H-cV,' —  2«»,<;c,  cos  t/;' (  44.       '  ' 

c'r,*  =a*«,'H-/y»^,'— 2«ra,ÄÄ,  cos  t/;  J 

Ed  ist  demnach  in  jedem  cinfacfiPtt  Vierecke  das  Quadrat  des 
Produktes  beider  Diaguuulcu  gleich  der  Summe  der 
Hindrate  der  Produkte  je  zweier  Gegenseiten,  vern^lB- 
dert  um  das  doppelte  Produkt  sSmmtlioher  vier  Seiten 
in  den  Coiinue  der  Sumne  zweier  Gegenwinkel. 


I 


45. 


Satx  bildet  den  Ptolemäisclien  Lehrsatz  in  seiner  grössten  Allg^e- 
meiobeit;  er  seht  in  deo  ietztereo  über,  wenn  ^=:i80''  wird,  wo 
dwn  ^=^=0»  irt.  Ferner  ist:*. 

X(— «'H-»,-l-H-<'',)— 16<i«,Ä^,  cos'  iip 

Demnach  ist  der  vierfache  FiächeniDhalt  jedes  eiafachen 
Viereckes  gleieh  der  Quadretwiirsel  aus  einem  Unter- 
schiede^ dessen  Minuendus  aas  dem  Produkte  der  vier 
üeberschüsse  je  dreier  Seiten  über  die  vierte  besteht, 
und  dessen  Subtrabendus  ffleicb  ist  dem  IGfachen  Pro- 
dukte'4.er  vier' Seiten  In  ans  Qaadrnt  des  Cosinus  von 
der  halben  Summe  zweier  Gegenwinkel. 

Sind  daher  vier  Seiten  gestehen,  um  daraus  ein  einfaches  Vier- 
eck zu  bilden,  so  wird  dies  den  grikssten  oder  kleinsten  ^''lachen- 
nnsi  erlialten,  wenn  es  beaiehungs weise  tan  Sehnen^rier^ck  ^ 
erster  oder  aweiter  Pom  MIdet. 

13. 

Die  Gleichungen  Nr.  44.  zeigen  ferner,  dass,  weso  maD  die 
Produkte  Je  'aWeier  Gegenseiten'  tines  Tollstftndigen  Viereekea  aJa 

die  Werthe  der  Seiten  eines  geradlinigen  Dreieckes  betrachtet)  ais^ 
dann  die  Winkel  ip  ip' tp"  die  Winkel  dieses  Dreieckes  sein  müssen. 
Wendet  man  daher  auf  diese  Ausdrücke  die  bekannten  Transfor- 
Biatioaea  dc^  ebenen  TrigoM«etrie  an^  so  erli&lt  man  söglMeli, 
wenn .  aar  Abkilrsung  mti  +      +     =       gesetat  wird : 


aai66t  cos'       =##,  — 
iU9iCC^  cos*  ^ip'zzzgg^        — ^^|)V  46. 
;  ödiCCi  cos*  ^^'=:Mj  {ss^ — tMi)] 

tang»iy  =  ^"t-^»)»^-/^>^ 

.    .    COS         —  xp*)       gg,  -I-  bb^ 
•    sin  Iv       ^  I 
sin  ^\f/'  —  v*')  ^  aoj^—hK 
cos  4V  *'*"" 

Die  Gleichung  (46).  aaigt  übrigens,  dass  so  laugf«  nicht  ^^==180« 
ist,  immer 
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seiD  muBs,  d.  h.  in  jedem  voll«täodiff cd  Vierecke  ist  die 
Sname  der  ReebteeJie  ans  je  swei  Paareo  voa  Gegrensei» 
tea  gröiier  aU  das  Rechteck  äas  dem  dritten  Paare  der* 
selben.  —  Wir  wollen  ferner  den  Flächeninhalt  des  Dreieckes, 
welches  die  Grössen  aa^  bb.  cc,  zu  Seiten  hat,  mit  ^  bezeich- 
aea  aad  B  die  ezeeatriaehe  Fläebe  des  VIeieekM  aeaaen,  so 
fiadct  MB  fiir  dieaalbe: 

^szs^aa^bb^  sin  fpzszlaa^cci  sin  tjj'  =  lbbiCCi  sin  ^ 

.'  cot  ^-f-eot  y  ^eot  v»*^  eot  ^  i 


.  1 


«»öl- 


cot  V*'  •       •  '  -CO!  |!»" 


Diese  Fläche  ist  positiv,  Null,  oder  negativ,  je  nachdem  ^  klei- 
ner, gleich  oder  srrösKer  als  180°  ist.  Sie  drückt  demnach  ge- 
unaaennaaasen  die  Grösse  der  Al^weichang  des  Viereckes  von  einem 
Sehaeaviereek  aas,  deshalb  der  obea  fBr  'tie  gewählte  Name  nicht 
gaas  napusend  sein  möchte.  Uebrigens  läsat  aich  E  aach  aaf 
,  aMbieie  aadere  Arten  ausdrücken.   So  erhült  aiaa  a,  B. 

~"    .  «iii  A  .    ^      .  sia  B  •      sin  <7 

oder  auch:  ,  ' 

E*=:^aö  -i-a,b,-hc/,)    {ab  H- 

^  'X(aw  — «iCt  +  i»,)    (—an?  +«^0.4.^^ 

X{bc  — (— -4- 

X(^i  — (— ^c, -I- 

Die  letztern  Gleichnngea  seigea,  dass  das  Maass  der  Abweichaag 
des  Viereckes  vom  Schncnviprecke  stets  dasselbe  bleibt,  wenn  mao 
auch  über  irgend  ^einer  beliebigen  Uauptseite  zwei  andere  .llaugt- 
aeitea  Twuraaelt;  aa  daaa  faieraacb  eiae  aad  dieael' 
Flftcbe  SU  aenn.  TeraebiedeBen  Tieteekea  gehört. 
»•Oll.  16 


81 


exceatriadie 
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«.  II- 

Aus  den.  in  ileo  vorletzten  drei  Paragraphen  gefundenen  Adb- 
drüekeD  kSnoen  nsii  Mb«  KiMdlehe'Mil-  taderer  abgeleitet  werde«, 
TOD  deneo  indeafen  nur  eiqige  be^kitlaweiae  hier  Pl&s  finden  >|oUeo. 
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u.  s.  w.    Ferner  ergiebt  sieb: 
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*         ^         '  . 
■o  wi«:  ^ , 

# 

-|-«,*4.2<w.  «wi{^~V'0 

=rtf»H-c,»-i''W*,  cos  (^-f-^) 
+  ^. »  Ä 1?»  + c, « +  2««,  cos  (v; -f- 

=     +  2<rc,  C08(£r-f-^. 

s^a^^.s^S«;«;  OOS 
Bodlieh  ist  anek  Dodi: 

-lB#»»r=i|i*Ä,*  -(   «»-f.«,«  — —  58. 
odei>      •  ' 

4/*  =  (        -f-ö,»  —     —  c,')  tang  Ä>  59. 

.iF"=  (- /y' -     » -I- -I- c,^)  taug  4» 
Andere  Aosdnicke  wie  z.  B.     •  f- 

sind  zwar  nicIit  ohne  lotenesse,  fübreo' jedoch  auf  zu  spedtlle  Be- 
triicfatangeD,  als  dass  ynt  sie  hier  näher  erSrtern  könnteki. 


S»Mt'MMi  iMlIehrt  BMb  übrig,  dnt  mgeonkietk  »reicck  mit 

seinen  Seiten  nnd  Winkeln  zu  betrachten,  was  mit  Hülfe  des  " 


geiiifiripn  PtolemäiscLen  Lehrsatzes  auf  sehr  einfache  Weise  ge 
sclieliejD  kann.    Zuvörderst  erhält  man  durch  Anwendung  des  be- 
kaniH«!  8yiei,  dass  OseiMke  yom  gMetatHOhaii  sieh  irie.ilm 
GnndliMMi  fwftaitMi,  di»  CMckngM: 


244 


und 


r,  .         r.  _ 


62. 


Bemerkt  man  sodann ,  daM  j€4«  sygeonlnete  Seite  als  Diago- 
nale eines  einfachen  Viorrckps  angesehen  werden  kann,  in  welchem 
die  TOD  ihr,  oder  ihrer  Verlängerung  geschnittene  Uanptseite  die 
andere  Diagonale  bildet,  so  gieb»t  das  ^rheorem  Nr.  44.  aogenhlick- 
lich  folgende  Werklie:  ' 

=  ^*c*  r,*-i-*,»c,»r4*H-2M,cc,r,«r4»  cos  (ß-^C) 

==  <^»<?,»T/-|- Äj'c'  r,*-|-2<^^,cc,Tj»r,'  cos  (i»4-C)J 
JP»  /^'»Ä»  *  -  /  68. 

Diese  GleidrangeD  gestatten  nun  eine  grosse  Masse  von  Umformun- 
gen.   Setzt  man  z.  B.  in  den  beitien  obersten  2T,  =ä,c,  sin 
und  2T^  =  6c  sin  (<^r) ,  und  lösst       und       nach  Nr.  16.  auf,  so 
fällt  der  gemeinschaftliche  Faktur  6^^^^c^Cl*  ganz  heraus  und  man, 
bekont: 

ialB»  B  sin»  Ca,*««=ain«  (Ä,c,)T,« -l-sin»  (Äc)  T,«  1 

+2ain  (Ä.f.)  sin         ^,7^4  cos  (Ä-  r)( 
Jsiü*  B  sin»  C  «»  a»  =  sin»  y,»-|-8in»  {f>c,)T,'  ( 


2sin  (/y,c)    siu  {6c.,)T,T,  cos 

u.  >•  w.   Dann  könnte  man  auch  rechter  Uand  in  der  oberen  Glei- 
'  cbnofi^  der  Faktor  «t*  nnd  In  der  notkren  den  Faktor  «*  aiiiaebei- 
deo;  indessen  würde  die  weiteje  Verfolgung  diest^r  Umformogen 
hier  zu  viel  Platz  einnehmen,  und  muss  daher  wegbleiben. 

Jede  zHgeordoete  üieite  gehört  ferner  zu  4  Dreiecken,  welclie 
ikre  Bndpnnkte  «ad  eine  der  vier  Bai^teckeB  wx  Spitsea  kidieB. 
Diee  giebt  für  die  sageordneten  fSeitea  AaedrttekeTob  Mgeoder  Fom: 
jpsjr^n» 

=:Ä,»/*r/-hp»  FPT^T^  lin         C^^))  6!f. 

=Ä«  j*r,»-Hf»  #**7\«— Frr.T,  sin  ^(ir+<j-v'")l 
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u.  s.  w.    Auch  diese  Gleicbons^eD  lassen  bemerkeoswerthe  Umfor- 
mungeo  zu.    Setzt  mau  z.  Ii.  in  der  ersten  derselben  2Ts=> 
mt&i  sin  {a^^^)  und  2T^z=  a^c  sin  so  erhält  man: 


.  ,  .sin'  (aiit)  «iu'(g,c)  2»in(#,^,)  gin(tf,c)  cos(i^,K 

*  — ^  sin»  sin»  C  sin  Ä  sin  C  ^| 

—  ^/Sin»(a,^)  .  gin'  (a,c,)  .   2»in(a|i^)  sin  (a,c,)  co8(A|g)J 

— *  sin»  ß  sin»  6'  sin  ff  sin  C  ' 


66. 


Diese  Ausdrücke  würden  wichtig  sein,  wenn  f>s  gelänge,  die  in 
den  Parenthesen  stehenden  Winkelaggregate  uuf  irgend  eine  Weise 
bequem  zusammenzuziehen.  i>lit  den  bis  jetzt  gefundeneo  Formeln 
aebeiot' "dies  jedoch  nicht  gelingen  zu  wollen.  — r  Wichtiger  sind 
dagegen  die  Werthe,  welche  sich  durch  Anwendung  dieses  Verlsli- 
reni  für  die  Uauptoeiten  ergeben.  .Für  diese  ist  nämltcb: 

/•»«,«=r*»T,»-H<^,»r,»-*-3W,r,r4  cosü) 

u.  8.  w.  Demnach  ist  jede  Hauptseite  des  vollständigen  Tiereekei 
dmcb  ein  Paar  Gegenseiten,  ihren  charakteristischen  Winkel  und 

die  zwei  über  der  gesuchten  Hauptseite  stehenden  Hauptdreiecke 
bestimmt.  —  Sucht  man  endlich  den  Fiäcbenraum  des  zugeordnet 
ten  Dreieckes,  so  hat  man  zuvörderst:  ! 

7^  7'  7' 

Drtteck€7CÄ=A»=x^^ 
Dreieck  C/!^  =  ^  =  >  68. 


Dreieck .  CFG  =  = 


und  bierani 
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Amdruckc,  welche  binsichtlicli  ibrer  Eleganz  wob!  nidits  sn  wttii- 
sehen  ülirijr  lassen.  Was  cndlicli  die  Winke!  des  zugeordneten 
Dreieckes  betrifft,  si>  würden  sich  zwar  dieselben  aus  den  drei  Sei- 
ten desselben  in  Verbindung  mit  dem  Fläcbeninbaite  ^  abiciteu 
lassen;  indessen  sind  die  so  erhalteneii  Ausdrücke  sehr  weitläufig 
und  uubebülflicb.  Da  wir  die  Wertbe  dieser  Winkel  im  Folgendeo 
auf  eine  andere  Weise  bestimmen  werdeU}  so  mög^en  dieaelbea  yor 
der  Uand  ausfallen. 

f.  16. 

Rs  bleibt  nur  noch  übrig,  die  Aufgabe  zu  lösen:  aus  irgend 
fünf  von  einander  unahhängigen  Stücken  des  voUatän- 


L.iyili^cü  L/y  Google 


digcn  Vierecks  alle  in  dieser  Figur  vorkommenden  Sei- 
ten und  Winkel  zu  bestimmen.  Die  Lösung  dieses  Problems 
wird  «IS  eine  sllgemeiqe  Tafel  vön  Werthen  Terscbaifen,  wie  sie 
Garoot  in  seiner  Geometrie  der  Stcllao^  zu  entwickeln  verlangt, 
um  durch  Combination  der  in  ihr  enthaltenen  Ausdrücke  jeden  be- 
liebigen Bestnndtbeil  der  Construktion  in  seinen  Beziehungen  zu 
den  fibrignB  llestuidClieilen  ttherselitB  ra  kennen.  Als  die  fünf  g«r 
gehenen  BestimmungsstUcke  mögen  im  Folgenden  die  vier  Abschnitte 
der  Hauptseiten  c  nnd  zwischen  ihrem  zugeordneten  Punkte  E 
(Tuf.liL  Fig.X.)  un^l  <|en  vier  Uuu})tponkten  ABCD,  und  der  zu- 
arioe  cbarakterisHsfhe  Winkel  C  angenommen  werden.  Um  die 
«icbniittg  ganz  nnäblHuigig  sn  hulten»  liöllMi  folgende  Benen- 
nnngen  eingenihrt  werden:       ^.^   .  • 

Hiemit  wiid  iiii]i.^fort, erhallen:.  - 

«•=;>,»-|-yx*— 2;;.7,  cob  6;  /y»=;^ '+y.'H-2;>.$^,  cos  Cj . 
«,»=;>,»+jr,»— cos  C,  <^»»=^.^-hyr-h2/>,y,  cos  C\ 

(y,  cos  C\  73. 

+  (/;,y,-f-;^,ya)  cos  iP  "  '  J 

Ferner  ergiebt  sich: 

I»,  =a  cos  -^ -7,  cos  C=Ä   cos  (äc)  —  cos  Cj 

.p^^u^  eoi  (<r,<?)  -h     cos  ^7=^,  cos  —  cos  ^ 

=a  GOB  cos  C==^,  eos  —  cos  Cl 

^,ss8«i  cos  («,<;t)+|r,  OOS  €?=Ä  eos  — cos  Cj 

Durch  gehörige  Veiiiiodnng  nnd  mit  Hülfe  von  Nr.  TS.  findet  man 
bierans:  '  ^ 

cos        )  =  (;»,»  — «r,^r,)+/»,(y,—y,)  cos  rf 

co8(flrÄ,)  =(7,' — ;'.;^)  — y,(/^         COS  « 
cos  (ff//)  =(y,'  — — •«» 
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flr«,  sin      =  — )  a'm  C  \.  . 

■bby  sin  Zf  =  (;?,^,  —  ;»,^,)  sin  6* 

)■  Ii 

«1»,  cos  A  =  (;»,^,  -h4'<9't)  —  (/»i^«  -*-Ftf  i)  «w  A 

cos  Hi={p,Pt-\-g^9tY-p,p^((/^~}r92y-<I^(i^[p.-^P%)'' 

-^xPiVxfJi  cos' 
H-0»i;'.  +  «^iy«)  iPv  —Pt)  i9i  —9%)  CO«  C  ] 

'W,  «M  ^=Oi<r,H-;;,y,)H-Cp,;i,-»-$r,^J  cos  C  ] 
Da  maD  ferner 


78.. 


findet,  ao  ergiebt  sieh  liaDinehr  aus  den  Gleichungen  a''=^,*«|-^;* 
•  +2Äj;'2  cos  (^,c)  u.  8.  w.  nach  einigen  allerdings, aieMlitli  — * 
läufigen  Reduktionen,  für  die  sageordneten  Seiten: 
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AüiÜridc«»  wtldie  dw«h  Uwta  mii 
Werth  sind.  Führt  man  die  Plümoii 
4icMlben  in  lolgwide  über: 


T  «od  M  gskei 


pr  pfifft  2  r,»-f<, » T,  •  7;2-f-2«?,  T,  r,  T,  7;  cos  CJ 


82. 


Id  dieser  Form  bilden  die  vorstebendea  Gleicbungen  eine  höchst 
wmeDtlicbe  Ergänsniig  der  unter  Nr.  und  65.  saumaieBi^mtell* 
ten  Aaidriicke.  Denn  die  ielstereo  lussen  die  zugeordneten  !!$eiten 
aus  zwei  Fanren  von  Gegenseiten  uni  ihren  beiden  cliarakteristi- 
scheu  Winkeln  finden,  w^ireud  die  vorstehenden  Formeln  dieselben 
GrSieen  darch  ein  Paar  6<»fensAen  iind  deaien  cbanikteriitisiAeD 
Winkel  gehtn  (die  DffeiM*flX«M>  T  nalBrlicK  nnlierilckaiehtigt 
gelassen). 

üebrigens  führt  der  Gebrauch  der  F'lächen  T  und      statt  der 
«GrSeaeo  p  und  ammmt  afi  betmfceaawertliea  UaforauiDgen;  so 
geben  a.  B.  die  Gleiebnogea  (t%) 

j^/*'=r,    —  r,  T,  >82.» 

Für  die  Winkel  des  zugeordneten  Dreieckes  findet  nan  uun,  wenn 
gieicb  die  Flächen  T  and  F  eiogefubft  werden: 

aß  cos  {aß)isse*  Tt*T^*^e{»T^*T^* 

—  d^T^^T^^ir— P')'\-%cc,T,T^T,T^P'  cos  83. 
f^p  F"2ßy  cos  (/5/')  =  c,»T,»r,'(/'-f-/"') 

-i-c»r,»r,»(i^'— 2«:,7',r,r,r^/''  c»s  c] 

Ferner  ergiebt  sich  für  die  Wiukel,  welche  die  Geraden  a,  ß  und  f 
mit  einer  tlaaptseite  aiachen,  wenn  man  in  Taf.  III.  Fig.  7.: 


CJSGssiae)  CBF=:{fie)  ,JFG=iyu) 

ßEOs={ttet)  DEF=(ße,)  BFGss{rm,)\ 

jiOE:^  (a&)  JFF=  ißa)    AOF^  iyb) 

DGB^(ab,)  ßFE=:{ßa,)  DOFss{y&,) 


84. 


seist: 

FF'a  cos  (ac)  =<?  T,  T,  -He,  TpT^  cos  C 

FFa  cos (ac.)= r,  T, T4 -f- e  T^T^  cot  C 
F-Falt  cos {aö)  =:c^T,^T^-^c,*T,T^^ 
'  •  •       •    -4-  cc,  r,  r,(  7',  4-  TJ  cos 

+  ^^c.7;7',(7'.-*-  7\)  cos 


f 

^85. 
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80. 


•  .  '   '.  •   .    —cc,  T,      T,  -f-  T,)  cos  Cj 

-cc.T,r.|r.(r.-r.)-r,(7^.-yj|  cos  c 

*  -  •      <••  •.-       • '  '• 


87. 


QdiF=i{aä)     GPr={ßd)  WS^ifc) 


II,     '  .  > 


80  wir4l..oocii:  , .  ' 

cos  (ß6)  =3ff<r, ' T^-c*T, Ti^-^ec,  T,  T^F  ^os« 


8Ö. 


Setst  .mau  endlich 


ME:^a^  PE^ß^  SG:=irt 
NSssstt,  QE=ß,  GUsBiy^ 
AGssztit    QFs=ßt  FAsssf, 


91. 


ao  ergiebt  sich  alsbald  noch: 


^*-^F4-F*  f^^F^F 
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r 

findet  fliM: 

aF 

mithin  wird  im  voUständit^en  Vierecke  jede  durch  zwei  zuge- 
ordnete Punkte  jirezogeoe  Gerade  vnn  dienen  Punkten 
nod  ihren  Durcüschuitts^unkteu  mit  dem  dritten  Paare 
.der  Haiipteeiteii  bermoniflch  getbeilt.  Asf  gani  gleiche 
Weiie  findet  nan: 

^^=^Y=^*  ^^=J?IliF» 

'       T  b  T  T 

woraus  sich  sofort  mit  Hülfe  von  Nr.  61.  und  62.  ergiebt*»  dtM  ]■ 
vollständigen  Viereck  ebenfalls  die  sechs  Hauptseiten  von  ein- 
ander selbst  und  den  drei  zugeordneten  Seiten  harmo- 
nisch getbeilt  werden.  —  Mit  diesen  Ausdrücken  ist  nun  die 
im  Bingange  des  Paragrapbea  gestellte  Aufgabe  vollständig  gelösst. 
Es  versteht  sich  übrigens  von  seihst,  dass  wenn  die  hier  entwickel« 
ten  Formeln  auf  die  Abschnitte  eines  anderen  Paares  von  Gegien- 


94. 


Seiten  Sbertra^n  werdea  sollen,  von  diesen  Abschnitten 
eine  Paar  positiv,  das, andere  hingegen  negativ  genoan 
de«  Miisi.  " 

f.  17. 

Von  den- CoBbinationen ,  welche  die  Formeln  des  vorigen  Pa< 

ragraplien  zulassen,  soll  nur  eine  einzige  hier  erwähnt  werden, 
die  sich  auf  das  Verhalten  der  excentrischen  FUcbe  des  Viereckes 
bezieht.    Es  ist  nämlich  in  Nr.  78.  der  Ausdruck: 

sMr.M,  sin  -h;»,)  («j,  +«r,)  (p,p^  — 7,^.)  »in  C  d.  b. 


worden.  Hietans  ergiebt  sieb  nnmittelbar,  dass  wenn  in 

einem  einfachen  Vierecke  die  Summe  zweier  Gegenwinkel  kleiner, 
gleich  oder  grösser  als  180°  ist,  der  Ueberschuss  des  Rechteckes 
aus  den  Abschnitten  der  durch  die  Winkel  gehenden  Diagonale 
iiber  das  Reditedt  ans  den  Abschnitten  der  anderen  Diagonale  he- 
siehnngswebe  positiv,  Null  oder  negativ  »ein  suus.  —  Bildet  sian 
sn  de«  7i>nteheaden  Ausdrucke  die  analogen,  so  erhält  ma: 
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DeMDaeh  verhalteo  sich  in  jedem  vollständigen  Vier- 
ecke die  Unterschiede  der  Recbtccke  aus  den  Abschnit- 
ten je  zweier  Gegenseiten  umgekehrt  wie  die  Flächeti- 
iphttlte  derjenigen  einfachen  Vierecke,  zu  denen  jene 
GegeiiBeiten  als  Diagonalen  gehtfren»  BndKelr  folgt  aaeb 
aUs  Vorstehendpni  in)ch  der  einfache  Satz:  dass  in  jedem  ein- 
fachen Viprcrko  die  excentrische  Fläche  die  mittlere 
Proportionulfläche  zwischen  der  Fläche  des  Viereckes 
vnÄ  d^m  Unterschiede  der  Rechtecke  ans  den  Ahschnit'' 
ten  beider  Diagonalen  ist. 

§.  18.    ■  ' 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  einige  der  bemerkenswertberen 
Fälle  zusammrozustellen,  in  welchen  ein  Viereck  durch  5  Stqclte 
follständig  bestinunt  ist    Zoerst  aeigeo  die  Foraieln  dee  §.  1€L 

vnmittelbar: 

1)  dass  ein  Viereck  dutch  die  vier  Abschnitte  eines 
Paares  Gegenseiten  und  d>ereD  charakteristischen 
Winkel  vollständig  und  unzweideutig  bestiBBit  ist. 
Die  blosse  Ansicht  der  gedachten  Formeln  zeigt  aber  auch  fer- 
ner, dass  es  zur  vollständigen  Bestimmung  ebenfalls  hinreicht,  wenn 
die  ganzen  Seiten  e  und  t'g  mit  ihrem  charakteristischen  Winkel  C 
■nd  ausserdem  noch  ein  Dreieck  ans  jeder  der  beiden  Compfezio- 
nen   T,       und  T,       gegeben  ist.     Denn  man  würde  zuerst 
2i^  =  r<;,  sin  C  und  dann  aus  den  Gleichungen  T,  +  7*, 

=:  7\  +  7«  die  beiden  anderen  nicht  gegebenen  Hauptdreiecke 
beredinen,  aus  diesen  dann  nach  Nr.  15.  und  ß**  suchen  niiji 
hieraus  sodann  die  übrigen  Stücke  des  Viereckei  nach  den  For- 
meln des  §.  16.  bestimmen.    Demnach  ist 

'2)  ein  Viereck  durch  ein  Paar  Gegenseiten,  deren  cha- 
rafcCtorlstischen  Winkel  und  ein  über  jeder  der  ge- 
gebenen Seiten  liegend.ee  Hanptdreieek  vellstan- 
dig  bestimmt. 
Da  übrigens  nach  Nr.  18.  jedes  der  Hauptdreiecke  T  durch  die 
drei  Viereckdiiehen  FFT"  bestiniait  ist,  so  kann  sian  auch  diese. als 

Jregeben  betrachten,  und  dann  eine  der  Grossen  r  und  c^  wegfallen 
Bssen ,  indem  die  weggelassene  sich  aus  der  Gleichung  %Fss 
cCi  sin  C  sofort  findeu  lässt.   Demnach  ist  ferner  .  . 

S)  ein  Viereck  durch  die  Flächenränme  der  drei  in  ihm* 
enthaltenen   einfachen   Vierecke,    eine  Häuptseite 
und  deren  charakteristischen  Winkel  vollständig 
bestimmt. 

Wollte  man  im  vorliegenden' Falle  statt  der  einen  Hauptseite 

lieber  den  charakteristischen  Winkel  C  weglassen,  so  würae  die 
Auflösung  zweideutig  sein,  da  C  aus  der  Gleichung  %FssseCj  sin  C 
bestimmt  werden  müsste.   Ferner  ist 


cc 


4)  ein  Viereck  durch  zwei  Paaro  von  Oeg-en  seiten  und 
den  charakteristischen  Winkel  des  dritten  Puures 
Tollständig  bestimmt.    Wärea  gegebeo  aa^bb^  uod 
80  hat  rnii  sQvSidmt  an»  Nr.  11.  ttni  17.: 

Sind  hiermit  t//,  \\t'  und  v^'  gefundaii,  fa  erhUt  fluui  durch  DMriaUHi 
vaa  (aS^  diurcii  (34)  den  Werth: 

—  ggWtA^i  cos  ^   '  * 
^  -f. 2ää,  cos  (C-i-vT 

wodnrch  sofort  auch  r,  e:cgehen  ist.  Wenn  aber  alle  6  Seiten  des 
vullstaudigeu  Viereckes  bekannt  sind,  so  findet  mau  iiach  Mr.  10. 
sofort  dia  Winkel  A  nad  vodarch ,  wegen  Nr.  14.  andi  dto 
riäcben  FF*F"  bestimmt  siad^  authin  die  Aufgabe  gelöst  iit. 

Wären  dagegen  die  Griteten  mmJA^  nad  A  gegabea,  ao  giaht 
die  Gleichung  Nr.  4.  zuerst 

rf,'=«*-f-»,  * — 2a«,  cos  A  und 

^  ^=  '     Uh,     '  ' 

worauf  man  aus  Nr.  3i.  augenblicklich: 

c»(r,»  =  «»/^»  V>,»+2<w,^,  cos 

+2««,^^,  coa  (^  — iT)  . 

findet.    Es  ist  daher  ganz  allgemein 
5}  ein  Viereck  aus  zwei  Paaren  von  Gegenseiten  und 
einam  ihrer  cliarakteriatisehen  Winkel  vollständig 
bestimmt. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  zeigen  übrigens,  das»  statt  A 
auch  die  Grösse  gegeben  sein  kann.  Ks  ist  nämlich  ganz  all- 
gemein auch 

^  ein  V  icreck  durch  zwei  Paare  von  .Gegenseiten  und 
die  Verbindungslinie  der  Mittelpankta  einaa  dar 
drei  Paare  vollständig  bestimmt. 
Sind  a4$^bbi  6,  gegeben,  so  ist  nach  der  vorigen  Auflösauff 
A  unmittaUiar  dnrch  die  Gleichung  2<ir<y,  cos  ^  =:a* -|-«,*i->if,* 
bestimmt  und  die  Aufgabe  daher  auf  die  vorig;e  reducirt. 

Ist  hingegen  statt  8^  eine  der  Grössen  d,  oder  <f«  gegebep, 
z.  B.  J,,  so  wird  nach  Nj*.  4.: 

mithin  die  Aufgabe  gleichfalls  anf  die  vorhergehende  ii|ri|ekge- 

bracht. 

7)  Ein  Viereck  ist  durch  zwei  Paare  von  Gegenseiten 
vollständig  bestimmt,  wenn  zugleich  in  dem  von 
ihnen   gebildeten   einfachen  Vierecke  die  Sumake 
sweler  Gegenwinkel  bekannt  ist. 
lat  m»iHi  und  ^  bekannt,  so  hat  nun  snerst  ans  Nr.  48.: 

Mit  —  b/j, 

tang  iir-V')==t„[^u\ 
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woraus  -wegen  -^ip"  -4- 1//)  =  90  —  }tp  die  beiden  Winkel  ip"  und  ^ 
gefiinden  werden/  dann  erhält  mai^       durch  eine  der  Gleichungen: 

und  nun  aus  Nr.  11*  den  Winkel  C  aus  der  Gleichung  See,  cos  C 
=    +      —     —  «1*;    Is^         einmal  €^  gefoDM ,  so '  iSast 
sich  das  Andere  durch  die  Formeln  der  Aufgabe  4)  finden. 
8)  Sind  von  den  6  Stilckcn,  nämlich  den  drei  Recht- 
ecken je  zweier  Gegenseiten  und  den  drei  charak- 
teristischen Winkeln^  5  (gegeben,  so  ist  das  Viereck 
dadureh  Tollstftndig  bestimmt. 
Welches  von  den  genannten  6  Stücken  Mich  fehlen  uagt  dodb 
wird  es  immer  aus  der  Gleichung  ISr.  9. 

0  =  <»<»,  cos  ^  +       cos  jff-f-^c,  cos  C 

ohne  Zweideutigkeit  gefunden  werden  könnra.  Abdann  geben  sn- 
vörderst  die  Gleichungen  (47)  die  Werthe:         "  . 

und  die  Gleichungen  Nr.  14.: 

^r'  =  aa,  sin  yi,    2r=66,  sin         2F=zc€^  sin  C, 
worans  man  endlich  mit  Hülfe  von  (18)  nnd  (22)  die  Formeln 

(/'■l-^-f-F")  (F-*-F'-r')   .  . 

•  "^Aöt  cos  i(— VH-^-H^)  cos  a^  —  A  +  M}     .  . 

~        COS  ^{i/,^A-^B)  cos       — 2f-j-if) 


>s . 


(F-i-F'^  F')  (F—  -f-F') 


«M,  eos  ^^  +  ^+^0  cos 


entwickelti  tas  denen  und  folglich  auch  a.ib^c^  gefunden  wer- 
den können. 

9)  Ein  Viereck  ist  durch  die  drei  Verbind^ngalininn 

.     zwischen  den  Mittelpunkten  je  zweier  Gegenseiten 
und  zwei  der  Winkel,  unter  denen  sieh  diese  Linien» 
•nhneiden,  voUatft'nAigbtfttivBt. 
Sind  S^6fS,  und  «wei  von  den  drei  Winkeln  (J,,)  ((^, ,) 
gegeben,  so  findet  man  zuvörderst  den  dritten  Winkel  aus  der 
^leicbang  (i^t«)-f*'(^sg)=^lSO*'-|-((f, und  sodann  aus  Nr.  & 
die  6  Hauptseiten^  wbaHt  die  AH%abe  als  ^elösst  anznsehen  ist.  .. . 
10)  Ein  Viereck  ist  durch  die  drei  Ve rbindungelinitlih 
zwischen  den  Mittelpunkten  je  zweier  Gegenseiten 
und  zwei  der  charakteristischen  Winkel  yollstän-, 
dig  bestimmt. 

Wären  also  d^d^d,  und  s.  B»  ^  nnd  A  gilgdben»  an.  Meka 
I  aus  Nr.  4.  nnd'  Nr«  11, 


daDD  wird: 


(«4-«,)*  CM  ^s<l«*  ccM*  i^  — 4,*  sio* 
f«  — coi^^s^,«  CO»«  V  «In*  i-^ 

CMifs^,*  CM*  iiV— ^1*  sin* 

cd!  iffs^,*  cos*         — (T,*  MO*  4^ 

woraus  sieb  sofort  die  Werthe  von  aa^Ob^^  ergeben  und  die  Aut- 
(pdM  denniach  als  gelttst  ca  betnebten  ist. 

11)  Ein  Viereck  ist  durcb  die  vier  Seiten  eines  seiner 
'       einfachen  Vierecke  und  durch  einen  in  dem  letzte- 
ren liegenden  \  iereckswinkei  vollständig  bestimmt. 

Seilte  nun  s.  B.  ans  ma^bh^^  nnd  dem  Winkel  {ab)  das  Viereck 
bestimsien,  so  bitte  man  ans  Nr.  10.  nnd  Nr. 

<?, •  =     +  ^=  —  2«/^  cos  {ah) 
2«,^j  cos  (0i£i)==0/  +  6i'  — a''— ^'4-2a^  cos  (o^) 

fände  bierans  ^=(«;ft)-t-(«,6,)  und  mit  diesem  Wertbe  ans  (44) 

t  • 

«*-f-A*— «6  OOS  {ab)      ..  . 

12)  Bin  Viereck  ist  durch  drei  an  einander  lieffen^de 
Hauptseiten  und  die  beiden  von  ihnen  eingescnlos- 
senen  Hauptwinkel  bestimmt. 

Wären  also  z.  B.  die  drei  Seiten  6a6^  und  die  üanptwinkel 
(a^)  u^d  (ab^j  gegeben,  so  fände  man  aus  Nr.  2.: 

<?,*  =s  «*-!-*»  —  8«^  jBOs  («^) . 
e*  s:«*H-^i*--3«^i  cos  (ar^i); 

alsdann  wbre  i7  =  (ad)-|-(0^,)  und  aus  Nr.  9.: 

«,«=<;* H-tfj*  —  «r»  +  Ub^  cos  ü,  * 

womit  die  Anfgabe  als  gelöst  an  betracbten  ist.  ' 

Es  mag  an  diesen  Aufgaben  genügen,  da  ans  ihnen  cor  Genüge 
erbellt,  .wie  man  in  äbnlicuen  Fällen  zu  verfahren  haben  wird.  Im- 
mer  wird  es  möglich  sein>  «ine  solche  GomUnation  der  gettode- 
nen  Formeln  anzugeben,  dass  das  Viereck  ans  fünt'  unabhängigen 
Stücken  sich  bestimmen  iSsst,  dafern  nur  eine  solche  Bestimmung 
überhaupt  stattfinden  kann.  —  Cebrigens  ist  jedoch  zu  bemerken, 
dass  in  allen  den  Fällen,  in  welchen  die  Grösse  ^  durch  eine  tri- 
gonometrische Funktion  geftinden  wird,  wie  dies  z.  B.  in  der  4ten  ' 
nnd  8ten  AB%abe  der  Fall  war»  die  Anfldsnng  nnr  dann  wirklich 

bestimmt  ist,  wenn  sich  anderswoher  entscheiden  iXsst,  ob  ilt^  180* 

ist.   Kann  eine  soldie  Rntscheidung  nicht  erhalten  werden,  so  tbnit 
in  der  Tbat  isuner  swei  Vierecke  der  Aufgabe  Genüge. 

Znm  Schlüsse  wollen  wir  die  gefundenen  allgemeinen  Formeln 
noch  auf  das  Sehnenvicreck  anwenden.  Da  in  diesem  bekanntlich 
^  =  180«,  ^s^ssO«'  ist,  «o  ergiebt  sich  sofort,  dass: 
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/      '     (ac)=:(«,c,)  =  W-4(.^-|-€7) 

(Äc)  =    ,  r , )  =  4 C)  -  90« 
(^,)  =  (Ä,c}  =90«— 4(Zr~.C)/ 

M)  =  180«»  -  =       _  ^)| 

wird;  folglich  geben  die  Gleichlingen  34,  38  und  Ai,  wenn  man 
■tatt  der  jetzt  gleich  werdenden  Grössen  /,  und  /«  e.  und  e* 
nnd  i/.  bloss  die  Zeichen  fed  ohne  Index  schreiht; 

/^=«»-l-»,»  +  Äa»,  jBOB  C7r=sÄ«-+-a,*  cos  C. 

Ä  <?»-+-  c,   -f-  2«?,  cos  Ä  =     +  «I  *  -H  W,  cos  i?[  97. 
<^  =  ^'  -f-^i*  —  2Ä^,  cos  ^=c»  —  2«.,  cos  ^1 

Demnach  gehören  zu  jedem  einfachen  SefaDenyierecke  drei  Diago- 
nalen, von  denen  zwei  unmittelbar  durch  die  Figur,  die  dritte 
hingegen  dann  gefunden  werden,  wenn  man  irgend  zwei  belie- 
bive  neben  einander  liegende  Seiten  des  Viereeltes  m\k  einander 
Tortaiuebt.  Femer  wird  aas  (32)  erhalten: 

00]  s=ar«r,  +  \ 
ef  ssmd  98. 

d.  Ii.  in  jedem  einfachen  iüiehnen viereck  erster  Form  ist 
das  Reehteek  ans  beiden  Diagonalen  gleich  der  Summe 
der  Rechtecke  aus  je  zweien  der  Gegenseiten.  Bben  so 
findet  man  aus  \r.  36.  nnd  40.»  unter  der  Voraassetiunff  dann 
«>-aj  und  ^>^, :  * 

Ä^i  =  <rc,  —  »ff,,    ar<7,  r=c<?, — \ 

'  .  be  z=iac  ad  zzsbe  — (  gg. 

^,#=«0,  — ai,e,    m^dssbe^ — 6^e  )  * 

d.  h.  in  jedem  Sehnenviereck  zweiter  oder  dritter  Form 
ist  das  Rechteck,  aus  beiden   Diagonalen  gleich  dem 
Ueberschttsse  des  Rechteckes  aus  beiden  sich  schneiden 
den  Seiten  über  das  Rechteck  uus  beiden  sich  nicht 
aebneidenden. Seiten.  BndKeh  wird,  wenn  »an  zur  Abkürzung: ' 

.     2#'  =  a-f-«r, -f-c-f.^  (  100. 

ichreibt;  nach  Nr.  45. 

.  =  «,)      -  c)       -c.)^«,,cc,(  101, 

F"^={^'^b)  K-MC*"-*) 
TImUIL  17 


258 

Diircb  selnekliehe  VerbfaMtoBgmi  Clt|dNttgiB  (06)  fiidel  mm 
ferner: 

d.  h.  die  Snrnaie  der  sechs  Rechtecke  «ae  je  zweien  Sei- 
ten eines  eiofucbcn  8eli  ne  n viereck  es  erster  Form  ist 
gleich  der  Samme  der  drei  Rec|jitecke  aus-je  xweieo  sei- 
ner drei  Diagonalen. 

 (<d^.  £^   g/y.-t-A^,' 

cV,      =       -4- M.)  («Ä-f-«!^.)  ' 

/(cd=c,)  =  (a=b«J  (/y  dz*,)  •  'lOA 
cjcrb/)  =(«=b/5)  («.zt/^J  •  i**^ 
c(ü,=fc/)  =  («±AJ  («.iÄ)  I      \  ^ 

Die  Gleichungen  (i03)  lassen  sicli  aucli  als  unmitteibüres  Ergehniss 
der  FormelD  (53)  und  (54)  betrachten.    Auf  die  nebtnlige  Weise 
kann  nna  «neh  jede  Seite  dea  VIerecka  keitunait  werden.   Denn ' 
Back  (INI)  iatt 

ingleicken: 

^^Ae-'AtC^    b_       ac  —  a^c^ 

«,      bc^-b,c'  b,  ~  ac^  —ü^c  •  •  •  •  ™* 

u.  8.  w.  Ferner  ist  nach  Nr.  2.  auch 

4-«.^,)  cos  («,Ä,) 

=2^  coa  («,^|) 

—      =r2(««,  +•,*)  coa  (ar,*) 

=5V^^  coa  («,A) 

und  hieraus  folgt  durch  Vergleichung  mit  Nr.  11.  sofort,  daaa  die 
Dürchschnittswinkel  der  Diagonalen  cf  und  c^f  nothwebdig  rcsp. 
gleich  (^i^i)  und  (a,^)  sein  müssen.  £b  ergiebt  yich  deainaai 
auch  wegen  Nr.  96.  und  Nr.  U.: 


105. 


107, 
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umi  bierwn  saf  bekuite  Wdse  .die  iN»nMli(: 


iagleieh^ 


CüS 


3  I 


109. 


*  (#—«»)  <•- 

tio. 


Zugleich  aber , Vit  y^!W^  JS^^        Halbmesser  des  dem  Vier- 

eck umgesiihneti^Mn     " ' 


2F=cCj  sin  e=:c/ sio        — -4)  =  <;y  »io 

2sin  4/" 


—  2sin  C       2sin  iJ^B  ~  A) 


III. 


(#  — a)     —     (*-«,)  U  — 

£»  verhalteo  sich  dennacb  die  drei  Diag^onalen  des  ein* 
fatebea  SeliBeBfiereekes,  wle  die  Sinn»  der  ia  «des  aii|^e» 
hSrigen  Kreisabscbnitten  liegenden  Peripheriewinkel, 
oder  wie  die  Sinus  der  Winkel,  unter  denen  sich  die 
beiden  anderen  O.iaffonalen  schneiden.  —  Zugleich  ist 
•nck  d4s  reehtwiakliehe  Prismä,  da«  den  FlftclieBinfcalt 
des  Viereckes  snr  Grandfläclie  und  den  Radis«  des  um- 
schrtebenen  Kreises  zur  H'ulic  hat,  gleich  dem  vierten 
Theile  des  rechtwinklicheo  Parullelepipodums  ans  den 
drei  Dittgooafen  desselben. 

D^veli  einfaelie  HvItiplicatioD  findet  mn  ans  100, 

sin  \{B  —  A)  !>in  \{B-^Äi         #  — « 

«in  / 

««•  UJB^  

'  «in  i/r  f  \ 

112. 


sin  |C  / 
«in  iCg-f.^)  cos         4)--.  tzih 


cos 


/ 


vm^B-\-Ä)  sin  Ki?—^)        »  —  b 

cos  |C  y 


u.  8.  w.  ^oraus  unmittelbar  auch: 

sin  \B       g-f.gi    cos  4Ä 


cos 

sin   


cos  li^        ^+  ^1 


119. 


17' 


t«g  taog 

taog  1.4  lang  |6'=2^^ 
folgt   Ferier  ergtcbl  «cb: 


4üa  ^tf-l-il)  sin 

*  — 

«1 

co< 

5 

4V08  ^(jlf  -f-  wi)  CUS 

cos 

t  — 

b 

kno»  ^jB-i-J)  sin 

sin 

«■in  CM 

sin 

US. 


Es  ist  ganz  unverkennbar,  dass  die  Formeln  von  Nr.  108.  bis 
115.  dM  Analu^un  tu  den  Pormeln  fttr  dM  (raradlrifig«  Draedk 

bilden.  Trotz  ihrer  grossen  Einfachbeit  wnd  Elegfanz  scheinen  aie 
doch  bis  jetzt  noch  gar  nicht  gekannt  zu  sein,  weshalb  die  aus- 
führliche Mittbeiluug  derselben  hier  nicht  um  unrechten  Platze  sein 
möchte.  Die  Unteraacbung  aber  die  Eigenschaften  der  Sehnen- 
Tierecke  aber  noch  weiter  zu  treiben  dürfte  kaum  der  Mühe  loh- 
nen; die  gehörige  Verbindung  der  hier  entwickelten  Formeln  wird 
fast  immer  hinreichen,  jede  verlangte  Untersuchung  zu  Ende  zu 
fuhren.  Nur  folgende  Ausdrücke  mögen  hier  noch  Platz  finden» 
im  >ie  bei  ▼•niraehMeBdeB  TreoaforMtienen  gute  DieiiaCe  teilte«: 

Oz=aa,  cos^(^4-C)cos'(^— ^7)-}-*Ä,  cos^(Ä-f-C)co8^(i5r-6')j 
0=««,  sw},{ß-{-A)s\n^{ß-A)-+-cc,co^{ß^C)cos{{B-C)l  116 

Mit  ihrer  Hülfe  findet  man  für  den  FUehennim  D  des  von  dei- 
drei  Diagonalen .  gebildeten  Dreiediee.  die  merkwilrdiga  Gleicbnng, 


iP=Ä*  sin  (ji+C)  sin  (B-^C)  sin  {C—A)  sin  (ü— ^)  111. 

§.  20. 

Endlich  sind  noch  die  Werthe  zu  bemerken»  welche  beim  Seb* 
für  die  einnelnen  BestandtfaeUe  des  zugeordneten  Drei« 


eefcee  erkalten  werden.  Man  findet  mn?drdent  ans  Nr.'  64.  i 

-^Jl*  <iCOS»  i</?-|-C)_   ^  g,  cos»  ^B-C) 
'  «,  sin  ir  sin  ^  -~^>    •  sin  # sin  C 

f.       »  cos^    •   b^  cos'  ii{C~A)  I 

P««»»  •  *j  Sin  ^  Sin  C.  — A  sin  wd  sin  C     /  **** 

 ^     C  sin»  ^{B'-A)       ,         sin»  \{B-^Ä)\^ 

^       •  •  ^1  sin  ^  sin  •  *   «  sin  ^tf  sin  ^  j 

also  au^: 


I 
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sin  B 

sin 

C 

cos 

sin  A 

sin 

c 

sin  ^B-^A\ 

sin 

Fernsr  wird  oacb  Nr.  69.: 


— ^'J .  — 

■in  i€  sin  ^  m  C 

\{B^C)  cos»i(Ä- 

C) 

'  ain  ^  «in  ^  ahi  C 

aa,  rC|  cos' 

1                            ■  H 

cos»  i(C- 

120. 


wornw  denn  mt  Hilf»  toiI  llil  Migl«icl: 


folgt.  Man.  «rhilt  «Indvrch  unmittelbar  den  aerk würdigen  Snts: 

(a/S)  =(<?,,)  j 

M=180~(J..)  123. 

(/?y)=180-(d„)) 

so  dais  im  Sebnenviereciie  die  zugeordoeten  ^Winiiel  unmittelbar 
ane  den  Winkeln  gefanden  werden  k'önnen ,  imter  denen  sich  ie 
swei  Verbindongelinien  swieeben  den  Mittelpunkten,  der  Oegenim-' 

ten  schneiden. 

Wie  nun  im  Vorstehenden  die  aligemeiuen  Formeln  auf  da« 
Sehnenviereck  angewendet  worden  aind,  so  könnte  das  auch  in  Be* 
zng  auf  das  Tangentenviereck  geschehen.  IndesseD  würde  dadurch 
theils  die  gegenwärtige  Untersuchung  allzuweit  ausgedehnt  werden, 
theils  erfordert  das  1  an^enteoviereck  noch  eigenthiimliche,  von  den 
bisher  geführten,  ziemlich  abweichende  Erörterungen.  Jch  spare 
daber  diesen  Gegenstand  für  eine  andere  Zeit  anf7  wo  ich  dann 
zugleich  auch  die  Eigenschaften  der  vier  merkwürdigen  Punkte 
der  Haupt-  und  Nebend ceieclie  näher  betrachten  ^erde. 


Beweis  eines  geometrischeu  Satzes. 

Von  ' 

I 

.  Herrn  Tlioiiias  Ciaasen 
SH' Altona. 


Beschreibt  man  in  einem  Kreise  ein  Dreieck,  dessen  zwei  Sei- 
ten mit  gegebenen  Linien  parallel  sind;  so  ist  die  dritte  Seite  eine 
Tanffente  eines  andern  concentriscben  Kreises.  Durcb  die  ortbo* 
graftnische  Projection  auf  eine  gegen  die  Ebene  der  beiden  Kreiae 
geneie:te  Khene  werden  die  sämmtlirlieu  Parallelen  wieder  parallel» 
und  die  Kreise  äbniiclic  und  älinlichlicgendc  concentrische  Ellipsen. 
Muu  siebt  hieraus,  dass  die  dritte  Seite  jedes  in  eine  Ellipse  ein« 
geschriebenen  Dreieck»,  4«MMn  swel  Seitoi  mit  nweien  Miebigen 
gegebenen  Durchmessern  parallel  sind,  eine  Khnlicbe»  ftbnlick- 
fiegcDdc  concentrische  Ellipse  berührt. 

Du  die  Parabel  und  Hyperbel  aus  dem  Kreise  nur  durch  Cen- 
tral projection  entstehen,  wodorch  die  Parallelen  Im  Allgemeinen 
nicht  wieder  parallel  werden;  so  lässt  sich  auf  diese  Art  nicht  die 
Curve  finden,  die  von  der  dritten  Seite  jedes  in  jene  beiden  einge> 
schriebenen  Dreiecks,  deren  zwei  Seiten  mit  gegebenen  Linien  pa- 
rallel sind,  herfihrt  wird.  Ich  habe  daher  dieae  Cnrve  aaf  folgende 
Art  für  alle  Kegelschnitte  analytisch  bestimmt. 

1.  Statt  der  recbtwioklicbten  Coordinaten  ar,=^iV,  y^-=.MN 
des  Punkts  M  (Taf.  IV.  Fig.  1.),  nehme  ich,  wenn  AN  und  MO 
mit  den  beiden  gegebenen  Linien  parallel  aind,  ond  also  ainfp 
flonstanten  Winkel  MON  s  0  einscbliessea ,  sebielwinkUcht« 
aa^AO,  jß:ssiMO,  Auf  diese  Weise  wird 

s^-l-y  eoa  0,     =y  sin  0. 

per  Kegelschnitt  sei  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  und  die  rechtwink- 
licbten  Coordinateu  o:,,  auf  den  Mittelpunkt  der  Curve  als  An- 
fangspunkt bezogen ,  die  Axe  der  sei  mit  einer  der  gegebenen 
Linien  parallel.  Die .  Gleiehnng  der  Cnrve  ist  demnadi  von  der 
iFonn: 

Suhstitnirt  man  hierin  die  obigen  Werthe  von  und  so  findet 
man  ebenfalls  die  Gleicbnng  mit  schiefwinkliehten  Coordinaten  von 
der  Form 
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Es  sei  also  M  der  Mittelpunkt  der  Cum<Tef.iV.  Fig.S.)';  MQ 
und  MP  die  Axen  der  und  y,  ABC  tixk  in  der  Curve  eing^» 
schriebenes  Dreieck;  die  Seite  JdB  .mit  JHP.  und  die  Seite  AC 
■it  MQ  pwtllct.  Die  GoerdMlIiD  des  Punkte  A  eeieB  t  v;  die 
Coordinaten  dei  Pankts  B  seien  'S*»  c';  <i>«  Coordinaten  des  Punkts 
Cseien;       t/',-  so  ist  offenbar  v=v"=AD,  und  |=s=^==  — 

Ich  nehme  an  dass  keiner  der  Punkte  A,  Bt  C  noendlich  weit 
entfernt  liege,  oder  daee  weder  AB  noch  AC  m%  einer  Asymp- 
tote der  Hyperbel  parallel  sei;  in  welchem  Fülle  BC  mit  dersel» 
ben  Asymptote  parallel  wäre,  oder  unendlich  weit  entfernt  lägie. 
Die  Linie  AC^  deren  Gleichung  y=^yz=z AD  ist,  schneidet 
alio  die  Gnnre  in  swei  Punkt^^if  eben  so  AB^  deren  Gleichung 
drss$  =  —  DM.  Demnach  kooneB  weder  a  noch  der  Gleichung 
(1)  verschwinden.  Es  sei  nun  die  <erste  willkülirlicLe  mit  MQ  pa- 
rallele Seite  des  Dreiecks  AC  gezogen  und  AD  =  Vy  so  werden 
die  beiden  Wertke  von  jp^  die  diesem  Werthe  von  y  entsprechen, 
ITA  md  ^^ME  die  WnnelB  der  Gleiehuag 


V 


1 


wenn  Man  F  positiv  ninunt  und  YY={lf6  —  acjw  —  a/ setzt. 

Die  beiden  Werthe  v'=.  DA  und  v'zzzDB  sind  die  \Vuraeln 
jr  der  Gleichung  cyy     W^y  H-  «r^^  -h  /=  0,  also,  ist 

— ~:  oder 

OLL  2* 

Die  GlaielMing  der  dnreb  B  nnd  C  gelegten  Linie  iet; 

der  offenbar  durch  Substitution  der  Coordinaten  von  B:  .r  =  lr, 

y=t;';  und  von  C:  =  y=:t>''  Genüge  geleistet  wird.  Sub- 
stituirt  man  in  diese  die  für  1^'  =  ^,  ^'  und  v"=:v  gefundenen 
Werthe,  so  findet  man  die  allgemeine  Gleichung  für  die  Linie  BCt 

Der  BerUirBngspunkt  nit  derChutn»  die  alle  dIeiA  Linien  berikren, 

iat  der  Durchschnitt  voo  ilner  beliebigen  mit  einer  unendlich  we- 
nig vet^aehiedenen  derselben.   Es  sei  die  Gleicbnog  einer  Tangente 

Aaß-k-By-^Cssfi 

io  ist  die^GleieiniBg  der  nnendliek  wenig  vencbiedenen  Tangente: 

M  H- -f^  1^ + (^M«!  y+^^)^'' = 0 

deren  Dnrehachnittapnwkt  mit  deni  DttrebsefaBitti|»nnkte  der  beide 
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,dB^       ,dC,  ^ 


id«ntiieh  iit.   Die  Coordioateo  desselbeo  aeieo  x^xf^ 

Nscb  der  Gleicbang  (2)  hat  Man: 

folghcli  da  ^  =   y — —  ist: 

als« 

.  t> 

nnd   .  ^  .   »  ' 

«a:V-h2(^^'>  -f-tyy'-h^  =  0.  (3) 

Beide  Curven  (1)  und  (3)  sind  also  zugleich  concentrische, 
äboliche  und  äbnlicbliegende  Ellipsen,  oder  Hyperbeln 
zwischen  denielben  Asymptaten. 

2.  Ist  die  gegebene  Curve  eine  Parabel  und  der  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  im  Scheitel  derselben,  so  wird  die  Gleichung  fSr 
die  Curve  auf  die  mit  den  beiden  iSeiten  des  Dreiecks  parallelen 
Axen  bezogen:  * 

und  wenn  man  wie  oben  veriährt,  und  yy=:c' -|-2ivif(^  —  ttdj 
■etit: 

V  und     sind  die  beiden  Wnneln  y  der  Gleichiuig: 

^V+^«^+<4+«*^*+S^;  nlae  ist 

.  und  die'  Gleichung  tUr  alle  dritte  Seilen-  des  Ureiecka: 


Oigitized  by  CoogL 


i 


'  Bf  tft  «lio  '       ,  • 

uud  da 

*  m 

aJw 

^     Im: -ad'  Y 

Beide  Curren  sind  demoach  auch  zugleich  Parabeln  mit  glei- 
chem Parameter,  deren  Hanptaxen  zasammenfallen. 

8.  Hiermck'itfc  es  lelekt  in  jedes  Kegdsefcvitte,  wenn  m' 
«Sglidk  ist,  eis  Dieieck  zu  heschreihen,  dessen  zwei  Seiten  mit  ga» 
geben en  Linien  parallel  sind,  und  dessen  dritte  Seite  durch  einen 

Segebenen  Punkt  geht.  Man  beschreibe  nemlich  ein  willkürliches 
»reie^  A^BC^  dessen  Seiten  A^B  und  A^C  bit  den  gegebenen 
fifadea  paralM  siad,  nnd  dessen  Spitzen  A^BC  auf  dem  Umfange 
der  gegebenen  Carve  liegen.  Mit  BC  parallel  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  ziehe 
man,  wenn  es  möglich"  ist,  die  Tangente  B'C'  woi  die  gegebene 
Glir?e.  Vom  Mittelnnnkte  M  der  Curve  siehe  man  eine  Linie  an 
den  Beräbrunggpnnkt  T%  die  die  Linie  BC  in  T  schneidet;  ao  Ist 
T  der  Berührungspunkt  der  zweiten  Curve,  die  mit  der  sregebeoen 
ähnlich,  ähnlicbliegend  und  concentrisch  ist.    Es  ist  MT :  MJ* 

ss^^:  1  für  alle  eingesekriebeBe  Dieiecite  cautant.  £s  sei 

der  Pmkl^  der  auf  der  gesnehten  Tangente  AU  an  die  zweite 

Cnrre  liegen  soll;  zieht  man  mit  dieser  parallel  A'IJ',  die  die  ge- 
gebene Curve  in  U'  tangirt,  und  die  Linie  MA  in  A'  schneidet; 
so  ist  ebenfalls  Mü ,  MV  z=zMAx  MAf^iMT  .  MT .  Folglich 
müssen  AT  und  A'T"  auch  parallel  sein.  Man  ziehe  demnach, 
nachdem  T  und  T  bestimmt  sind,  TA  und  die  Parallele  T'A\  die 
die  Linie  MA  in  A!  schneidet,  und  von  A\  wenn  er  nicht  inner-  , 
halb  der  ge^^benen  Curve  liegt,  in  welchem  Falle  die  Constr,uction 
nnmSg^ich  ist,  eine  Tangente  an  die  gegebene  Curve,  so  ist  die 
durch  A  gezogene  mit  ihr  parallele  die  gesuchte  Linie. 

In  der  Hyperbel  ist  keine  mit  BC  parallele  Tangente  möglich, 
wenn  BC  beide  Aeste  schneidet.  Die  Hvperbel,  die  alle  Linien  BC 
btfibrt,  liegt  in  diesem  PaUa  in  dep  ffebaBwiKkalB  der  Asymptoten. 
Es  sei  die  GlfBichang  der  gegebenen  Bjfparbel  anf  ibra  Asjaiptaten 

sä  ist  b  diesem  Falle  die  Gleichang  der       BC  bardbiten  Cnrve" 

wo  m  pesitif  ist  Bescbreibt  man  die  zu  dieser  Hyperbel  supple-  , 


'  I 
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IM  der  jfdem  Punkte  dessen  Coordinatea  in  Amt:  nmtn 
Sf%i  i**         zweiten  ein  Punkt,  dessen  Coordioaten  S84?ti 
«,  =s  — sind,  eoUpricbt;  so  wird  die  Gleichung  für  dieselbe 

Diese  Hyperbel  ist  mit  der  g^egebenen  ähnlich,  ähnlichliegend  und 
coDcentriich.  Ebenfalls  wenn  eine  Tangente  an  die  Curve  (5) 
dareh  eioeo  Poskt  gebt,  deiMB  Coordiimtea  m,  ß  tlad,  auf  die 
Asymptoten 'bezogen,  so  geht  die  Tangente  an  den  entapreditt^ea 
Punkt  der  Curvc  (6)  durch  einen  Punkt  dessen  Coorilin«ten  a,  — ß 
sind.  Es  seien  Tat'.  iV.  Vig.  4.  die  Asymptoten  der  beiden  Hyper- 
beln^^ und  CDt  die  dritte  Seite  elaea  Dreiecks,  das  ia  der 
gegebeaen  Hyperbel  eingeschrieben,  und  dessen  zwei  Seiten  mit 

fegebenen  Graden  parallel  sind,  welche  Linie  also  die  Curve  (5) 
erührt.  Es  soll  nun  durch  F  eine  Berührende  an  dieselbe  Curve 
gelegt  werdea.  Die  entsprechende  Tangente  der  Hyperbel  (6)  gellt 
durch  den  Punkt  F'y  wenn  man  FG  =  GF'  macht  und  FF'  Mit. 
der  Asymptote  AB  parallel  zieht.  Die  der  Tanj^cntc  ah  entspre- 
cheade  Tangente  der  Curve  (6)  ist  bet'y  wenn  man  aMr=i  M0I 
nacht.  Mao  construire  also  wie  oben  eine  grade  durch  F'  gehende 
Linie,  die  mit  kt^  sn^ieick  eine  mit  der  gegebenen  ähnliche,  ahn- 
lichliegende^  cnnrentrische  Hyperbel  berührt;  so  geht  die  gesuchte 
Linie  durcli  F  und  den  Durchacbaittapiuikt  der  eben  ge^uadeqea 
mit  der  Asymptote  CD, 

^•ad  die  beiden  Carven  Parabela,  ea  aebaeidea  alle  parallaia 
Tangenten  BC  xnnA  B'C  von  der  grossen  Axe  gleiche  Stücke  ab. 
Zieht  man  also  durch  den  gegebenen  Punkt  A  (Taf.  \\.  Fig.  3.) 
mit  der  Uauptaxe  eine  Linie  parallel  und  macht  dem  auf  diesei: 
Ase  BC  nad  J^C  abgeschaitteoen  Stücke  gleich,  aiebtdAranf 
WU  A'  eine  Tangente  an  die  Parabe]^  so  ist  die  mit  ihr  durch  A 
sresogeDe  Parallele  die  gesuchte  Linie,  ^laeer  dea  a 
rällen  sind  keine  vorbanden. 


XXV. 

Üeber  die  aeuesten  ErfindiiDgen  in  der  Theorie 
der  besttnmiteii  Integrale* 

■ 

Van 

dem  Herausgeber.  . 


Krstc  Abhiiudluiig. 

Diese  Abhandlung  eröffnet  eine  Reibe  von  Abhandlungen,  in 
~  wir  aaeb  nnd  nacb  van  de«  ncneiCen  wiebtigem  Ibfindnngen 


Digitized  by  Google 


267 

io  der  Theorie  der  bestiaiiiten  Integrale  autfuhrlich  HtteMcht  er«, 
tbeiIeD ,  nberhai^pt  mit  der  Zeit  eine  vollstaDdige  Theorie  der  be- 
•tirnnten  lotegrue  ss  lieffrn  tiiche&  vardo.   uem  Zwecke  dieser 
Mticbrift  gmMM  1i«giBB«ii  wir  mit  einer  kirten  D«nitolliiii|f  der 
wichtigsten  allgemeinen  Hauptsätze  von  den  fcwHMtten  Integrales»- 
auf  welchen  alle  folgenden  Untersuchungen  yorzäglich  beruhen, 
und  einer  kurzen  Entwickeinng  einiger  soBst  schon  bekannten  be« 
stiminten  Integrale,  die  bei  andern  Üntersocbungen  besonders  hau-* 
%  in  AnwaMiing  gcbwdit  imiuMi 


Die  wicktigatea  «UganAiiia«  Qanptsitsa  Ton  deo  be- 

ttiM«taii  iBtagrAla» 

'    Wenn .  überhaa|ii 

gesetzt  wird,  wo,  wie  wir  ofienbar  anzunehmen  berechtigt  .sind, 
die  willkührliche  Constante  io  der  Function  9>(;r)  sclion  einge- 
ickioiaeD  acb  aoll;  w  afinit  Mi  die  MteMM 

daa  von  a:  =  a  bis  jc  =  l>  genommene  Integral  ffi/xiyix^ 
■ad  beaeiehaet  diese  Dilfeieaa  am  beatea  nod  einfaebale9\diir€& 

,         *       •  '         rb  \  \ 

so  daaa  alaa  '  • 
iät  Aneb  aeail  anm 

das  zwischen  den  Gränzen  a  und  ^,  für  a  als  untere  und 
b  als  obere  Gränze,  genommene  Integral  / f{a:)da:.  Ein 
jedes  solches  zwischen  bestimmten  Gränzen  genommenes  Integral 
wird  aber  fibfriuNipl  ein  ^ef  tiaaitea  lategr»!  feaaaat. 

1.   Wdlt^adeai  wir  Imaier  wie  Vorber  ilberbaa|it 
■Btaaa,  aacb  deai  vaifgea  Paragrapbee 

«ad 
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%  Wtil  htm»  nach  den  vorigw. PaffiSnpliMi  ..  , 

t 

/V(*>*»  =  y(/^)-y(a); 

U.  8.  W. 

/y(jp)d5r=jp(*)-y(fi) 

ist;  BO  ist  jederseifc,  wie  man  soffteich  findet,  wran  mf  b«d«B 
säUto»  der  Oleiebkeitneicheii  «ddirt»  . 

■nd  folglich»  wHil  naeh  den  verigcB  PwagnplieB 
iitj  Jedeneit 

'    •  •  •  H-./f/(*)A»+  //(^K*. 

wie  gross  auch  die  AdmU  der  durcb  a,  j!?,  . . .  /*  beseicboe- 
teo  GrÖ88«u  sein  mag. 

3«  WeuD  A  eine  constaete  Sffftne  beicichoet,  i»  iit  bekiMMt- 

lieb  jedencit 

fAAa:)äx  =     //(*)*r  säs 

uuü  fulglicil 
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•Im,  Witt  Mcb  ÜMi  vMigiB,  PingftfiM' 
ist,  iWMT 

4.   Wenn,  Inden  Af  >tf  a»  •^•t  •  •  •      lauter  eOMtaate  tarSiaen 

bezeichnen,  ,  ' 

iit;  so  Wt  belunttncli  jeierseit  • 

.  .  .  -f-  An//fJi'X)dXf 

oad  folglich,  wenn  wir  überhaupt  , 

//(^)^  =  9P(^), 

y/i(^y-^=9Pi(^).       .  '  • 

n.  e.  w. 


fii9>ii(^)> 


vorigen  Paragraphen 


d«  i,  nach  den  vorigen  Paragraphen  offenbar 

 '^Anflfikm\ix, 

•  f .  3.    •     *  .  •  ,  ^ 
Wenn  wif  wipdwr.ftberbMipt  *       .-.t  . 

■Olsen,  ao  ist  nsdb  den  olIgMidneii  Boffriflb  dos  Intemls  bo- 
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wu  wie  gewöliutich   den   ersten  Dift'el'eotialquotieDteo  der 

Function  ^(a:)  bezeichnet.  Setzen  wir  oud,,  iiidem  m  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl  bezeichnet, 

A  —  g  » 
n 

so.  ist  p«^h  eioen  bekniiBten  Sntie  *) 

<jp(a  +  0  =  if{a  +  0*)» 

5(>(«-|-  2#)=5p(« 0,0,  ;  . 
Sp(a  H-  3#)  =  9>(«  H-  2/)  -|t    (a.-|-  2#  +  ö^i), 

U.  8.  W. 

+  (#»  —  !)•)  =  9(«  +  (i»  -  2)0  +       -H  (»  -  2).-  -f-  0,.-2i), 

9>(a  H-  M«)  =  9p(a  -|-  (#»  — -+-       -!-(»  —  !)•  +  öi.-^») ; 

wo  0,  0j,...0„_2,  0jt— 1  lauter  positive  die  Einheit  niclit 

übersteigende  Grössen  sind.  Addirt  man  jetst  auf  beiden  Seiten 
der  Gleicbbeitszeicben,  und  bemerkt,  das« 

b  =  a  -J-  ni 

\Bt\  ao  erhält  «an  sogleich  die  Gleichung 

aluk  waU  Mannüiffk  ... 


ist, 


Wein  i  posithr  ist  nad  die  FunctioD  f{sp)  fortwibrend  wädist, 
wenn  man  sich  von  ^  =  a  bis  a:-=ib  stetig  verändern  lässt; 
so  ist,  weil  0,  0,,  0,,  .  .  .  0«-,i  lauter  positive  die  Kinheit  nicht 
Übersteigeade  Grössen  «lad,  ofi'enbar  ohne  Beziehung  der  oben 
ind  MBtern  Zeichen  aaf  einander: 

\  •   

/(« -h  2»     0,0  ^/(a 2«-), 

tt.  8.  W.  • 

/(«  H- (•  -    + ^« C«  - 1)4 


•)  ThMl  L  XLVIIL  f.  ft. 
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/t« -h  2*  +  0,»)  4- 3t). . 

u.  i,  w. 

.     /(a-4-(«-l)<  +  a,^,t)</(«H-ii<); 

■liO«) 

f{a  +  ©»}  4-  +  .  .  .  ■+-/(«-*-(•-  l)t+0i^|f) 

< /(•  -I-  0         + «0  -*-/(•     W)  4- . . .  +/(• + «1) ; 
folglich,  weil  awb  der  VoranstetrnD^  d  pMitiv  ist  *^), 

=  <|/(«)H-/(4fH-DH-/(«+a<)+...H-/(»+(ii-lWl  *_ 

Setzen  wir  «Im»  bier  und  im  Folgenden  der  Knrxe  wegen 

;?=  i\f{ä)  +  i)  -ArRa     2i)  -H  .  . .  H-  («  -  1)01, 

2»  =  f  {/(«  +  «)  -f-/(a  H-  2,)  3i)  -I-  . . .  4-/(a  +  »Oll 

80  ist  nach  dem  Vorhergehendeu  '  > 

d.  h.  e%  ist  J*^{a;)da^  eine  Mittelgrösse  zwischen  2  und  i^',  oder 

in  der  ans  Theil  1.  XL.  §.  33.  bekannten  Beneicbniinff  der  Mit- 
telgrössen: 


Wean  wieder  ^  iioeitiY  iit,  die  PanetioB  /{<»)  aber  fortwährend 

ahoimmt,  wenn  man  sich  VM  4fssm  l^ie  x  =  ^  stetig  verändern 
lässt;  so  ist,  weil  0,        ^a,.  lanter  positive  die  Einheit 


•)  Theil  I.  XL.  6.  2.  J. 
**)  Theil  1.  XL.  f.  12.  «.  13. 


« 

nicht  übersteiffeode  Grösien  sind,  obue  Beziehung  de^r  obern 
und  nntero  Zeichen  auf  einander: 

11.  a*  w. 

^^^^ 

wd  •   

/(«-+•  öl)  ^/(«-»-0> 

'  n.  8.  w. 

also 

«od  '  - 

+  i)  -f-  2»)  -4-  3f)  H-  . . .  +/(«  + 

folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  i  positiv  ist, 

und 

=  < -I-  0  H-/(«  -fr-  -h  3*)  + . . .  -»-/(« •+-«•715 

d.  i.  nach  des  Torhefg«henden 

■yd  folglich  wieder. 

y/(*)d^=A(5. 2»). ; 

Wenn  «  negativ  ist,  und  die  Function /"(^r)  fortidlhteud  ^elnl;^  . 
wenn  man  lidi  of  tou  jr=<i  bis  af^o  stetig  verändern  lässt; 
so  ist,  weil      Ö»,  ö», . . .  On  i  lauter  positive  die  Einheit  nicht 
ftherateigoiide  Grtfaaen  sind,  wieder  ganz  wie  vorher 
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+/!(«  -f-  •)  20  -t-  . . .  I J«)  ' 

W«ü  «ber  jotet  Mch  der  VoimMteoDg  i  negiitiT  Ut;  lo  iit 

und 

•ho  Mdi  dott  VoriiorgoiioBdoK- 

,  md  folglich  wie<ier 

WoM  <  BOgatiT  ist,  and  ibe  Fnnctioo  /(or)  fortwibrend .  ob* ' 

Dimmt,  wenn  man  sich  \2r  «oq  4tps4i  bis  jp^sd  stetig  Terändern 
lässt;  so  ist,  weil  0,  0,,  G^, . . .  0„^\  lauter  positive  die  ISinbeit 
nicht  übersteigende  Grössen  sind,  ganz  wie  oben 

/(«     ©0         + » ®iO  + . . .  -*-/(«  +  (*  -  lO 

^/(•) +>14-  .  1)0 
und 

•  »              •  ^  • 

Weil  aber  jetzt  nach  der  Voraussetzang  i  negativ  ist,  so  ist 

•  •       ■  * 

und 

«Im  nach  dem  Obigeo 
'  TMi  O.  ...  18 
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» 

und  «fblgllcb  A«cb  J«tet 

Als  allgemeines  Resultat  ergiebt  sieb  nun  aus  dem  Vorher, 
gehenden,  uasB«  wenn  die  Function  f{a:)  entweder  stets  wächst 
<Mler  stetB  sbniMdit,  wenn  oinB  iicfc  ^  von  xtssm  fefi  »'sstS  stetig 
Terändern  Hut,  das  bestimnte  Inteml 

jederzeit  «in^  Mittelgrössö  zwisrhco  ^  und  «S**  iA^.  iMi^-encli  die 
positive  ^anse  Zahl  m  sein  mag.  IIa 

oder  .  < 

ist,  se  Ist  Uar,  daas  .die  DiffBren»  7  —  2  sich,  wenn  m  wSebst, 
der  iKull ,  nähert,  nod  derselben  beliebig  nahe  gebracbt  werden 

kann,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt.  AIsu  nähert  sich  nach 
dem  Vorhergehenden  die  Grösse  Jm,  wenn  »  wächst,  offenbar  dem 
bestimraten  Integrale       .  '  . 

luid  .kann  demselben  beliebig  nahe  gebftaebt  wteden,  wenn  nan 
aar  «  grosa  genng  nimait.  äietzt  man . 

ao  tat 

oder 

.   /  ■    *   .  * 

lind  diese  Diffeiena  nihert  sieh  Mgllib,  wenn  m  wUehaft»  der  Nnll, 
nnd  kann  deiaelben  beliebig  nahe  gebrachi  werden,  wenn  man  nur 
n  gross  genng  nimmt.   Also  nShert  rieb,  n^b  dem.Obi|^n  Mcb 

die  Grösse  '  • ' 

wenn  m  wieha^  dem  bestimmten  lategnde  ■ 

und  kann  deauelben  beliebig  nahe  gebracbt  werden,  wenn  mau 
nur  M  grpsi  genng  nimmt,  wobei  man  immer      beachte^  h^(,,  dass 

b  —  a  [ 

.  :    '  j»  ™  ^     .     '     •  •  •    •  -4 

gasest  worden  ist. 

Wenn  .die  Toransselung,  dami  ^e  Function. /(«)  entweder 
fortwährend  wieh^t  oder  Mwtli'tend  VhMiMat,  wenn  «m«  aieh  x 
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von  x-=tm  bis  se-ssb  stetig  verändern  lässt,  nicht  erfollt  ist;  so 
wird  nao  sieb  das  lotervall  ab  doch  immer  in  eine  g-ewisse  Ao- 
nU  attdertr  iaiemlle        aB^  /^r?  •  •  >•  getbeitt  denkea 

können,  in  deren  jedem  die  Function  f\x)  entweder  furtwährend 
wiehst  odar  fartwührend  abnimmt.   Und  weil  anil  aateb 

ist,  80  wird  man  sich  leicht  überzeagen,  dass  das  oben  Bewiesene 
aneh  dami.  aaeh  gilt,  wenn  die  Fnnetiou  f{a;)  niebt  £iiiwibraiid 
wächst  oder  fortwährend  abnimmt,  wenn  man  sich  je  von  a:=:a 
bis  jc=ib  stetig  verändern  lässt.  Daher  ergiebt  sich  jetzt  der  fol- 
gende allgemeine  für  die  Theorie  der  besdmmten  Integre  in  jeder 
Basialinng  hMat  wichtige  S«t«.s  " 

Wenn  man,  indaai  m  ein«  b'aliabiga  positive  gavta 
ZaJbl  baxaie^aat. 


I.  * 

n 


aet^t,  so  nähert  sieb  die  Grösse 

-!-/(•    0  W)  -I- . . .  + 

wlnä  m  1rllcbtt,Jadar'sa.lt  dam  baatiavtan  laiagrala 

und  kann  demselben  !feJi«'big  naha  gebracbt^aTdan, 
wann' man  nar  «  graaa  genug  aisrnit.  < 

§.  4. 

Wir  wallen  jelat  annehmen,  daas  /(^,  y)  eine  Function  dar 
awn  Tar&nderlichen  Grössen  x  und  y  sei.  Wenn  man  nun  aber 
biaia  4r.  «Ii  wiadarliab  batracbtat,  aa  ist  das  hasti— fir.  iatagral 

offenbar  eine  bloss  von  der  verändarUabeQ  CMiiSt  y.  «bbängande 
Fnnctian,  jnnd  es  ,  kann  also 

/^(*f  y)««pj=*«<jr) 

gesetzt  werden. 

Unt  «an  y  sieb  «n  ^  verindera,  aa  argiafct  sich  ma  dicfer 
Glelcbtuig  Mf  Am  Stella  die  Glaiebang 

,  A  =.9P<y   Ay) — 9P(y) 


Weil  ferner,  wenn  bab  mA  jr  «m  ^  TeritanNrn  IMiit) 

aUo  auch 

ist;  so  ist  nach  ^.  2.  4.  ,  -  ^ 

So  wie  aber  nach  der  Voraussetzung 

yK*=Sp(y)  .  ^ 

ist,  so  ist,  da  diese  Gleicbutig  für  jedes  y  gilt,  natürlich  auch 

.//(^.y+Ay)^==9<y+iy)»  .         "  ' 

und  nach  dem  Vorhergebeoden  ist  alflO       <  .  ■  .  >  ; 

y).-te==if»(sf-l-^r)-.y(y). 
Vergleichen  wir  diese  Gleichnng  mit  der  eben  gefundenen  GMkhnng 

^J/i^y  y)*te=:ip(y+Ay)— 9(y). 
SO  erhalten  Wir  die  Gleiehung 

•OB  der  ndi  taier 

•   Sy":  ^SyV.^^'^'^^-'^' 

•Im  nach  §.  2.  3. 

■  '  ">  - 

■  ^       =/,.    Ay  ''■^ 

ergiebt.  Lassen  wir  nun  sich  der  Null  nähern,  und  gehen  zu 
den  (ü ranzen  über,  so  erhalten  wir  unniittelhar  die  merkwürdige 
und  wichtige  Gleichung 

-J.  ' 

welche  .man  an4&  unter  der  Form  v 

tu  schreiben  pflegt  '  " 

Difieraatürt  man  anf  heidea  Seifen  diciar  Gleiehnug  nach  y 
¥on  ^eaea,  ao  erhftit  man 
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Bvd  fblglieh,  wtfno  Mau  wiedw  uacli  y  ^flferentitrt, 

also,  wenn  man  wieder  uacli  1/  diHcreoiürt, 

Wie  man  auf  diese  Art  weitt>r  gtketo  kaoOy.ist  Idar,  und  ea- 
ist  daher  in  völliger  Allgemeinbeit 

.  ■•    '.    - ^^»„yu^^f^i^^^.    ■  ■■ 

Mao  uennt  die  durch  diese  GleicLuoff  vorgescbriebeue  Ope- 
nfiOB  üe'Differentiatioii  «oter  dem  rntegralzeichen,  und 

.  bedient  sieb  derselben  häufig  bei  der  Entwickelung  bestimmter  lu- 
teflfrale.  Hat  man  nämlich  ein  von  mehreren  allgemeinen  Grössen 
abbäDgeodes  bestimmtes  Integral  K^funden,  so  kann  man  utfenbat 

^jede  dieaer  OröiMfl ' alr 'v«i^def)icb  befraehtea,  und  nach  darael- 
ben  das  in  Rede  stebande  Integral  «uf  der  einen,  die  Function  un- 
ter dem  Integralxeicben  auf  der  andern  Seite  des  Gleichheits- 
aeichens  willkührlich  oft  differentiiren,  wodurch  man  jederzeit  eben 
M»  fiele' neue  beaCiaiaite  loteirrale  fiadet,  ala  auib  DUfereotiatieBen. 
verliebtet  bat.  '  V 

Wir  wollen  jetzt  auch  den,  Fall  betrachten,  wenn  die  beiden 
GräauB  den  lotegrala  selbat  veränderlieb ;  nänilieb  ewei  beliebige 
pBBctipnen  yoxi'y  sind,  die  wir  dBicb  y  und  V  bezeichocu  wollen, 
so  dass  y  die  untere,  die  obere  Gränze  des  lategrali  ist*  tiet^ 
zeo  wir  nun  wieder  der  Kürze  wegen  ■ 

nnd  lassen  sieb  v  um  Ay  verändern,  so  wird  ' 

Ferner  ist,  unter  der  Vorausetzung,  dass  y  und  yiB<  F+A^ 
BBd.FH-A^'  äbergebeB,  weaa  y  ib  y+ Ay  übergebt,  oUfftabar 

.  '        yj^y /(•«>  yH-Ay)'''a^==sp(y-*-Ay)^ 

BBd  Iblglieb 

also  aaeb  den  Vorbefgebeadea-  '  . 
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Hack  «.     2.  iM  •  ' 


r 

aod 


•r 


y^y/(^>  y-HAy)^. 


also  . 

f  l^iiv^^'  y-hAyJ'^=y*y/(^,  yH- Ay)*» 

folglich  ist. 

y/(«.  y-H^)^ -y.y  srH- AyM»  ^ 

/•PH-Ar  ^ 
y,      /t*»  y  + 

also  nadi  4eM  Obigmi  ■    .  , 

d;  i,,  weil  ntefc  f .  3.  4.  '  • 

W^.  y + Af  )  -  A«;  y ) 

und  folfflieb' 

y/(*.  y-i-Ay)<*p— yy/t*,  9yf»=J y^A^>  y).<te  , 
yA/(^*  y)-^— /y  /(**y-i-Ay>to 


.. '  » . 
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'•ho  Meb  Aicobar 

'    Selzen  wir  uuii  überhaupt  '  ,  '  .  / 

so  \fit  '  •   *  / 

uo<l  folglicli  offeobar  .    <      ■  *' 


also  ttocb 


Lässt  man  jetzt  ^y,  also  ntitürlicli  auch  sieb  der  Noll  DälierOi 
und  geht  zu  den  Urjinzen  über,  so  ist  « 

•  =LiBi  ^  :  ,  2y     /  T  ^ 

Hwl  wMl  WUB  offenbar 

i^(y-f- Ar.  y-i-  Av) ~]^y.  y -ir  Ay)  _  ^(n  y) 

aod 


Ay  '  ■ . 

IITeil  aber  bekumtlich 

■nd  forgUcb  iwcb-  de«  Vorbeffgebenden 
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t 


t 


Gauz  ebeo  so  ist  aber  natürlich 
Aus  der  obeo  bewieseoeo  Gloicliung 

folgt  uun,  weoD  Min,  immer  unter  der  Voraiw^etinpff ^  daw  jAf 
nch  der  Null  nftbert,  su  den  GräDsen  Ibergeht:  • 

un<i  eil  ist  also  nach  dem  \'orLergehenden  offenbar  ,  , 

Für  y=0,  d.  L.  in  dem  Falle,  wo  die  untere  Gränze  Y  eiue 
coMtante  Grltase  ist,  gebt  diese  Gleiebang,  weil 

iit,  ia  .die  Gleiebvng 

über.  Für  y  =  ^,  d.  h.  ib  dem  Falle,  wo  die  obere  Gränse  1" 
eine  conttante  Grösse  ist,  geht  die  obige  Qleicbaog,  well 

iit,  in  die  Gleiehnng 

aber.  Wenn  Ks«  nad  Fs£  lati  d.  b.  wenn  beide  Graasea 
coBitant  iiad,  geht  die  abige  Gleichniig,  weil  - 

und  ^  =  0 
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ittjf  io  die  'Gleiebnög  ' 

Miier,'  weldiii  ms^iidit  der  \m  Toriireii  ParufraplieB  ceftiiideaeD 
Gleiehimg  «Ijeiwiiistioitot  .       .  ° 


Wir  wolleo  jetzt  überbaopt 


also 


setzeo.  Nach  .der  zuletzt  im  vorigea  Paragraphen  Kefiiodeoeo 
Gleiehuog  ist  ^  •.  *  .  m  .  .  '.  i^      ^  , 


oder 


vBd  fiilglidi  meb  dem  Vorhergebeadta  .  . 


«lao 


V     w  .1 


Setaen  wir  diid  *ilbef]|jinpt  "  *  \ 

•  *     "  •      •  ^    \.  * 

y9{a:,  y)da:z=^t{a:,  y),  . 
.  .•    .  . 


so  ist 


• 


I,  • 


folfflieb 

also  V    •  ■  ••         \  .     V.  V  \ 

Naiiii',.deiB  Oi»igeo  ist       \    .""V,.  i',.'  .V.' 


■  » f  j 
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«od  folglieli 

woran  aacb  f.  2.  4. 

folgt   WeU  OOD  ' 

gesetxt  wordeo  iit,  so  ist 

also  .  .        •  ^ 

ttisu  euch  dem  Vorbergehenden 

Vorgldelit  MW  die  boidoo  gefiuidöBon  .Aiiidrieke  von  ' 

mUt  oiModer,  so  findet  nao,  dnn  tio  gleieb  sind,  wornns  tieb  dio 
wicbtigtt  Gloiebvttg 

erffiebt,  welche  aan  käfser  ancb  auf  folgende  Art  zu  schreiben 
pflegt: 

Uieraus  kann  mau  uhne  Schwierigkeit  ableiten,  dass  es  bei  mehr- 
feehco  IntegrationeD  zwischen  gegebenen  Grämen  nack  eben  so 
vielen  veränderlichen  Orössen  ganz  gleichgültig  ist,  in  welcher 
Ordnung  man  die  Integrationen  verrichtet,  wenn  nur  in  Bezug  auf 
jede  veränderliche  Grösse  immer  dieselben  Gränzen  beibehalten 
werden.  So  ibmeugt  nan  sich  B.B..diir«k  sehr  einfnehe  ScMiliae 
■ittdat  das  VothergeMden  «oglaieh,  dnaa  xmmn 
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•    •     •         I ,  .  . 

•Heber  ^ie  betfifliBten  Integrele  ' 


4.7. 


Zuerst  woHen  wir  in  der  Kfrse  die  beiSeH  iBleftal 

-  - .  -  •  r  f   /fa  • 

y  (o;  -  o)»  J  {SB  "      H-  /J» 

entwickelo. 

Für        «SS»  wlitf 

Oed  folglicb,  wene  aeo  «i*sfr  setst; 

(g;  —  fO</a;   ,  f_J^_ 

iSetiA'MPB  Bfut  eadlüek  tp-|-^*  wird.. .  .  ; 

■ad  folglieh,  weif  •  "       • . 

Penier  i^t,  miM  wmm  wieder  m  -i^ä«  •» 

yr        ifar    f  du 

eise,  weao  ms/?«  geeetit  wird, 


284  • 

I  * 

'  d.  t  Bach  einer  beluiDDleD  Fonwr 

'  /*       dx  1  ' 

Aa4  Mgliek,  weil 


' :  «=s  — ' 

•  # 

Oboe  Sebwieriifkeit  ergielit  rich  biu  am  de«  Obigeo 

\_  *  • 

lit  also  c  eine  der  Wl  voeadlicli  nalie.  koaiBi^de  Griisse,  so  ist  . 

woraus  sieb,  weon  mao,  was  offeabar  verstattet  ist,  iizssv  setzt, 
ergiebt. 

^  ——  ff 

BezeicbneD  wir  den  der  trigonometrischeD  Tangente  — - —  zu- 

fehörendeD  Bogen,  welcher  den  kleiasten  absoluten  Werth  hat, 
urcb  ^  •         •      -    '  -  » 

(AreteBg  * 

■o  Ist  Qacb  doB  OMgeiiV  wem  Jb  flotf' belle  LIl^c  ganse  2aU  be? 
aeiebnet, 

iiBd  folglieb. offivbar 

/^(x^^J^V  ^  7  ^ (A'C4»Bg  -4-  oe)  -  ( Arctaojf      ao) } , 
^also,  weil  '  .    ^  • 

.  (AreftBBg -|-oe)siff,  (ArctBBg-<r«)8s;^^)r  . ; 
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Weil,  wie  »an  kwh^  findet,  ,1 

«Bil  lilglieb  •  '  v^  . 

'  ^        «— M^— «  ■  «r— «-»«/IK— 1.»  -.  .> 

10  ist  nach  den  VoikefgeheiideD  öffenlMir 


eiD  Rrsultatj  welc^M  fikr  die  fplgeDfle«  lietracbt|ingcn  toi^  f^roairr 
WicLtigkeit  i^t  "    '       v     .  . 

FVr  ^==1(1  eigiefcl  sieh  m  d«r  voriiffgelmideii  COeidniiig 


9 


*  •  • 

UMd  folglich^  wenn  imui  ^=0  setzt,  ancli  ipmer 
Also  ist  jederzeit  r  -«>i- 

welches  auch  eine  iu  laeLrfaclier  Beziebuos  wichtig^e  Gleicbnng  ist. 
Setit  MB  in  der  obigeq  HouptgleicnuDg  —  ^  fiir  is,  m.  er- 

killt 


! 


♦.8.  ■  . 

Es  sei  Jetzt  . 

wo  /t^)  ^'"^  -^^)  rationale  algebraische  ;Funvtioiieo  be- 

seiennen,  deren  ente  Ton  eines  niedrigen'' Crade  nie  die  fwem 

ist,  eine  beliebige  echte  gebrochene  ratioaale  algebraische  Fnoction; 

der  CoefficieDt  des  böcnsten  («liedes  der  Function  F{jc)  sei  die 

Einheit,  and  die  Gleichung  F{x)  =  0  habe  lauter  ungleiche  Wnr- 

mIo,  Die  reellen  Wnrseln  dieser  Gleichung  seien 

•  .1 

«,  ff, ,  ff j,   ,  '     "  . 

usd  ihre  imaginären  Wurzeln  seien 


Unter  der  Voraussetzung,  da88,/^(ar)  wie  gewÖbDlicb  den  ersten 
Differentialquotienten  von  F\a:)  bezeichnet,  «eien  die  Wertbe, 

As) 

Feg 

fftt  , .  .  '    .    .         •    . '  . 

ip9«t„  drs#a, .  • . » . 

ttnd  flir 

^=«it/9l/::rT,  ur  =  a,:±:/J»l/^,  ^  =  a.db^.i/^^,  

erbält»  respe<;tive 

Äi,  Ä»,         . . . . 

ud 

9 

M  Mrt  nach  der  Theorie  der  Zerleguoff  der  echten  gebrochenen 
ntionalen  alMbraiielieii  FuetioneB  Fd  Pardalbriclie  bekaimtlidi  . 


X  — «,  — /J,  V/— 1  4?  — «, -f-/S,V^— 1  ■ 

X  — «,  — ^,1/— 1  «— .o,-f-^,V^— i 
u.  s.  w. 
bb4  folglich  aadi      2.  4. 


9. 

Wir  .woUeo  nun  das  OUfereBtial 
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1  -1-^ 

4»etrfM]itoi,  wo  m  und  n  |MNii^ve  fS^nzt  jKahlen  bezeicbaeD,  usd 

M  ~  1  <  %  alio  IM    it  «4- 1 

sein  ImhI.  f '        • .  •  ., 

Die  Wineli  der  GleickiDg  , 

1 +4»"sO  öder  4:«*sis— 1 

Biad  alle  ia  der  Forael 

eathattea.  Setaea  wir  aaa  ia  Tbeil  h  ih.  f.  57. 

SU  ist  az=  —  I ,  ß  =  0,  uod  folglich  nach  Theil  1.  XL.  f.  52., 
weaa  *• 

a  -+-  /JV/—  1  =  q{coh  9  -H  MO  yl/— •  1)     ,   .  ,:!.,'. 
geNtatiwird,  ia  deai  voriiegeadea  Falle ,'^  =  1  yad 

fis  AretangO+ibr,  ^' 

wo  ArctBD^  den.  absolut  ^enoromeD,  kleinsten  Bogen,  dessen 
trigonometnsciie  Tangente  0  ist,  ond  ^,  weil  a  of^ativ  ist,  eine 
befiebi{fe  ubgeradjB  ginge  ZaM'taeieliact.  Weü  aan  ArcCang  OssdO 
iiC»  and  offenbar  i^=l  geiieUt  werdea  kaaa,  m  Sit  •»  veriCatM^' 
4^  =  TT  ZU  setzen. 

Daher  bat  nach  Theil  I.  XL.  f.  57.,  wenn  n»  eine  crerade  Zahl 

ist,  (^1)"  die  folgendea  n  sammtlieli  voa  «nander  verscbiedeaea 
Werthe ,  also  die  Gleichung  1  -f-  or"  =  0  die  folgeadea  •  " 
lieh  unter  einander  ungleichen  Wurzeln: 

eea  ^+«8 


a^  Mm' 

«ea  Sl/Z^T,      eea  '^-^•ia  •^l/'-^l;  -. 

5a  -       Sa  ■  ■/    ,  la  •        la  ■  y 

eea ---l-wa  — -Ir  — 1,      cea        na  7- k  — I ; 

•  * 

tt..  S.  W.    '  U.  S.  W. 

Weil  BUB  aber 

cot  t*~*)*     gin  l*^li!!|/dT=scog  {n —  ^)  —  sin  (ar —  ~ 


1 


itt;  8« -kann  man  die  obigen  »  ungleiehen  Waraeln  Mek  nnler  dtr 
folgeaden  Form  daratelleo:  '  '   ,  . 

CfM'— ±ttll  — K  —  1, 

I»  !•  • 

'  '  U.  8.  W.         •   .  , 


COS 


Wenn  dagegen  m  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  Ijat  nach  Tbeil  1. 

XL.  57.  die  f; rosse  ( —  1)**  die  folgenden  n  samnitlicli  von  ein- 
ander verschiedenen  Werthe,  also  die  Gleichung  \  ~\-  jp^  z=zO  die 
folgeoden  j»  sämmtlich  unter  einander  uogleicheu  Wurzelo: 


tos  — +  8IB  — K  — 1, 

_ + B,  -W^,  eo.  -  -  nn  -V^i 

a»/^,  „,  5:  _  .in  !2j/rT,  ■, 

U.  8.  W.  '     O.  8.  W.  • 

ist;  80  kano  man  diese  i»  sämmtlich  unter  einander  ungleichen 
Wbntlii  «Qdi  an^p  4er  foigeDden  Fem  danteUeo; 

•  .  •  ' 

ee« --±8iB —K  — 1, 

€•8  ^±ila       —  1, 

5w  ■_  .    Swi  y  ' ' 

.  €08  —±810  —K — 1, 


.0,  8.  W. 

cos       _     zkz  sin   
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.  Wesden  wir  Jetit  des*  in  Toiigen  Barugrapben  bewieteneD  all- 
gemineii  Sats  an,  ao  ist 


and  folglich* 
XU  aetteft. 

Ist  nun  zuerst  »  eine  gerade  Zalil,  so  ist,  wenn  alle  in  voii- 
^en  Paragrapben  gebrauchte  Symbole  ibre. dortige  BedeotoBg  auch 
jetzt  beibehalten,  nacb  dem  Obigen  .  ' 

•   71  •  i/f  Äir  tm  iw 

«smM  — ,  a,=eM  -g,  a,seM— ,  ...  afi^^tmi  ——^i 
lud  Iblgli^b  * 


tt.  s.  w. 


xd.'i.>Baeh  Theil  1.  XL.  f.  54. 

u.  s.  w. 

FolgUdi  nt 

.  «  ff  ' 

«•  a.  w. 

VMI'II.  I  10 


Digitized  by  Google 


290. 

und  datier. nach  dta  md  vorige»  Paragreplieii  beiweia— . tllf^iiici- 
nen  Satse  für  ein  gerades  n 

--__|s,n  ,.„b2^_  2L_  j.  . . . 


MB '2  91, 


iuiner  noter  der  \  oraussetzuov«  duss  m—X^in  oder  «kC^+I  i>t* 
Wenn  «  uogerade  ist,  so  Ist  oaeli  desi  Obigen 

ct  =  eos  ~,  «t  scta  ~,  tt,  =  cos      . .  .«ki^-dscos 


^sssiD  ~,  /?,=>sin  — ,  /?,s=sin  — ,  • . .  A(»-^;=smn      ^  ^; 

und  durch  eine  ganz  älinlict 
also  oft'eubar  in  aicscm  Falle 


und  durch  eine  ffanz  ähnliche  BetraclikuBg  wie  vorher  erhält 


J  -9  1 


OB  1  -f-ar« 


rs  —  -r*isin    t        +  sin  - — — ^  -1-  sin  ^^^^ — — |- . 


.    (w  —  2)  («t  — 

'.Sind  nun  überhaupt 

4f,  ^-f-^J^  Jr-|-3y, .i»Hh«sf 

-  ' 

Winkel  in  arithmetischer  Progression,  so  ist  nach  bekannten  go« 
nionetriachon  Formeln 

sin  orssin  • 

'  sin  (dr+y)  ssSsin  «  coa  y  — ^sin  (df-^jr),. 

dn  (dr+%)=s.2sin  (dr+y)  cos  y  — sin  ^, 

sin  (d;H-3y)s2Bin  (/r-h2y)  cos  y  —  sin  + 

U.   8.  W. 

sio  (.r  -f-  »^)  =  2sin  (o:  -H  (»  —  l)y)  cos  y  —  sio      -|-  (»  —  2J[y) ; . 

nAd  folglich,  wenn  man 

sin  *  Hr  sin      +  y)  -4-  sin      -h  2y)  -|-  ...  -f-  sin  (:r  -+-  «y) 

setxt^  wie- man  leicht  durdi'Addijtion  der  obigen  Gleichungen  findet : 

i9ss|n  »'^%\8^faM  (dr+wfif'con  y-^ain  {m — y) 
—        ab  (^-|-(»~  l)y)  — «B  (*-l-»y)l, 


Digitized  by  Google 


2S{\  —  cos  y)  =  sin  a:  —  2siD  {a:-\-9ii/)  cos  y  —  sin  {a:  —  y) 

-Hsin  (:r-f-«y)  cos  y — cos  hiu  y-|-8iii(.2>-|-j»y) 

=  810  ;r(l  —  cos  y)-|-~C08      sin  y 

+  nii  (or  +  My)  (1  — cos  )f)  -r<i<»s  (ar-|-«ir)  si», 

also,  weil 

1  —  cos  yias'Mi  ly**  m»  ysSsin  |y  cos  |jr 

ist,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mt  %ün  ^  dividirt, 

sio^^ysssiji  a:  sin  ^-f-cos  eos 

-f-iiD  («+fl3f)  sin  j^— eos  («r-^isjr)  cm  ^ 

FelgKeh  ist 

^,  »  OS  (.r  —  ^yj  —  <  n.s  (.r -f- (w -f- 4)y) 

2sin  iy 

oder 

.  •    "     •   «in  i(n-t-  l)y  stn'V-^'jgy) 

'T='~^ —  .to4y     .   .  * 

Ans  dem  ersten  dieser  beiden  Ausdrücke  erlialten  vir  Oltnr 
der  Voraussetzung,  das»  n  eine  gerad«  Zahl  ist.  leicbt 

.    in  —  1)  («t  —  «)7r 

I  —  cos  («I  —  n)n  " 

*  .  «  •   (si^wJä  * 

2sin 

und  folglich,  weil 

COS  (m  —  «);r  =  cos  mtt,  sid.  —  =  — 

■st, 


/mt 

  sin  — 

«I 


sin^^ — 7r^  +  *'n  ^ — ^  +8in  


8IP  _ 


^     I  — cos  <IW 


8nn  ^ 


Ist. also  M  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  ^  ■  . 


\  >  ff 
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t 


•in 
it 


ttod  folglich  bmIi  dtm  Obigen 

II  «in 


vro,  da  »  gerade,  m  vng^nule  Iwty  Und  nacli  dem  V«Hierf«b«adMi 

1  sein  inuss,  offenbar  m^n  ist; 
Aus  der  iu  §.  3.  bewiesenen  Hnupteigcnschaft  der  besiimmten 
Integrale  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  unter  den  gemucli  en  Vur-  i 
aussetzungen,  wenn  nämlicb  n  gerade  und  m  ungerttde,  also  m — 1 
gtnAe  itt,  jederzeit  * 

■  . 

und  folglicli 
»Im  BMb 

«/.o»  1-1-«»     *•/ 0 

oder 

folglich  nach  den  Obigen   •  * 

II  * 

Ist  «»  eine  gerade,  also      —  1  eine  ungerade  Zahl,  so  erhel- 
,     let  aus  der  in       3.  bewieseneu  Haupteigenschufi  der  besiimmten 
.  Integrale  auf  der  Stelle,  das«  ^n  vftlliger  Allgemeinheit  ftr  ein  ge- 
ndei  n  ' 


folgiieb 
•lao  nach  f.  2^  2.  ' 

Ift 

Für  ein  ungerades  «  erhält  aas  au  den  Ohigea 


•    pigitized  by  Google 


im  —  mim  .    .    a(iw  — «)h  .    .  »(iw— 

in  —  2) 

Mi 

1 — CO«  I  f    1*^  .y  ■■  ■■■■  A  . .  . 


•  •  • 


Hin 


 n 


wtU  m  eine  ungerade  Zahl  ist, 

-  in 


.  .  .  -l-tIB 


l  —  OM  mn  CO»  — 

.  .    -  .  »         •       ,      '  mm  •  •    .  •  ' 

1  —  cos  — --  —  • 

.  •  .  •       .  '      -.n.         ..      «w».  '•  . 

I  .    .  I   *     ;  .  Äin  -— -        •     •     .        ••    .X  •  • 

H  I  » 

»'.?• 

0if..ais  iuig^fa4es  «*  dagegen 

.  -  *•        -    .  •■ 

r  '-r  

mn  ■  , 


2sin  — 


jPolglich  ist  nach  dem  Obigen  ihr'  «in  «ngeradea  »  vb4  iia 
gwadca  «,  wean  »<<  «.ist,  , 


Dagegen  ist  nach  dem  Obigen  filr  «in  nBg«tnd«i  m  udd  ein  4iBgn- 

J.^m  1-4-«"        "w         2n'  .      .       .  • 


/  • 


f.  10. 

Wir  volleo'  nuo  .ferner  auch  das  Difi'ereatial 

'beteachten,  wo  wieder  m  und  «>-|ioMtive  gene  Zakleu  bezeichoeo/ 

'ei  —  1         aiio  ee<<«-1-l 

'sein  lell.^ 

Die  Worieln  der  eieicimng'  .  '  ^ 

ei«d  alle  ia  der  Fonael 

1  • 

entkalten.  Setten  wir  min  lä  Tlieil  f.  XL.  4»  57.' 

,80  ist  «  =  4-1,  /J  =  0,  und  folglich  nach  Tüeil  I.  XL.  4.  52., 
wem 

* 

«  -f- —  l  =  ^(co8  9>  +  siii  ifV —  l) 

gesetzt  wird,  iu  dem  vorliegendeD  Falle  ^  =  1  und 

9' —  ArctangO -4- Xttt, 

wo  Arctang^O  den,  absolut  genommen,  kleinsten  Bogen,  dessen 
triffonometrische  Tangente  0  ist,  und  Xr,  weil  «  positiv  ist,  eine 
beHebige  gerade  ganze  ZabI  bezeichnet.  Weil  nun  Arctang  0  =  0 
ist^  und  offenbar  AsO  gCMtst  werdea  Kann.,  se  ist  es  Terstattet, 
=  0  zu  setzen. 

Daber^hat  nach  Thejl  1.  XU  %  57.,  wenn  «  eine  geilide  ZaU 

ist,  (+ 1)"  die  folgenden  «  s5i«tiieh  von  einander  vefseidedenen 

Werthe,  also  die  Gleichung  .r»  — 1=0  die  folgenden  ü' samt-  / 
lieb  UBier  einander  ungleichen  Wurzeln: 


ces-d= 

sin 

In 
.  « 

cos-± 

sin 

n 

cos  ~  dz 
*•  . 

sin 

Gn. 
it 

n. 

S. 

\ 


•   1  -  . 


cos 


Wenn  dagegev  n  eiae  ungerade  Zahl  ist,  so  bat  nach  Theil  1. 

XL.  §.  57.  die  Grösse  (4-  1)"  die  folgeadeo  »  sünuntlich  von  ein- 
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1  —  ^«  =  0  Uie 


•Dci«r  v«rs<;hiedeiiMi  Werth«,  also  die  üleichuug  l  —  i;'*  = 
folgMfkD  n  MnrtlM  miter  eiMe^r  <Hi|iieidi«D  WmMlo« 


n 

.      •  M  '  "         u.  s.  w. 

13«  DHU  wieder  den  in  V  8,  bewicmiMlD  Allgemeinen  SaU  aniu- 
wendeD,  MÜaseD  wir 

Mud  folglich 

.  .       •  fix)  _  JL  ' 

Igt  «IID  anent  m  efoe  geradi^  Zmlil,  io  iat  in'lBesug.  auf  f.  S. 


•ftdibJgiich 


4.  U  nach  Theil  I.  XL.  44. 


296. 


0.  s.  w. 


* 


(0  —  2)  («-"H) 


Folglich  ist  , 


2(»f — 

it 

4(01  — 

.n 

» 

• 

6(m  — 

« 

t 

o.  's.  w. 


t-  ^«--«  =  ¥  .      >  . 

iiod  daher  nach      8.  für  ein  gerades  »,  weil 

-a  1 


-OD    1  —  a:« 


t   .      ■       Ii  M  W  I 

..'.•l-«i.^"-'M'— "t. 

iamer  unter  der  VomaMetzung,  dass  m  —  1  •<  »  oder  m  •<  »  + 1 
ut 

WeoB  «  mgerede  iet,  so.  iet  oaeli  dcM  Obigii  ' 

m^^m  ^   ^  kn  .        6;i  (fg— 1)» 

— "^T*    ~     "li»  *»  ^     ^»  •  •  •  "K«-3)  =  cos  -^T-~-; 

I 


ff 


und  durch  eloe  gans  fthnlicbe  Betredhlmig  wie  yorber  erliSIt 
aUo  offenbar  in  dioMM  Falle 

n  {  n      •         •     n  n 


Digitized  by  Google 


's-  ' 

aar  ' 

>  Für  ein  gerade»  m  iat  bagIi  d«m  vorigeo  Bftfi^n^«ä. 


äÜTÄ«  cos  (^-l)^*»^,»^ 
•der;  weil  •  eine  gerade  Zabl  ist,  irienMii  leieM  findet, , 

*  ♦ 

—  COS  «iW)  cot 

Im  ab*  ■>  MM  lUMtwM*  Zäui  m  iit  < 


scot  — , 

-  »  < 

vnd  folgiiclf  nach  4eni  Ubigen 

-vvo  m<Cn  ist,  da  #»  gerade,  angersde  ist;  nnd  naeb  de»  Ver- 
hergeheuden         »  + 1  sein  muss. 

Aas  der  in  f.  8.  bewiesenen  HauptcigeMchaft  der  bestiauiien 
Integrale  erhellet  auf  der  SteOe,  daas  mter  den  gemachten  Tor- 
aussetzuDgen,  wenn  nämlich.  «  gerade  nnd  «i  angerade,  alao  es— 1 
gerade  ist,  jederzeit 

.     0       l—SC*        •/-•l  — «»'    . 

nnd  folglich^  .  ^  .  ' 

y     1  —  4P»  '^•/ e  •/ e    1  —  ««»»' 

alao  naeb     2»  2w  •  ^ 

*  oder  ".  ...  ..   J  ' 

folglieb  naeb  den  Obigen 

y'^mam^lda;        m  .nur 
— —r  =  —  cot  —  .      •         -  T 

ist.  "        ,  . 


Ist  m  eilte  gerade,  also  m — 1  eine  ung-erade  Zahl,  so  erbellet 
aus  der  io  ^.  o.  bewieseoen  Huupteigeiischaft  der  bestiminteo  In- 
tmale  anf* iler  Stolle,  datt  ta  YöUiger  AligMMiaiieit  fih*  ai«  ga« 
ralea  i»  '  . 

uad  folglich 

./-.•l— «•  7"  /o  1— 
aUo  Bttcli  f .  2.  2.     '  . 

ut 

Für  «io  uügeriviss  «  erhält  maa  aaa  dem  Obigea 
8111  "Vn-,  .-Vi  ^-rin,^'         -h sin  -h . •« H- sin        '^„t  r  ' 


ritt 

oder,  weil  /4  eioe  ungerade  Zahl  igt, 


fi        .  Ii  <• 


n 


*  «  ' 

lat  auB  m  aiae  gerade  Zabl,  so  ist 

siB -^^ — --  --f-aiB       —  H-aiB ^-1- .  ..-I« aiB       ^  ^  ^ 
n  f*  w  •  w  • 

•  '  -  rnn 

1  — ooa  — -    ... 

..  •  wi       ^  5S. 

^       .  ,   mn  »"«l?  tu » 

2su  — 

n  •  '  /  } 

für  eia  ungeradaa  m  iat  dafagea 

Ä  Ä  *P  w  ^ 

1-f.eot 


n      .    ^  mn 


Foiglieh  ist  nach  deii  OblgeB  för  da  nvgaradaa  «  aad  eia  gerades. 
M,  weaa.  «i-<«i  iat, 
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./— OB  1— or«  n  2n' 

Dagegeo  isl  nach  dem  Ot^igen^fir  ein  UDgeradea  m  unU  eia  uage- 
ndet  M,  wenn              list,  - 

..   .        ■       .  '  »^! 


i>««zen  wir  in  der  iu  9.  für  deo  Fall,  weno  m  nn^ermlp 
uad  A  gerade  ist,  gefandenen  Formel  tur  m  uod  m  re«peotive 
te^l«n4«*,M«rMtenwir  . 


für  2äi+l<.3«  odd' 


/•I 


Aul  äbnfidke  Art 


rieh  ma  §.  id 


^  taog 


+  1 


llir  2«s-1-l<ft«  oder 


V 

2/w-i-  1 


an 


2» 


i^tzt  man  a^^%  and 


so  ündet  mao  gleicht 


-f-1  •  


und  folglich,  weil  für  ^=:0  nod  ar  =  oo  auch  reapective  4  =  0 
and  AssoD  latj  -     .  •  '  ^ 

Alao  iat  nach  dem  Obigen 


I— »  trag 
oder,  wns  natüriieh  daeaelbe  ist,  *  ' 

•  1—*      lang  im* 


Digitized'by  Google 


Niclit  unbe^clitel  zu  lutaen  bat  man,  4*m  nwk  dem  Obig^a 


Wenn  nun  aber  jetzt  a  eine  beliebige  positive  Grö»«e  ist, 
kaiiD  ma  ieidit  seigen«  daaa  ms  den  Brueh     ^  ,  wo  «  und  « 

▼eränderliche  positive  g^aoze  Zahlen  bezeichneu,  dieser  Grösse  be- 
liebig' nahe  briof^en ,  d.  b.  dass  mao  die  positiven  ganzen  Zablen 
m  i^nd  ft  jederzeit  so  bestimmen  kann,  dass  der  numerische  o^er 
absolute  Werth  der  Differenz  swiseben  den  beidnn  Grteien  a  vmi 

^^^^  kleiner  als  jede  gegebene  noch  so  kleine  positive  Gross« 

9  ist.   Um  dies  zu  zeigen,  wollen  wir  die  beiden  Bedingungen 

2» -f.  1^       2m -^1 
2»  2n 

zn  erfüllen  suchen.    Diese  beiden  Bedingungen  sind  aber  offenbar 
rzeit  erfüllt,  wen 
Vf  d.  b.  *)  wenn 


jederzeit  erfüllt,  wenn  — ^ —  eine  Aiittelgrösse  zwischen  «  ifnd 


2m  -h  1 


2n 


ist.  Diese  letztere  Bedingung  ist  aber  nach  der  f^ehre  VOtt,  den 
Mittelgrössen  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  Bedingung 


2»»  -f-  1  =  3f\2an,  '2{a  -h  v)h\ 

erfüllt  ist,  und  es  kommt  also  j|etzt  offenbar  bloss  darauf  an,  zu 
zeigen ,  dass  die  positive  ganze  Zahl  m  jederzeit  so  bestimmt  wer- 
den kann,  daH  switehen  den  beiden  positiven  Grössen  2mm  und 
2(0 -|-y)«  eine  gewisse  ungerade  positive  ganze -Zahl  liegt. 
ist  aber  jederzeit  der  Fall,  wenn  die  Differenz 


•  im 


f  rttner  ab  2  i«t^  Setzen  wir  Dämlich  ' 

I 

•  -  #  *  \ 

we  ik  and  poiilive  ganze  ZaUea,  y  nad  y  positif<e  eckte 
Bride  liad,  ao  ist  . 


iit 


SO  ist  offBnbar  jedeneit 


*)  m  I.  XL.  f.  St.. 
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•■4  folglick»  weil  k  ^-^  k  Moe  foiitlve  g«iiM  2U^1  iil,; 
•4er 

* 

Wäre  nno  eucli  biois 
M  würden  dock 


Md  Ä'-t--^, 

d.  i.  iwiechea 

•  2eM  BBd 

jedenfclle  die  beiden  jraomen  Zablea  ^+1  «ad  ü-f-S  liegen,  von 
denen  eine  notkweneig  nngemde  sein  pnin,  «nd  nm  so  aekr  anae. 


iet, 

tmi  nnd  ' 

jederzeit  eine  ungerade  Zahl  liegen.  Man  sieht  also,  dass  unsere 
•ken-  ausgesprochene  Bekanptun^  kewieeen  nein  wird,  wenn  man 
neigef  kann,  dass  sich  die  peeitive  .gnnie  ZakI  n  Jederaeit  so  ke- 
■tinrnen  lämt,  dass 

ist.  Da  nun  aber  diese  Bedingung  erfüllt  iat^  wenn  man,  was 
ofifenbar  jcdeneit  niSgliek  iat,  die  poeittve  gnnne  Znkl  le  ae  ke- 
•tinunt,  daaa 

iat,  so  ist  unsere  obige  Behauptung  nun  als  vollständig  bewiesen 
antnsehen,  d.  b.  ea  ist  in  völliger  Strenge  gezeigt  worden,  däee 
die  pöntiveD .  gnnsen  Zahlen  m  und  n  immer  so  .  bestimmt  werde» 
können,  dnaä  der  nnmeriacke  oder  absolute  Wertk  der  Düjlerens 

2at  + 1 

swineken  den  keidep  GrdHon  m  nnd  — ^ — .kleiner  nU  jedn'gf* 

gebene  nocb  eo  kleine  positive  GrSeae  iaC 

Nimmt  man  dies  mit  dem  Obigen  zusammen,  so  ist  klnr, 
fiir  jedee  poaitive  «i,  welches  kleiner  als  die  Einheit  iat, 

»/  0  1  -H  sin  aw'  " 

/»oojg—   n 
e  1  —  *     '  tang  «OT 
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•       .  .         .  •  .  .  ••.  ■ 

wt,  welches  zwei  in  jeder  Beveliviig  kMit  nerkwitdige  utod  «ieli- 
tige  Resultate  sind. 

*  .     '  Hl..  *      •  . 

Von  den  BnleT*aclien  iDterralen.  ^ 

f.  12.  • 

Euler'scke  Integrale  der  ersten  und  sweiten  ^Arf 
heissen  respective  die  beiden  bestimmten  Integrale 

in  denen  die  Grössen  a  nnd  ö  immer  als  positiv  angenommen  wer- 
den. Das  erste  dieser  beiden  Integrale  wollen  wir  di|rch  (^),  das 
sweile  durch  r{a)  bezeichnen^  und  wollen  also 


/.'(4) 


setzen 

Jedea  dieser  beiden  Integnde  iat  eiaer  beBefkenmrwtben.Tnin»» 

formation  fähig,  die  wir  jetsi  ,sanädilt  k^nto  lerneH  welln. 
Setzt  nwn  näsüich 

also 

so  ist)  wie  nan  leickt  findet^ 

und  folglich,  weil  für  «ssO  und  07=1  offenbar  res|ieetiTO  jrsasO 
und  yssoo  ist, 

Setzt  man  ferner 


'7  =  *' 


so  ist 


')  Diese  Beseicbnung  gebrauebt  H«rr  Lejeune  Diricbl«t  in  MiMraut- 

Sezeicbneten  Abhandlung :   Sur  les  integrales  Euleriennes  in  CrelU's 
oumal.  T.  XV.  S.  259.   Legendre  -gebraucht  für  die  Integrale  der* 
ersten  Art  eine  andere  Bezeichnung,  und  geht  auch  Ton  einem  etwas 
verschiedenen  ßegriffe  dieser  Integrale  aua.   Wir  sind  aber  hier  Herrn 
Lejeane  Dirichlec  geHo^^t.  . 
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und  folglieh 

Weil  nun  für  ^=^0  und     =  l  offei|bar  reapectiire  «zsoo 

and  X  =  0  iat,  so  ist     -  .  .  .  . 

folglich  nach  nach  §.  2.  1. 

Wdl  mra  IM  TorlierfohaidMi  Ittr  y  ui^d  «  oSwbf»  weh  m  «ehrei« 
ben  lunB,  so  hat  ma»  die  folgenden  Gleiehnngen:  > 

Weil,  wie,  wir  nachher  sehen  werden,  die  Euler'schen  Integrale 
der. «Ilten  Art'  iBBor  dnreh  Bnler*aehe  Intepiale  der  uralten  Art 
aasgedrüekt  werden  können,  so  wollen  wir  nnsere  BetonehCnng* 
hier  figt  jetst  auf  die  letstereb  einschränken. 

Nach  dein  voiigen  Paragraphen  ist 

Weil  nnn  bekanntlich 
ist,  ao  ist  •  • 

/ir-'ite  =s: — e-* -I- Conet 
"•^  '      *  •       '  » 
Für  07  =  0  ist  ^sl,  nnjd  filr  «rsroo  Ist  elfonbar  «-«sO. 
Alf^oist.  ^' 

folglich 

'  #.14; 

Nach  einer  ans  der  Integralrechnung  bekännlen  'Rednctif  ns-. 
forael  Ist  ' 


und  folglich,  wenn  man  für  j  e—'^äa:  seinen  aus  dem  vorigen  Pm- 
ragrapben  bekaDoten  Ausdruck  setzt,  , 

Für  ar==0  ist,  weil  a  immer  als  positiv  angeoommen  wird, 
^«-'sO.  Für  jr=oo  werden  Züliler  nnd  Nenner  des  mal  der 

Grösse  a:*^e^^  identisclieo  Bruchs  —  unendiicb.    Weil  nnn> 

=«(— I)  ..('•-*+ 1)«^ 

ist,  so  ist  für  .x  =  oo,  was  auch  die  positive  ganze  Zahl  A  seio 
ätg,  f^Vf^soe;  wenn  aan  aber,  was  offenbar  verstattet  ist, 

grösser  als  a  nimmi,  so  ist  fttr  ^  =  ae  offenbar  -^j—ssrO,  Bier* 
aus  schliesst  mau  nach  bekannten  Principien  der  Differentialredl» 
nung,  dass  auch   für  jf  =  oo  der  Bruch  —  oder  das  Product 
iBt,   Also  ist  nach  dem  Obigen  offenbar 


00 

0 


d.  i.  in  der  bekannten  Bezeichnung  der  Euler'scben  Integrale  der 
zweiten  Art  ' 

\  '    .  r(« -i- 1)  =  «r(«), 

welches  eine  sehr  merkwürdige  und  wichtige  Relatitfn  svf^sdien 
den  Kuler'schen  Integralen  der  zweiten  Art  ist. 

Ist  a  die  positive  grunze  Zahl  so  erhält  man  dorek  anccef^ 
slve  Anwendung  der  obigen  Relation  leiebt 

in[»-f- 1)  =  i»(ä  - 1)  . . .  3  .  2  .  1  /T(l), 

md  folglich,  weil  naeh  den  vorigen  Paragraphen 

r(»-f-l)  =  l  .2.  3.4  m 

oder, 

.  2.3.4.,..  («—l). 

*  \      *  * 

§.15. 

linier  der  Voraussetzung,  dass  (k  eine  jiofitivc  Grösse  ist,  sei 
IMTsssf,  ^=^i  w  ii* 
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ud  folglich,  weil  für  «ssH  nirf  »fenlwr  respecttte 

5f=:0  und  y=r(x  ist«        .  / 


oder 


also 


SO  erhält  man 


iamer  uoter  der  Voraussetzung,  dass  /i*  positiv  ist. 
^  Setzt  fllan  för  a  die  positive  ganze  Zahl 

■•  •./•    .  .  .   /;"^^=i:^.;      ■  ■  • 

«lid  folgKe|i-iuieV  4en  vorigen  Paragraphen 

ahter  der  VonnmefsuDg,  dite  «  «Im  poiftive  ffanze  Zahl  and  u 

positiv  I8t.  "  ' 


§.16. 

Wenn  1-^^  eine  positive  Grösse  ist,  so  ist  nach  dem  vori- 
gen Paragrapbeti 

wo    all  poaitiv  äageDomiaeD  wird.  Folglich  ist  offenbar  * 

vorhat  sicb  leraer  aaeb  i.  6. 
erglebt.  Nim  iit  ^ber  .nach  f  ^  3. 

and  folglieby  Fenn  wir  »  als  positiv  annehmen ,  nach  dem  vorigen 
raragraphen       -  .  .     >    ^  . 
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ulso  nach  dem  Vorhergeheii4eii 
oder,  wenn  wir  a-J^b      h  aetgen»  ^ 

d.  i.  iD  'der  bekannten  Beseichnvng  der  BnlerMen  Integrale '  der 
eretea  und  sweilen  Art 

-wodurch  nun  die  in       12.  aiisgesproclione  Beliauphing,  dass  die 
Euler'scben  Integrale  der  ersten  Art  immer  dur^h  Euler'scLe  Inte- 
grale der  zweiten  Art  ausgedrückt  werden  köuneu,  vollständig  gc-  " 
rechtfertigt  Ut.  Dais  im  Obigen  de,  also  auch  1  +      uod  «#  fio-  ' 
aitlT  genommen  wcr«lrn  könnco,  findot  seine  Reclitt'ertigung, darin, 
dass  die  Itite^rrale  sowohl  in  Bezug  auf  jr,  als  auch  in  Bezug  auf 
u.  immer  nur  von  D  bis  oo  genommen  werden.    Andere  Beweise  ' 
der  obigen  aericwfirdiffen  Gleichnng  liabeo  Poisson  im  Journal  , 
de  IMcole  polytechnii}U(\    raliier.  XIX.  und  Jneobi  in 
Crelle's  Journal.  B.  XI.  S.  307.  gegchen. 

Wenn  ist  und  ^=1 — 0,  also  (i-^itzszX  gesetzt  wir^, 

10  ergieht  »ieh  «»  dism  <N>igen,  und  weil  bekMntR€hri(l)=l  ist. 


d.  i.  nach  f.  \% 


Unter  den  gemachten  Voraussetzungen,  naeh  Weleben  nämlich  er 
poiitir  und  Kleiner  als  die  Einheit  lat,  hat  man  aber,  nach  %>,  11. 

t/  0    1     a:        sin  ari* 

und  man  wird  folglieh  doreh  de«  Obige  an  der  hiebet  merkwürdi- 
gen Gleichnng 


sin  an 


geführt,  wo  immer  a  positiv  und  kleiner  als  die  Einheit  sein  muss. 
Für  0  =  ^  crgiebt  sich  aus  der  vorhergehenden  Gleichung 

|/T[i)|«=:3r, 

und  folglich,  weil,  wie  logl^eb  ana  dem  in  3.  bewieaenen  Satae 
ecbellet,  r|[f )  eine  poeitive  Grttiw  iatj 


Nun  ist  aber 
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'  afso»  weu:wlr  dr=«*  ieiieiii 
Fo%llch  iit  naeh  iwm  ?orliergebeiid«ii 

welches  auch  ein  höchlt  «i(3ktig«s  vnd  ■erkwanUges  Resultat  ist 
Napli  f.  2w  2.  iit  V  .  . 

■ 

und  nach  dem  in  §.  3.  bewiesenen  i$»tae  ist  offenbar 
Also  ist  *  ,  . 

r  *  *  ■  ' 

und  folglieb  nadi  d«M  Votbeijsobondm. 
Nacb  f.  14.  ist  ^ 


.       u.  i.  w. 
falglidb,  <ir«H.  —eh  iim  Ot^wi  . .  ■ ' 

.  ....  r(l)=v/;r     ^    •  ■ 

•     .    ,  f.  17.      ,  ^     .        ^       .  \ 

Umgekelirt  kam  »aa  nun  aber  auch  dia  |||ilerM«ii  latonala 
der  zweiten  Art  inner  durch  Euler'jicbe  Integult  dif  ersten  Art 
ausdrücken.  Beseidmet  oänüich  n  eioe  positive  ffanze  Zahl,  io 
lat  Back  dar  life  Tarigaa  Pangrapbtn  gefmdenen  Hauptformel 


308 

.b  :  liv  ^     n   it__ 

Ii 

•  ■  ■  • 

Polfflicli  ist,  wenii  weh  m  eine  beiiebige  pontive  ganse^Zehl  be- 
seicbnet, 

*  ■  "  r(--) 

U.  Si  w.  .  ' 

w 

Multiplicirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  der  Gleiobheitozeichco ,  so 
erhält  man 

      ^nM 


n—  

^Fiü^ ^FTü^ ^rnj' ' ' •  ^  1:«  I 

F&r  fl»»  erbUt  naii  «u  4ieier  F^ratl»  weil  bekaantlicb  /fl)»! 

also  n^ch  dem  Vorhergeh eo den 

<         j    •    i  1/1  :       .2  :  fl.  ^  :  1  :  w  ,—  - 
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uui  6»  koM  folglich,  w>il  ^  jeder  pontive  rationale  Bmek  uia 
kann,  jedes  Kafei'aeka  Integral  der  aweitea  Art  duck  laat«r 
Ealer*ac|ie  late^le  der  entai|  Art  am^fedrOekt  werden. 

Wenn  I».  wieder  eine  fMiaitlTe  ganse-  ZakI  beieichnet,  so  iet 
aack  §.  16..      "  . 

^  Sin  — 

n  ' 


n.  a,  w. 


and  folglick,  wenn  muu  auf  beiden  Seiten  multipticirt, 

^  1^      n      n  n 

In  ^.  10.  Laben  wir  ffegehen»  Uaas  die  Gleicbung  ^,7^*  =  ^ 
wenn  n  eine  gerade  Zatl  tat,  die  folgenden  «  ■iaiBtlick  nnter 
einander  ungleiclien  Wursehi  kat:  > 

±-i;  .    .    ■  •       .■  ■ 

coi  —  ±SIB  -^-K 

Ii  »• 


U.  8. 


COS  — ±sio  -r*^  — 1, 

«  .     ff  ■ 


'     COS  — —^sfcslB  — K  —  1-, 

Vo1gll«l»  ist  aadi  eben  kiekaimten  8atxe  von  den  Uleicbuugen 
ir«— l  =  (j?.— l)  (ä— -C08  ^  —  sin  ^V^— U  . 

X(^— COS  — -hsin  — K^l) 


ä 


X  (*  -  cos  .i.  Öi^»/=T)i 

«lio,  W6DII  nan  itmtt  j«  swei  cotijugirto  iaaginftre  Fadoran  bU 
einander  verbiattel:, 

««»-.-l=:(ar«r-l)  (^*— 2^  cos  — 


Divi^irt  man  nun  durch  —  1, 
bekaantea  arithmetischen  Satze 


Aiz 

1 ,  m  eriiält  nwo  Wßtk  tiupm  ifbr 

...-#-«•  +  1 

Ä(ar«— 2^  cos  ^-hO'  ■ 

X  (^^  —  2a:  cos  ^  1) 
X(^'  — tw?  cos  — 


iH  e«  w. 


.  X 


aUo  fiir  o?  =  X 


oder^  wem  wir  jetat  ü  für  die  poeiliTe  ganae  Zahl      MUeHi  . 
«s=2«-i(l-cos  ^)(l-cosf)...(l-c<niÖi=»!te) 


ssa2(n-i)|«B  —  wn  gj  «n  ^  . . .  ain  — ^ 
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folglich. 

✓  •       ^       .     fhl      .      37t  .      (7Z  —  1  )7» 

^/•  =  a-l  S.U  2^  8.D  _  8.0  -  .  .  .  «,«  . 

Nun  ist  aber  allgemein 

..D  -  Ä««n  ^  cos  ^  =  &ID       s.u  — 

ttnU  folgliclt '        ^  .       >  . 

.    w    .  2ä    .   S;i  —  1);» 

Ä  55  «»  jj  «.  5; S-5p2 

iilso,n«e|i  «lern  Voriiergel^eiifkn, 


sin 


—  sin  —  Sin  —  . .  .  siD  r — — ^=2«~» .  -==7— 


Mier  ist  Mch  den  Obigiea 

tni)     a|)  . . .  ^ 

ni)  /Ii) . . .  /T'^.=j<^i«.-  ; 

tiwk  f.  14.  ist  fltto 
also 

A^')  A^)  A^*) . . 

="  At^)  /^(i;) . .  n—h 

♦  -     '  '  '  .    •  ' 

folpflicli  iiaeli  4ear  ¥or1kerg«k«B4en 

n«±J\  yv^-fr-gy  n?L±^\  ~  1^  1  .2. .  («  —  1)  i  i2n)" 


$12 


§;  19. 

Nadi      15.  ist,  wenn  «  dne  pMiüve  ('un staute  bozeicbi^et. 
Nun  ist,  wovon  man  sich  leiebt  durch  Differeatiation  nberzeugeu. 

y^Md^A^^+coBsi., ' 

uud  i'ulglicli,  weil  die  Grüsse  #  |)ositiv  ist, 
also 

ydtjT^r^dop^  ^^ss/i  +  Conat, 
#    und  folgUcb,  wenn  «  und  ß  pusitiTe  GrSssen  bezeichnen, 

,  Vacb  §.     ist  aber  '  . 

m  ^J^  '^"'^  =•/•  '^y« 
nnd  folglieh  noch 


Weil 


ist,  110  fsl 


CoDSt., 


also  ntch  dep  Vorhergehenden 


'Setzt  man  ot  =  1  und.  ßs=^*,  so  erhält  nuufc 

*/  0  ^  ,    '  4.- 

Weil  nun  nach  ^,  12. 

ist,  so  ist,  irenn  der  Kiirze  weg^cn 
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gMettt  wird,  ,  '  ' 

also  Dtt(b  f .  S.  - 

d.  i.,  wie  man  nitch  bekiumten  Uitutlu  ller  DifferentwIrccbBaiHr  lo- 
gleich  findet,  ... 

•  •  •  •• 

Hnd  falglicL,  wenn  man  für  is  den  Aufdruck  4.  setzt, 

o4«r  nach  §.  2.  3.        .  .  .     i      -  i 

und  lolgiid  oaeti  f.'^. 

oder  naeli  f.  2.  3«  ODd  ^.  2.  4. 

•oder  ■    •  . 

Weil  nun  oach  f.  12.  und  §.15. 

•  •  • 

ist,  so  wird  die  vorhei^ebende  Gleicbnng  offenbar 


oder 


ii^^yi'^  riß) -r-  tt0 

Da  die  Integrale  in  Bezug  auf  'of  awiscben  den  Gräuzen  0  und  ao 
genommcu  werden,  so  kann  man  .r,  und  folglieli  auch  wie 
es  die  vorlier  io  Anspruch  genommene  Anwendung  von  f.  15.  er- 
fordert, loHer  als  positir  be^bten. 
.  Seilt  naa  rian 

r  • 

|^s=y,  also  ^=^-y*=! 


Digitized  by  Google 


314 

so  iit        ■      .  ♦ 

ya,   ^  yU-yy 

und  fiir  ^  =  0  ttD4  «=oe  iat  respeetive  yssl  und  yssil.  AM» 

ist  Dttch  7. 

« 

,(«  >-*°)i(i^»=-a.- 

oder  oacb^  ^.  ^.  1. 

'    -  «/  0  ^  ' 'y(l— 'y)       «fa  . 

Setzt  man  jetzt,  indem  »  eine  voo  m  nnabliäq^^ige  poütive 
ganse  Zahl  lMkeicfao«t,  fSr  »  aack-  nnd  naah 

a-^—,  a-^---,  a-\r—,  .  .  .a-^ 


und  addirt  alle  dadurch  aus  8.  sich  ergebend on  GloicbaDgen  an 
einander,  so  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen  . 

•    *— — 3S — +•••+ — as — -  ■ 

gesetzt  wird,  nach      2.  4.  die  (Gleichung  ' 
oder«  w^U 

H-y» +y -h..  .-^y = — nr 

1— y» 

ist,      •  .  '■ 

«VtCTZJ  iV^,'^' 

Setat  man  y**  für  y^  ao  wird  dieae  Gleiehaagj,  wie  nuin  leicht 

lindet, 


^    10.  „f\';^--f!-p.  =  s. 
•/o^l— y**^     1— y'y 

Wird  in  dcrQleichnng  8.  tät  p  die^Grtfaac!  -nm  gaaetal,  ao  wird 
dieae  CilkicJuiDg 


IVacli.  einem  bekannten  Satse  der  DiSerentialreehmuig  iat  abof 

dlr{na)  dlrXna)    d,na_  dll\na) 
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nad  folglich 


I 


dllina 


ttUo  nach  dem  Ohigen 


oder 


iKeiM.  ^leiohQBg  von  d^  GfeidiBDg  10.  ab,' so.  «»rhiillt 
Weil  BHft  Apitli  d«M  OhigM  offeiiba« 


«      .       ■  II 


Mt,  so  ist  ( 

fite  rfa  ( 

pod  folglich  nach  dem  Ohigen. 


Setees  wir 


Wo,  was  man  wubl  zu  beachten  Iiat,  die  Grösse  p  von  a  ganz  un- 
•hhiogig  ist,  s«  winf  die  vorhergehende  Gleichung 

und  folfflieh,  wenn  w«  iategnit,  ond  die  willkührlichc  CuusUute 
dnreh  ^  beselchDet,  ' 

4- /;/=/(— — ' -"L  . 

oder 
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Ina)n<»-i-i)  -  n"-»-^) 

9f^f\-r-  T^sr  —' 

also 

.   n~)  • — =»r  . 

oder 

Um  die  vou  ^/  unabhängigen  Grössen  und  ^  zu  bestimmeD, 
setze  man,  um  zunächst  deu  Werth  von  p  zu  findeD  in  dieser  Glei- 

,chuDg    +     ^dr  a,  so  wird  dieselbe  . 

I\m  +  ^)I\a-^^)...na-^l):=fp^»  Fimmel). 

» 

Di?idirt  maD  nao  dieie  Gleichung  diirdi  die  vorhergehende,  lö  sr- 
bilt  »All 

alio,  weil  D«eh  §.14. 

ZK«  -M)  =  ar{a),  r(«a  H-  1)  =  ««rc««) 

11 


^  MI  bestimaen,  «etse  hui  in  der  Gleichung  12.  die  Gröiie 
lo  erhält  »en»  weit  /TiiMr)rsr(l)=l  oed  ffssir^s;:^ 


nttd  folglich 


Nack  «.  18.  bt  aber  '  j  . 

und  folglieh 


i 


«— 1 


Filhrl:  man  hud  die  gefusdenen  Wei;thc  von  nftd  ^  n  die 
GleichoBg  12.  ein,  so  erhalt  mv 
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TW  A«-*-^)  A«-*-.^)...A^4-^)=fV^)  *  A*(a). 

Mit  dem  Beweise  dieser  höcbst  merkwürdigen  Gleichung  liaben 
tick  v«nebiedeDe  bernimto  Matiieiiatiker,  vaoMiitlicli  Gavss  (Com> 
ment.  Gotting,  rec.  Vol.  II.),  Legandre  (Bxevdcea  de  calcul  inte- 
gral. T.  II.  i>.  23.  TrM  des  fonctions  elliptiqm«.  T.  II.  p.  444.), 
Cauchy  (Exercices  de  Math^mati^ues.  15^  Livraison.  p.  91)^ 
Grelle  (Joomal  fttr  die  reyae  and  angewandt»  MätbeaiaClk.  II.  VII.) 
teichlUligtl  Der  obige  äunent  schöne  und  sinnreiche  Beweis,  der 
uns  Tor  allen  übrigen  sehr  wesentliche  Vorzüge  zu  haben  scheint, 
ist  von  Lejenne  Dirichlet  io  .CreUe*s  Journal.  B.  XV*  S.  258. 
gegeben  worden^^  . 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  fc,  /9,  d, . . .  und  p,  r,  . . . . 
ytitlfe  Gl «lind ,  w#nen.wir  i»  Folgenden  der  Küne  wegen 

V 

aetzen.  n.  ■.  w. 

Dies  vorausgesetzt,  kommt  mnn  nun  bei  Anwendungen  der  In- 
(egralrechnung  auf  Geometrie  und  Meehanik  bftafig  avf  integrale 

von  der  Form       >  -  .  . 

I 

wo  die  Grössen  6^  c,  tf,  .  .  .  .  auch  sämmtlich  positiv  sein  sollen. 
Für  diese  integrale,  die  man,  wie  sogleich  .erhellet,  auch  unter  der 

u.  ■,  w. 
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darstellen  kann,  hat  Lejeune  Di  rieh  1  et  sehr  nierkwQrdigc  Am* 
4rficke  gefunden  *),  welche  wir  jefrt  eDtwickeln  wutlen. 

Zuvörderst  wollen  wir  eine  Transformation  mit  diesen-  Inte- 
gralen vornehflien.   Setzen  wir  nämlich  für 

icefecftive 

so  müssen  wir,  wie  sogleich  erhellen  wird,  für 

^  dXy  dy^  iU, . .  •  •  «  ' 

resjtective        ^  , 

n    —1  .       8   ~-l        y  —1  . 
--X^    äXy  ^1  äfft 


I,  VBd  eben  leicfct  wird  msn  eieh  ftlmeagen^  daw  alatt 
der  Gräniteo 

0  «od  a,  0  und  9(jr),'  •  «nd.  ^xißf*  0>  •  •  •  *  • 

reepeetiVe  die  Gtii^B 

0  und  1,  0  mid  1— and  t^or-^jr,   ' 

oder,  wenn  wir  der  Künce  wegen 

l--^  =  y,,  1  — ÄT  — y=»,,.... 

setzen^  die  Gränzen  ' 

0  und  l,  0  und  y,,  0  und  ä,,  

gMetzt  werden  müssen.  Daher  hahen  wir  es  jetot'  Mit  der  -Kat* 
Wickelung  der  folgenden  Integrale  zu  tbuo: 

««Ä*       -— *     Pv^  — — J 


9 

tu 'S.  w. 

0der  mit  der  Entwickelung  d^  Integrale 


*)  Comptes  rendus  hebdomadaires  des  seances  de  TAcademie  des  Sciences. 
T.  Vlll.  n.  156.  Journal  de  Mathematiques  pures  ec  appliquees  par 
X  LioiiTille.  T.^r.  p.  14t.  .  ' 
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tt.  8.  Wi' 


Das  erste  dieser  Integrale  lässt  sich  leicht  finden.  Es  ist  näin> 
lieli  nach  einer  aehr  bekaBBten  Hauptformal  4er  iBtegTaifeoliiNing 


wobei*  Bian  oiebt  unbeacbtet  an  laaaen  hat,  daaa  Baeb  der  Vorana- 

setzuDg      positiv  ist,  und  folglich  r  '  . 


Nun  ist  aber  nach  ^.  15.  '   '      '        >  •  '  ^ 


^Bd  folglteb 

also  Bseb  deai  VorbergebeDdea     .  . 


Ferner  ist 
QBd  fol^licb,  weil     =  1  —  iat. 


oder,  in  der  aus  §.  12.  bekannten  Bezeichaung  der  £uler*scben 
Integrale  der  ersten  Art, 

^  p  ^ 
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'Weil  HUB  Bach  f.  Id. 

und  nach  ^  15.  '  , 

/XH-i)=-r(^)      .  . 

iBtt  80  iMt  nacli  dem  \  orliergehenden  offenbar 

Ca  ferner  '^dtis  letegrel 

zn  fiodeD,  wollen  wir 
setoen,  so  ist  " 
und  statt  der  Grenzen 

0  und       0  «ad  «i 
Bind  offenbur  respeetive  die  Grftmeii 

0  obd  1>  0  vod  1  . 
sn  setseo.  AUo  kami  voi  dia  geiaehte  Integral  nnter  der  Fera 

oder,  weil  •    ^  ,  ' 

igt,  offenbar  unter  der  F.orm      "  '  • 

oder  auck,  wie  eogleick  in  die  Augen  fallen  wird,,  unter  der  Fora 
darstellen.   Es  ist  nun  nach  §. 


I 
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J^Ml     (1 -•)'<*»= 2  ^, 


woraus  sieb,  wenu  maD  auf  beiden  Seiten  der  Gleicbbeitszeicben 
■oltipKeirt,  nod  beacbtet^  dass  /Kl)=sl  ift,  für  d«a  Werth  «niert 

• .     '         n^»)  n-^j  n^) .  . 


IXIH-— -H— ) 


er^iebt. 

0»  SB  seigeo,  dass  das  ao  ebeo  aDg|ewandte  Verfahren  eine 
•IlgMielB«  AnwenduDg  geatattet»  wollen  wir  noeh  d**  Integral  * 

bestimmen.   Zu  dem  Ende  setzen  wir 
also 

dj/^y^dUi  d»sssMtdv,  d$s:s4^4w^ 
■iid  deMnaeh 'fiir  die  Grinaen' 

>  0  and  y^,  0  and  a,»  0  OBd>  #, . 
offeabar.reäpeetive  die  Ctstoaea 

0  and  1,  0  nnd  1»  0  antl  1. 

Dies  Torausgeaetat,  kann  unser  obiges  Integral  unter  der  Form 

fl^'"' da:  fly.iy^    duj^%,-v^    dvf^K'w'  dw, 
oder,  weil  *  .    '  . 

a»  =  l— >  — y=(l  — (1  — 

ya^(l— dr)  (1— •)  (|*fr) 

ist,  wean  mb  tlcli  die  beiden  folgeadea  ReibeB  obae  ÜateibricbBng 
ia  eiae  Zeile  geaebriebea  deakt,  aater  der  Form  : 

oder  auch,  wie  sogleicb  erhellen  wi^j  unter  der  Form 

TlMÜll.  '  tl. 
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dargestellt  weid«o.  .  E»  iit  wm-.  aadi  §.  16:  ^ 

p  ^  f    •  r      <  • 


woraus  maa,  wenn  nioq  auf  beiden  Seitea  multiulicirt,  und  beacli« 
itet,  diau  /l[l)sal  iat»  f&r  das  gesuebte  lategral  soglekdi  dan  Am- 
dmek 

.  "  ■  n-f )  n^)  n^)  n|)  :  ' 


—  H  1  h  — )  , 


Alicb  ist  mtlr  v8Un  klar,  wie  man  auf  iRa  obige  Art  inner 
Weiter  geben  kann,  und  das  Straft  fiudeade  allgCMaiaa  Gasats.  Ilagt 
Mit  völliger  Deutlicbkeit  vor  Augeo.  . 

Aus  allen  Vorhergehenden  erg^ebt  sieh  «««itteftir,  4mb»  waan 
wir  das  allgemeine  Glied,  dar  fteiba 

B.  W. 

WO  9(i^f  9i(<^>  y)i  9*i,'^i  y*  *)*  Obigen  be- 

kaBBtt  iMMiiog  Jlabai^  oiiiKc^ 
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'  p.(*.y)=rH-(f)'-(f)'l'. 


Mrt,  4u<cii  V  MKdeliM,  Jederzeit  unter  den  oben  gtlMOl^B  Vüv 
•■■■•tmgo»  dt*  w|r  iiiiff  «iditVitderholeii 


r(£.)  j^A)  r(£.) . . 


<  0  6  0  V 
IXI -I- —+ j -H —  •) 


i«t. 


Iii  eiB«r  der  Theorie  der  Tielfachen  Integrale  Teiiffip^weiae 

gewidmeten  späteren  Abhandlung  werben  wir  auf  diesen  wichtigen 
uud  interessanten  Gegenstand,  welcher  durch  Liouville  und  Ca- 
t4lan  schon  mehrfach  erweitert  worden  ist,  zurückkommen.  Fir 
jetst  ifataen  wir  uns  mit  der  obigen  DerMeUing,  die  mt  nwt  itfr 
'ein^  ▼orlieiige  beieieheen,  begnigeD.- 


•  ■  XXVI.    .  •■-  . 

Zwei  neue  Sfttze  vom  ebenen  und  sphärischen 

Viereek  und  Umkehrung  des  PtolemilifiGlieD 

.Lehrsatzes.  .... 

»II 

Herrn  Professor  und  Director  Strehlke 

'  »*    •    an  Danzig.      •  .  .  '  ' 


Nach  einem  bekanntett  Satze  der  ebenen  Trigonometrie  itt 
OM  lU.  Fig.  8.)  • 


Digitiz'ed  by  Google 


324 

folglich 


»  >i-     —     —  e/J  =:  2a&  cos  /J  —  IcU  cos  D. 


Addirt  man  auf  beiden  SdCvii.  diMer  Gleicbung  %ab  und  2ei/,^ao 

erhält  mao 

{a-\-bY-^{p^  dY:=^hab  cos  \  B*  »in  i/^'  (1) 

Und  eben  so 

(e  +  lO*  —  («  —     =      mh  iiff *  +  4a/ cos        . . « .  (2) 

Durch  UuUiplikation  von  (1)  und  (2),  Zerlegung  der  Quadrate  in 
Faktoren  und  Einföhtung  der  tfeseiiibnuig  .  «j-i-^+cH*«/^' 
wird  erhalten 

(^-«)  (4--^')  (^-0  (4--^)  • 

^  ^  i«r  *r 

r=a*^2  co^^ß^ ,^\nlß-  ^aöcäi&xQ^B-' .%\u\D^-\-co&^B'  .cos^^») 
+c»</*  siniZ?«  cosiö'. 

Wenn  man  auf  der  rccbtco  8eite  des  Gieiclibeitszeichens 
\af*cd  sin      .  sin  D  hinzu  addirt  und  suhtrahirt,  so  erhält  man 

=;(^ .  8in\&+  ^  sin  D)*-\-aftcd,  cos  ( — ^ — )  .  cos  (   ^  ). 

Du  uun  ^  .  sin  B  sin  IJ  =z  der  Fiächensumme  der*  beiden 

Dreiecke  ABC  und  ^^IZ^  ist  oder  die  Fläche  des  Vierecks 
ABCD  «äwMtkty  die  mit  /*  bexeiehnet  werden' mag,  so  Ist 

/*=(-|-^)  (4—^)  i^'-e)  (|..-yr)^Äci/.cos(^)  cos(^).. 


Verfolgt  mau  deuselbcu  Gang  hei  dem  sphärischen  V  ierecke,  » 
so  ist 

COB  e=± eos  « .  cos  &-|-sin  « .  sin  b  ,  eoa  B 

.  •  ,  =s  cos  c  .  cos  </+  sin  c  .  sin     .  cos  I)^ 
folglich  '      '  ■ 

cos  «r  4  cos  ^  T-  cos  c .  cos    =  sin   .  sin  d  cos       ^in  0 .  sin  ^ .  cos  B, 

YfitA  auf  beiden  Seiten  der  GleicUeitsieicboii  sin  «  tTn  ^  dkd 
ms  c .  sin  1/ addirt,  so  erhält  «an 

cos  («— C08<6^|-<Q=:3sia    sin  1/.  ibo«  iü'rt^Ma  «.iin  ^.«in 

und  durch  Zerfällung  der  Dilferenz  der  beiden  Cosinus  in  Fakto> 
USiaCübrnng  «on  a-f-^-i-«-f-tfst  ! 


I 


I 
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=issiD  c  .  sio  </.  cos  +  iiiu  a  .  sin  l*  sio  ^if- 
und  eben  so  '         '  ^  ' 


2  ^2 

=  8in  a  .  sin  6  cos  {ß-  +  810  c  .  sin  f/  sin  ^/^^  ......  (2) 

Durch  Multiplikation  von  (1)  und  (2),  durch  Addition  und  Subtrak- 
tioi^  von  ^in  0  .  sin  b  .  sin  c  .  sin  </.  sin      «  sin  bekömmt 

sin       —  «)  .  sin  (-|- —     .  sin  (-|- —  c)  .  sin  (y  —  </) 

,       -l"  ÜB  •  IIB  ^  sIb     MB  4  •  001'  Z')  cos  K^+ü^ 

I 

Ist  nun  JRf  der  Mittelpunkt  ddr  Kugel,  auf  deren  Oberfläche  das  ■ 
■phSrisehe  Viereck  JBCD  liegt,  so  ist  der  Cubikinhalt  des  Te- 

trneders  MA/iC=:\s\n  a.  sin  //.sin  der  Cubikinhalt  dos  Te- 
traeders MACßzzi^sin  c  .  sin  r/.sin  J9.  Bezeichnet  man  jene 
Tetraeder  mit  T  und  T',  so  erhält  man      '         .    -  .  •  f  . 

^sIb  «  sii^  6  sin  e.  nn  </.  cos  }.{ß-^-l)y.  / 


3. 

Umkebrung  des  Ptolemäischen  Lehrsatzes.  * 

.  Db^»  =  -h  CE^  -  1BE .  CE  cos  (weBB  3.  deB  Krais«^ 
ko^BB  keiciekBek,  der  deB  WiBkel  BEC  misft)  . 

BBd  V  =±  i?^  +  ^i?"  4- 2ir^ .  ^£ .  cot  X, 

■  80  ist     — «»  =  Ci^»  —  AB^^^BE,  e *  cos  A, 

ueun  e  die  Diagonale  CL:/  bezeichnet, 

und  c>  —  rf"  =  Ci?»  —  .^/^  -H  2DE  .  e  .  cos  L 
Zieht  man  die  obere  Gleichung  von  der  untern  ab,  so  bleibt 

c»  — rf»'  — Ä»4-«»=2  .<r  (BE-\-J)E)  cos  X  =  2</'.coBa„ 
wtuu.BB  durck beseidiB'et  wird*  Hieraiu  folgt 

eoa  Xä.        2?  • 

Wird  i»un  für  ein  ebenes  Viereck  die  Bedinc^og  gemuckt,  ddss 
tf's^aC'\-i*d^  so  ist  in  diesem  besondern  Falle 


eoB  A'ss 


Aus  jdiesem  Ausdrucke  fiir  cos  A.'  lasst  sich  leicht  ableiten 
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(1+coiX')  (l-co.X')=s8in  ?  JSm^  

Da  ^ac  sio  X'-f-^d.nn  X'=^/.sio  X'=:F'i  wodoieli  die  Fläche 
des  Vierecks  beseidiDet  werden  soll,  in  welcbem  eo 
erhält  man  •  *       . . 

*~=(t-»)  (t-*)  (f-^)» 

de  aber  auch 
10  mnse  sein 

%      cos  K^-f-/»)aa,€olgK€ii  ^-t-i>«(U+l>. 

Da'  ^+  jff  +  /I  s  Sir,  i?  H-  i'  «Im»  <^7r,  so  luino  ;^  kei- 
mm  wdevo  Werth  nlr  {lull  Wea,  worn«s  firfgl 


Pees  ein  Viereck  tos  dieeer  Bi(;«iieeiiaft  ein  Kreiniercek  sei»  liest 
tick  dann  leiclit  beweisen. 


Anmerkung  des  Beransgebers. 

Herr  Professor  Streblke  schreibt  mir  bei  üebersendung  des  vorsteben- 
Aen  interessanten  AufsatsM:  „Bs  mBsste  i^icht  ohne  Interesse  sein,  den 
,,Satz  für  die  Fläche  des  spbärischcn  Vierecks  zu  suchen,  der  dem  <>rsten 
yjfiir  das  ebene  Viereck  eigentlich  entspricht.'^  Gewiss  würde  diese  Unter- 
suebmig  mehrfaches  Interesse  dai^eten ,  nad  nriieht«  idi  mir  diher  wohl 
erlauben,  die  Leser  des  Archivs  zu  derselben  aufzufordern.  Dass  ich  den 
ftdGundenen  Resultaten,  wenn  sie  mir  mitgethcilc  werd^,  sehr  gern  eioe 
Stdie  in  dem  An^lv«  einrihuaen  werde,  versteht  sich  von  ailbst.  CL 


xxm 

Uebiuigsaiifgabea  für  Schüler. 


1.  rcbuno^saufgaben  für  ScMMitt.  Utlgetbeilt  von  Herrn 
Professor  Dr.  Kunze  in  Weimar. 

1.  Wmm  die  Bntfemungen  der  Bckpimble  €  eines 


Digitized  by  Google 


geirtipe  ait  v^.f,  y  bezeichnet  werte,  «o  Watehl  4in  tfel 

•  * 

worin  0,  ^,  c  nach  der  üblichen  Weise  die  Selten  dM  tMMkM 
l)edeuten.  Im  ersten  Tbeile  dieses  Archivs,  S.  331,  ist  eiie  endeM 
lUUitieB  zwiic^ii  «t,  ßt  y  und  a,  6,  c  angegeben. 

8;  Ave  den  Wiakeln  ein«»  in  «imb  Kreit  IteeeWi^lMM  FM- 
«cke«  nebst  dem  -Bnlbmesaer  dieacn  KreieeB,  die  -Seiten  dee-Fttnf* 
ecks  zu  herecbnen. 

3.  Durch  die  Spitze  C  eines  ge^benen  Dreiecks  ABC  ist 
M  dem  gleiehfnils  gegebenen  Ihivkr  B  in  der  Basis  AM  die  Gf- 
rade  CD  gezogen:  man  soll  durch  den  einen  Endpunkt  A  der  Bfk 
sis  eine  gerade  Linie  AP^  welche  die  CD  io  E  und  den  Scheokel 
MC  in  P  trifft,  so  ziehen^  duss  das  Dreieck  ACE  dem  Viereck. 
MMBF  gleich  werde.  Ks  giebt  dafür  mehrere  ganz  leicht^  Con* 
structieoen;  Kästner  hat  in  seineu  geometrischen  Abhandlungen 
I.  Samml.  S.  145  die  Aufgabe  weittilnftiger  ^it  Höl£»  der  Tfigonn» 
metrie  behandelt  '  ' 

4.  In  ein  gegebeaes  Quadrat  ein  regelmässiges  Fünfeck  der- 
gestalt zu  beschreiben,  dass  eine  Seite  des  Fünfecks  aut*  eine  Seite 
des  Quadrats  falle,  und  die  zw^i  zunäclist  liegenden  Sckpnnkt«  dnl- 
erstercn  in  die  aufstellenden  Seiten  des  letzteren. 

5.  Lto  zu  seinerzeit  berühmter  lagenieur  Samuel  Marolois. 
giebt  in  seiner  Gtiometrie,  die  1616  in  gross  %Berfol.  erschien,,  fiir 
die  vorige  Aufgabe  folgende  Construction  an:  Anf  ticr  Seite  Aß 
des  Quadrats  C/^  verzeichne  man  auswärts  ein  regelmässiges 
Fünfeck  ABEFG^  und  ziehe  von  der  gegenüberliegenden  Spitze 

nacn  den  Reken  C^  D  des  Quadrats  die  Geraden  FC,  FD^ 
weJclie  die  Seile'  Afi  in  I  »cbneiden;  die  Strecke  ffl  soll 
nun  die  Seite  des  ciuzuäclireibenc]«  n  Fünfecks  sein.  Diese  Con« 
structioo  iüt  aber  falsch;  es  ist  zu  zeigen  warum?  s 

6. -  In  ein  gegebenes  Viereelc  einen  Rbombna  in  benehreiben, 
llessen  Seiten  mit  den  Diagonalen  des  Vierecks  parallel  laufen. 

7.  In  einen  Kreis  sei  ein  beliebiges  Vieleck  ABC .  .  .  EMN 
beschrieben,  und  auf  der  Peripherie  des  Kreises  sei  ein  willkühr- 
lieber  Punkt  P  angenommen.  FÜlet  man  nun  von  P  anf  jed* 
Seite  des  Vielecks  oder  deren  Verlängerung  eine  Senkrechte,  näm-~ 
lieh  Pa  auf  AB,  PO  auf  BC  u.  s.  f.  /In  .auf  JMJ^^  Pm.  auf  J^A, 
so  gilt  allemal  die  Gleichung  • 

Aa^    Bb       '       ,  Jim   A«_.-         .  » 
aB'  ItC"***'^ mN  '  nA  —  ** 

Diese  Gieichuvg  besteht  auch  dann  noch,;  wenn  das  eiogescbrin- 
beae  Vieleck  ein  Vieleck  im  weilefen  Sinne  ist,  bei  treltmnm  man 
nämlicb  die  Pupkte  A^  üt,  C , .  .  JU^  My  iV  in  beliebigei*  Fol^e 
durch  gerade  Linien  m  einem  lusammenbäugenden  Zuge  vereini- 
get hat. 

8.  In  der  Peripherie  des  über  AB  beschriebenen  Halbkreises 

denjenigen  Punkt  C  zu  finden,  für  welchen  das  Rechteck  aus  der 
Abscisse  AD  und  Ordinate  CD  ein  Maximum  wird.  Die  Con- 
struction folgt  aus  sehr  eint'acUeo  geometrischen  Betrachtungen. 

9.  Verlängert  man  die  gegenüberliegenden  Seiten  eines  in 


V 
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eioen  Kreis  bes^rtobeoen  Vierecks  AßCOt  'Uxn  sie  sich  schneiden, 
ntfliüeli  Bji^  CM>  Aber  A  und  D  bioaiis  bis  E\  BO,  AD  über  6^ 

und  D  liinaus  Iiis  und  zielit  man  von  dem  Mittelpunkt  O  des 
Kreises  nach  den  Durchscbnittspunkten  E,  F  die  Geraden  OEy 
OF^  nebst  dem  Hulbmcsscr  i)D^       ist  immei' 

OF .  OF  cm  KOFz=  (ßD*. 

10.  Wenn  man  in  die  vier  Dreiecke,  von  welchen  jedes  durch  - 
zwei  Seiten  und  eine  Diagonale  eines  eingeschriebenea  Vierecks 

Sfebildet  wird,  Kreise  beschreibt,  so  bestimmen  di»  Mittelpiwkte 
ieser  vier  Kreise  die  Winkclpunkte  eines  Rcclitccks. 

11.  Die  vier  senkrechten  Linien,  welche  man  von  der  !\Iitte 
jeder  Seite  eines  eingeschriebeneu  Vi€recks  auf  die  ihr  gegenüber* 
liegende  Seite  fället^  sebDeiden  sieb  BinMtüeb  {n  einem  einzigen 
Punkte. 

12.  Die  Summe  der  Quadrate  von  allen  Seiten  und  Diagona- 
len eines  eingeschriebenen  Vierecks  ist  gleich  der  vierfachen  Diffe- 
reos  swiseben  dem  Qnadrnt  des  Dnreb  messen  des  nmscbriebetieii 
Kreises  und  dem  Quadrat  der  Entfernung  seines  Mittelpunlctes  von 
demjenigen  Punkte,  in  welchem  sich  die  vier  Lrnien  aus  der  Mitte 
jeder  Seite  senkrecht  auf  die  Gegenseite  begegnen  (U). 

13.  Nimmt  man  auf  den  8eiteo  eioes  Dreiecics  ABC  drei 
Punkte  an:  D  auf  HC=a.  E  auf  CA  —  h.  F  auf  AB—c.  wo-  . 
dqrch  die  Abschnitte  BDz=a',  DC=ia'\  CEz=b\  EA=if/\ 
AF'=.di  Fß  —  c"  entstehen,  und  verbindet  alsdann  jene  Punkte  . 
»n  einem  Dreieck  BBP^  so  findet  allemal  die  Proportioii  statt 

A  ABC-,  A  DEF=:za.  b  .c.a'  .h' .  c'  +  a"  .      .  c". 

.  '  Ii.  Eine  sehr  einfache  Coiistrucfion  der  mittleren  Propar- 
tiunailinte  ist  folgende:  Alan  schneide  von  der  Kröüseren  gegebe- 
ncD  Linie  AB  die  kleinere  ACtM,  Ter1%nflr<^rp  Aß  nm  AD^CB, 
und  beschreibe  über  BD  mit  BA=iDÖ  ein  gleichschenkeligcs 
Dreieck  BEDy  oder  hemerke  bloss  durch  ein  Paar  Kreuzbögen 
seine  Suitxe  E^  so  ist  eine  Gerade  von  E  nach  A  (oder  nach  C) 
die  mittf  cre  Proportionale  swiseben  AB  und  AC. 

15.  Die  Kreisfläche  ist  das  geometrische  Mittel  zwischen  den 
Flächen  eines  umschriebenen  und  eines  dem  Kreise  isoperimetri* 
sehen  Vielecks,  beide  regelmässig  und  von  einerlei  Seitenzahl  au- 
genommen.- 

10.  Werden  in  und  um  einen  Kreis  rejj^elmMsige  Vielecke 
von  einfacher  und  doppelter  Seitenzahl  beschriehen,  so  ist  1)  der 
Umfang  des  umschriebenen  Vielecks  von  doppelter  vSeitenzahl  da» 
barmonische  Mittel  zwischen  den  Umfangen  des  eingeschriebenen 
'  und  umschriebenen  "^'ielecks.  beide  von  einfacbcr  Seitensabi;  und 
2)  der  Umfang  des  *eing:o.si  hriebenen  Vielecks' von  doppelter  Sei- 
tenzahl das  geometrische  31ittel  zwischen  den  Umfangen  des  ein- 
geschriobeneu  und  umschriebenen  Vielecks,  jenes  von  einfacher, 
dieses  von  doppelter  Seitenzahl. 

17.  Ein  Viereck  mit  den  Seiten  47,  ^,  </,  in  welches  sich 
ein  Kreis  beschreiben  lässt  (also  +  r  =  ^ -l- <0>  grpss- 
ten  Inhalt,  wenn  des  Kreises  Halbmesser 

'     •  _Ya./j.c,d 
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18.  In  keinem  pytIingoriscLen  Dreieck  (vergl.  d.  erst.  Tli.  dies. 
Arcb.  SS.  96)  kÖDDcn  beide  Katheten  ungerade  2<afalen  sein;  und  in 
jedem,  golchen  Dreieck  muss  eine  der  Katheten  dufcli  3}  inglcicbea 
eine  von  den  Selten  überhaupt  dureh  5  tbeilbar  Min. 

19.  Diojcnic-en  Werthe  von  a:  zu  finden,  für  welcbQ  sowohl 
jca:-\-a:  als  .va:  —  a:  \  ollkoinmctH*  Quadrate  werden. 

20.  Vermitteist  der  pythugorischen  Dreiecke  solclie  Kreisvierecke 
in  bildeo,  bei  Wctcbee  die  vier  üjeitei^,  die  drei  möglichep  Diego« 
Bslen  nnd  der  Inlialt,  nebst  dem  Halbmesser  des  Kreises,  rationale 
Werthe  bekommen;  ohne  dass  eine  Seite  oder  Diagonale  Durch- 
messer des  Kreises  wird,  oder  zwei  Diagonalen  sich  rechtwinkelig 
lAircIwcbneiden  (in  wlBl^lieB  Folie  der  Inholt  dei  >  Tierecl»  gleleh 
dem  iiatben  Prtvduct  der  beiden  Diagonalen  sein  würde). 

21.  Man  soll  zwei  ganze  Zablezi  .r,  y  finden,  von  der  Be* 
Bcbafl'enbeit,  dass  das  barmoniscbe  Mittel  zwischen  ihnen  einer  ge> 
'gebeneo  gönnen  Sohl  a  gleich  sei.  Z.  3.  fBr  ersl<X(  giebt  es 
Tierfeebn  Teischiedcne  Anflleongen. 

22.  Zwei  Zahlen  .r,  y  zu  finden,  von  der  Beschaffenheit,  dass 
ihre  Summe  gleich  der  Summe  ihrer  KubHczahlen  sei.*  (Diophao* 

tnslV.  11.)  .....<"  ..^  ^ 

Allg.  Auflos:  ^=^^';^^i;  y= Jl^^'^v 

« 

23.  Zwei  Zahlen  y  zu  finden,  von  der  Beschaffenheit,  duss 
ihr  'Unterschied  •  gleich  .  dem  Unterschied*  ihrer  Knbiknnhlen  sei. 
(Diophnntns  IV.  iS.) 

All     *  fl"  2w -f- 1  Uff— 1 

Allg.  Auflos.     =  — -  v=  nn^n  V 


84.  flUn  soll  seige.n,  dass  nnd  wie  in  drai  nnchstehenden 
lEfcnoftijenten  oder  Bruche  '  •  ' 

m{m     1)  (inH-2)  (m-^n~2)  {m-f-n —  I) 

I  .     »    .     S     . ..  ..(w— 1)       .  n 

TTorin  m  und  n  ^anzc  Zahlen  bezeichneu,  alle  Kactoren  des  Nen- 
ners gegen  die  l'octoren  des  Zählers  sich  heben  und  das  endliche 
Resultat  eine  ganxe  Zahl  werde. 

25.  Zwischen  den  Tangenten  der  Winkel  von  fünf  zu  fUnf 
Groden,  im  ersten  Octjinten  fin^let  folgende  artige  Relation  statt: 

(on5•.tnnlO<>==tnnl5«'.tBn30^tnn%^fan90^tonJei^ton40*.ton45^ 


Die  Prüfung  dieser  Gleichung  geschieht  leicht  vermittelst  der 
Logarithmen;  der  Beweis  iiA  ober  ovs  der  bekannten  Formel 

tan  {u  ±  ß)  z=  i^Jlti  a^'t«^^  führen,  mit  Rücksicht  auf 
tan  60«  =  y/3.  *  .  ^  • 

Anmerkun|(.  Die  Sätze  von  10.  bis  16.  Mud  bewiesen  im 
ersten  Bondis  meiner  Geometrie  (Jena,  Frommann.  1842);  noch  über 
20.  findet  man  eben  daselbst  (S.  ^19)  Auskunft. 


II.  Uebungsaafgaben  für  Schüler.  Von  den  Herrn  Pro* 
feasor  C.  A.  Bretschneider  zu  Gotha. 

Bs  iat  iatCBan  bekaont,  raf  welebe  Weite  teD  n»  den  ein- 
fticheD  goniometriachen' Forneln: 

■itt  (ii-f-^)s8aia' 1^  cos  «-f-s»  (• — I) 

cea  («r«|-^)  =  8eo8  6  eea  0 — toi  («— ^)  , 

die  Somnien  der  nachfolgenden  Reihen 

BIO  a-hsin  (« -|- ^) -h Bin  («-^  2^)H- . . -h  sin  (a-{-n&) 

,  sin  ^»  -f-  1  )/> .  sin  (g  -j-  ^ni) 

—     :  _P_— — 

• 

erhalte»  kftoo.  Sisd  diese  Snmoeo  bekannt,  so  ^iebt  die  Aowen- 
doof^  der  ersten  trigonometrischen  Sätze 'folgend»  Theoreme:  ^ 

,, Beschreibt  mu»  in  einen  Kreis  ein  rcjfularcs  Vieleck  von  » 
„Seiten,  und  zieht  von  eiuem  beliebigen  i'ui^kte  innerhalb  oder 
„ansterbalb  des  KreUea  Sirfthteo  oach  den  Kekpankten  dea  Tiel- 
■„eckes,  nennt  einen  der  beiden  kleinsten  dieser  Strahlen  «S|,  den 
^,nächstfolgend('ti  «r,  und  so  fort  bis  zu  fr„,  so  ist,  wenn  r  den 

Halbmesser  des  Kreises,  d  die  Kntferouug  des  willkührUcben 
jj'unktea  vom  ürlittelpunkte  bezeichnet, 

1)  fiir  ein  gerades  h: 

«.»         +  • .  •^J'm-i*  =  -I-  *.••+•..  H- 

?  .  srlisCr'-l-d») 

d.  h.  die  Snmme  der  Quadrate  der  Strahlen  von  ungeradem  Zeiger 
ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Strahlen  von  geiadem  Zeiger, 
für  ein  ungerades  »;  '    '  '. 

eoa  ("j^  —  «) 


OOS 


.     "       ^  eos  (^-^«) 


cos 
n 


wo  u  den  Bogen  bezeichnet,  welcher  von  der  Geraden  d  und  dem 
Stritlile  <7,  nnf  der  Peripherie  ubgeadmitte»  wird.    Aus  beiden  ^ 
Sätzen  folgt  unmittelbar:  ' '  [^ 

3>  daiis  für  jeden  *  beliebigen  Werfh  von  V»  v 

-I- ^ /7, »  H- ... -f- ^«-1 =  «(r' -f- 

seiji  muss.  Zieht  muu  daher  einen  Halbmesser,  welcher  auf  der- 
Geraden  d  sevkrecbt  steht,  und  verbindet  dessen  Bndpnnkt  mit  dem 
willkührlieben  Mittelpunkte  der  Strahlen  m^m^  o.  s.  vr.  durch  eino 
(■erade        so  ist  das  Quadrat  von       das  aritkmetisebe 
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Mittel  aus  der  Quadratsumme  aller  Strahlen,  welche 
YOQ  dem  festen  P.unkte  aas*  nach  den  Spitzen  eiDes  ein« 
f^esebricbetteii  regnfSrev  Tietvck«!  ▼««  InBliehiger  Sei- 
tenzahl gezogen  werden.  Zugleich  erhellt  auch,  dass  der 
Mittelpunkt  der  Strahlen  nicht  einmal  völlic^  fest  zu  sein  braucht,  . 
sondern  in  jedem  {»eliebigen  Punkte  der  Peripherie  eines 
Kreiset  Itt^eo  keüi»»  der  dem  Hauptkreisoi  conceDtriseh 
mit  dem  Halbmesser  i^  beseiirieben  wordeD  itt. 

Bezeichnet  man  ferner  den  von  den  Strahlen  <7,  und  0,  einge- 
schlossenen  Winkel  durch  (1,  2)  und   nennt  ihn  den  ersten 
Strahlwinkel,  ferner  den  von       und  0,  eingeschlossenen  Winkel 
{ty  3)  den  zweiten  StimblwiDkel  u.  is.  w.  to  ist 
4)  fllr  ein  geredet  ^ 

cot  41, 9)H-«s««  cöe  0, 4)+ . . .  -irftn^mn  cot  («—  1,  i»)= 

=si«(r»  cos  — -Hrf") 

ft)  für  ein  ungerndet  mi 
cee  (1,  2)+er,er« 


(S,  4)^ 

1 


n 


in 


—  2 

«»H«  cot  O!;«  8)+ «4««  CO«  (4*  5)- 

«—  1 


,  cot  (Ü,  1) 
(r»  cot  — ri/ Cosa, 

•  .•-|-««-i<f«  cot         I,  si) 


=  — ^  ^r'  cos  ^      rf")  -H      cos  a; 


d)  für  jedes  beliebige  «  also: 
«,er,  eee  (I,  S)«f-«,«,  cet  <2»  3) 


«(r*  cos  ^"W)y 


wenn        eneb  leicbt  den  nnelogen*  Antdrnek:  ' 
7)  «»er,  :tin  (1,  2)««-«^«,  tin  (2,  3) -f* .  * .  +  «Hfi  tin  («^  1> 


;«r'  sin 


bildet.  Es  zeigen  demnach  die  Produkte  ans  den  Cosinussen'  der 
gerade»  und  ung-eradstelligen  Sirnhiwinkel  in  die  beiden  eio- 
schliesseuden  Strahlen  genau  dieselben  Uclaiionen,  welche  die  Qua» 
drate  der  einaelnen  Stnhlea  selbst  betasten. 

Liegt  der  Ausgangtpunkt  der  Strahlen  in  der  Peripherie  det 
Kreises,  so  wird  dzssjr  und  die  gefitndeoen  Ausdrucke  gehen  in 
folgende  über: 

ftir  ein  gerades  j»  wird: ' 


für  ein  ungerades  n  wird: 


cos  ( — n  —  «)i 


cos  — n 
n 


Digifized  by  Google 


cos  (-i«— o) 

'COS  — n 
n 

•für  jedef  beliebige  «  wird: 

.«UL.  die  Fläche  des  einem  iskreise  eingescliriekeneii- Qua- 
dretes  ist  des  erltli'metfsehe  Mittel  swischen  des  Uns» 
draten  aller  Strahlee,,  welclic   von  eineiB  beliebigeD 

Punkte  der  Peripberie  n«cli  den  Spitzen  irpfond  eines 
beliebigen  eingeschriebenen  regulären  \  ielecks  gezo- 
gen ^rden  können.  Ferner  ist  '  .  ' 

fi|r  ein  gerndes  '       ^  * 


mr*  cos  — ; 


für  ein  an  gerades  mz 


.        1 V  -        ^        «  cos  a 
l)r*  cos  — ~r»  — 

'  ■  -cos  — 

n 

■  /  «v<  "  ****  * 


für  jedes  beliebige  w. 


cos  — 


n 


Für.  den  Fall,  dass  der  Ausgangspunkt  der  Strahlen  in  der  Peripbe- 
«e  des  Kreises  liefft,  findet  man  anch  mit  grosser  Leiehtiglteit: 
fdr  eia  'gerj^des  »: 

' '  '  Jt      '  ' 

C08(— —  i«) 

sin  — 


für  ein  ungerades  is: 


n 

sin  -— 
n. 


cos.^-i»)  • 


für  jcdeü  beliebige  /«: 
.  -i-.«  •-+-««-1  "+-»*  = . 


sin 
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Der  mittelste  dieser  Ausdrücke  ist  als  ein  specieUer  Fall  des 
Aug^it'scben  Theorems  bereits  seit  längerer  Zeit  bekaont.  Lässt 
man  den  Ausgangspunkt  der  Ütrablen  noch  in  eine  Spitxe  des  Viel* 

eckes  rücken,  d.  h.  mucbt  uiau  a  =  0  oder  = — ,  so  bekommt  inan 

9i 

die  scbon.seit  lange  bekannten  Sätze  üher  die  von  eiaea  Pmikto 
auslaufenden  Diagonalen  regulärer  Vielecke.    .  > 

D«M  aick  übrigens  aus  dem  «beo  arwiknCM  specielleo  Falle 
4m  August'sehen  Theorems  dos  letztere  selbst  unmittelbar  ableiten 
lässt,  wird  klar,  so  bald  man  nur  mit  dem  gegebenen  Kreise  con- 
ceatrisch  einen  anderen  Kreis  beschreibt.  In  dem  so  eben  erschie*  . 
BCBMi.  TorlrefBicfaeB  Lekrbuche  der  GeoMitie '  vob  Herrn  Prof. 
Kunze  in  Weimar  ist  das  bier  vorgetragene  Verfahren  gerade 
umgekehrt  worden,  indem  der  Hr.  Verf.  zuerst  einen  sehr  eiotuchen 
Beweis  des  August'scben  Theoremes  aufstellt  und  aus  dem  letzte«  . 
reo  iiU  Jifilfe  dae»  coaMiitrlMhM^KreitM  .'deB  ipeeiellaa  F«il  ab- 
leite, wenn  der  Mittelpalikt  der' Strehlen  in  der  Peripherie  dei 
Bnnplkiei»es  liegt. 


XXVIU. 

i  8  e  e  1 1  e  n. 


Den  sogenannten  unbestimmten  Fall  in  der  ebenen  Trigonor  . 
metrie,  wenn  nämlich  die  Stücke  «r»     A  gegeben'  sind,  trägt  man 
gewöhnlich  auf  folgende  Art  vor.      *  •     .  '  • 

Hnn  Mifehe  xnerst  den  Winkel  -^  nHtelit  der  Forael  .  * 

4  ^  /  *• 

..    »  h  ain  A  ■ 

•in  Ä=Ä — - — »  •»  . 

hierauf  den  Winkel  C  »iittelst  der  Formel  '  /  ' 

9 

■nd  dann  die  Seite  e  ntllelet  eipea  der  beiden  fetgenden  Anadrficke; 

m  sin  C     ^  sin  C        .  .  '  , 

1»  Allgemeinen  hat  B  swei  Werthe,  die  einander  nn  180*  er- 
glbinen,  nnd  dnrch      i^nd  Bf*  heseiehnet  werden  iollen,  so  daai  » 

ist  Auch  woHen  wir  annehmen,  dua 
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Ist  nun  a'^  b,  so  ist  aach  A'^  nnd  folfz^lich  B  jedenfalls 
ein  spitzer  Winkel,  so  dass  also  nur  Bzzzil'  gesettt  werden 
kann,  und  daber  die  Auff^abo  iinr  eine  Anfldsnng  znlässt  Ist 
Uber  a<iby  so  ist  aneb  A-^B,  es  kann  sowohl  B  —  B\  als 
auch  Ji  ^  Ii"  c-osetzt  werden,  und  die  Aufgabe  lüsst  also  in  die- 
sem Falle  im  Aligemeinen  zwei  Auflösuqgen  zu.  Wenn  aas^  ia^^ 
so  ist  auch  Az^iB^  und  daher  ^•unmittelbar  gegeben.  «. 

Dass  diese  Art  des  Vortrags  die  beite  and*  Mafacbste  ist,  ud* 
terlipß^t  keinem  Zweifel.  Für  den  Elementarunterricht  in  der  Tri- 
gonometrie, bei  welchem  es  auf  eine  möglichst  vielseitige  Ucbuug 
der  feichiiler  ankommt,  verdient  aber  bemerkt  zu  werden,  da&a  man 

fan  so  denselben  BeenltaCen  gelangen  kann,  wenn  man  aniMMBl» 
ar  aus  den  o^egebenen  Stücken       b,  A  nicht  den  Winkel  B^ 
sondern  vielmehr  diu  Seite     sucht,  wobei  man  sieb  auf  lalfpBMlft 
Art  zu  verhalten  hat. 
'  Bekanndleb  iat  in  völliger  Allgeatinhail 

cobA^  * 


und  folglich 


e*  —       cos  A 


also  %venn  man  diese  Gleichung  des  zweiten  Grades  in  Bezug  auf 
c  als  unbekannte  Grösse  auflöst,  ' 

(e  —  b  cos  A)*=za*—b*-i-b*  cos  ^'=«»— sin  A*, 

woraus     *  .  .  .  ]  

e  —  b  cos  Ai^dhi^a^ 

also 


b*  sin  A\ 
V«»  — lin  AK 


cs^'cos  A: 

Hienuia  siebt  nan;  dan  e  im  AUgeMoinen  swet  Warthe  hat 
bt  nm  so  ist  offenbar  • 


d«  I. 
and 


V<«»  —    -h  ^» '  C08  urf»  >  ^  eos  X 
\/.m*        sin  A*>'&  cos  A» 

b  cos  A — V^a^ — b^  sin  A^ 


ist  daher  jederzeit  neQ:ntiv,  woraus  sich,  weil  c  seiner  Natur  nach 
positiv  ist,  ergiebt,  duss  man  in  diesem  Falle  nur 

'        '        '  r  

c=:b  cos  o^-f-K«* — b*'  sin  A* 

setzen  kann,  und  daher  die  Aufgabe  nur  eine  Auflösung  zulässt. 
Für  wo  zugleich  A  jedenfalls  ein  spitzer  Winkel  und  da- 

her 6  cos  A  jederzeit  positiv  ist,  ist  dagegen  offenbar' 

l/«»  —     +  b*  cos  A'<Zb  cos  A, 

d.i. 


ud  daher 


l/««  — sra^<  \  cos  A, 
i  cos  .^dbV^«*  — 6«  sin -4», 


msn  mag  das  obere  oder  das  untere  Stichen  nehmen»  eine  poii« 
tire  Grösse.  Also  ist  in  -diesem  Feile 


Digitized  by  Google 


:  ■■ 

Und  die  Aufgabe  XlUa^^  twti  AoflSMMigcB  Ml.  Dan  Ib. äleaen  Falle 

\/a»— lÜB  ji*  immn  fmII  ist,  gellet  leieht,  weil  Mänt- 
>  lick  mmm  ^ 

a  :  6:=sia  A  :  sin  B 

oder  a  sin  Zr  =  ^  sin  also  ^  sio  ^  nie  gröMer  all  a  ist. 
Eör  0=:/l.iat  offenbar  '  ^  i.  • 

C-=.h  cos  A-:^h  cos  y:!,  ,  • 

oad  daher  entweder  £=2^coe^.oder  «=0.  Da  aber,  wenn  von 
etnen  'vriikliebeii  Dreieoke  die  Rad«  ist«  die  AuflSsuDg  cssO  aas.' 

SeschlosiBB  werden  raussj  so  Uaibt  in  diesaa  Falle  bioas  die  eiae 
nflösuDg  <r  =  2^  cos  A, 

Hat  man  c,  so  kennt  man  alle  drei  Seiten  des  Dreiecks,  nnd 
kann  dann  die  Winkel  B  und  C  naek  bekannten  Fameln  ahn»' 
.alle  Zweideutigkeit  berecboeo.' 

Man  könnte  bei  der  Behandlung  des  unbestimmten  Falls  der 
ebenen  TrigoDometrie  auch  von  der  unmittelbaren  Berechnung'  des 
Winkels  C  aus  den  gegebenen  Stücken  A  ausgehen ,  nnd 

wurde  auch  anf  diesem  Wege  gans  zu  densdkea  Resaltataa  wie 
▼.«dber  g^MC««*  lUbaUfk  bekanotlu^ 

^=s«  eas  C-|-  »«äa\i#. 

Nun  ist  aber  auch 

^  a  sin  C 


*•  sin  A  » 
:#iios  cot  A  %\xk  Ci 


Welche  Gleiclmng  bloss  noch  den  unbekannten  Winkel  C  entkjUt.  ^ 
Nach  bekannten  goniometrischen  Formein  ist  "  ^ 

/t_    2tang  ;C  '  _1  -  tang 

1-Htang  1-Htang  ^C»' 

Fuhrt  man  dies  io  die  vorhergehende  Gleichung  ein,  so  ergiebt 
sieh  nach  gehöriger  EedvetiSD  •   '  ^ 


^(1  +taBg  i^)  =  a{l     taug  ^C^)  +  2«  cat  ^  taag  ^e, 


oder 
ader 


(srH-^)  tan£^       — tfir  eat  ^  tang  ^^±=0  —  6, 

.  2a  cot  A  ^  ff— Ä 


Löst  man  diese  jnuadratische  Gleichung  in  Besiehnng  auf  tang 
ab  niihekanBta  Gifiase  auf,  so  erhält  naa 

adir 

(.^_  ,^  g  cos  ^     )  *  ^  g»  —  ^»  sin  ^* 

«in  ^1 

Bad  folglich   

.  ^     »  cos  A±V^a*  —     sin  A* 
.    toog  iCsss  — 


(«^A)  sin  id. 
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Ist  DUO  a^hy  80  ist  offeobttr.  .  . 

l/«*  cm  ^*  +  («*— ■*»  ^*>flr  eot 

'  Va*  —  6*  810  cos 


« 

und  folglicb 


m  cos  ^  — — Ä»  sin  A* 


eine  negative  («rösse.  Daher  kann  man,  weil  tang  ^  C  jederzeit  po- 
sitiv ist,  d«  iC*Bie  grösser  als  90*  isl^  bUss 

,  ^     m  cos                 A».  sia  A* 
 >(^  +  ^)sitt^  

setzen,  nod  es  giebt  in  diesesi  Falle  onr  eioe  Auflösung.  Wendi 
aber  ist,  wo'«  cos  A  ünsier  positiv  ist,  so  ist  oflonbar 


d.  i. 
«yd  die  Grösse 


Ods      +  («»  —      Bio  A*  <  «.  cos  ui, 
V^a*  —  S*  sin  -j<'  < «  cos 


4»  cos  -<l=fc|/"«»  .-A*  sin  ^* 


ist  daher,  man  mag  das  ober«  oder  das  nntere  Zeiöben  nebMCB, 
stets  positiv.  Also  kann. man  '  « 

,„     «  «o>  il±V/««  —     sin  A*  > 

tantr  ,'  6  =  ^ — ^ — r^r^- —   < 

■Otsen,  und  es  giebt  in  dioscm  Falle  jederzeit  zwei  Auflösungen^ 
die'  auch  beide  reell  sind,  weil  bekanntlich  6  sin  Az=a  sin  B, 
tol^licli  &  sin  A  nie  grösser  als  a  ist.    Für  az=.0  ist  uacii  Ueiu 
'Obigen  .  ^ 

^  ^  '  o  cos  AzSiza  cos  ^ 

und  also  entweder 

*  2a  cos  /f  2a  cot  ^ 

...  tang  T«^=(«^_Aj  sin-2=  -^rr 

^  oder  tang  |C=0.  Im  zweiten  Falle  wäre  4C=0,  also  auch 
CsO,  welches,  so  lange  von  einem  wirklichen  Dreiecke  die  Rede 
ist,  nicht  Statt  fiaden  kann.  Daher  iiat  man  fftr  «s?^  bloss  dio 
eine  Auflösung 

tang  j:6=  .  . 

AUo  diese  Resaltate  stisinen  mit  den  schon  oben  gefundenen'  voll« 

kommen  überein. ■ 

Wenn  allerdings  auch  der  erste  und  gewöhnliche  Vortrag  des 

'  unbestip^mten  Falls  der  ebenen  Trigonometrie  bei  Weitem  der  ein- 
faehste  ist,  so  halten  wir  do4^  bei'm  Onierrichte  Betraebtvagen  wie 
die  obigen  für  sehr  in^trocßy  für  die  Schüler,  und  glauben,  dass 
dieselben  dem  Gedeihen  des  matbematiscbeA  Unterricots  überhaupt 

.  forderlich  sind,  welches  der  einzige  Grund  ist,  der  uns  zu  der  filit- 
tbeiloBg  derselben  in  diesem  Orte  bewogen  bat  *  G. 
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Auch  schon  für  den  Elementarunterrtcht  in  der  Algebra  yer« 
dient  der  folgende  Vortrag  der  Lehre  von  der  Elimination  der  un- 
bekannten Grössen  aus  Gleiehungcn  des  erften  Grades  empfohlen 
sn  werden. 

Ks  seiea  4ie  swei  GleicliBBgeii 

ax  -\-byz=.e 

gegeben.  Um  aus  diesen  beiden  Gleichungen  a;  zu  bestimmen, 
kommt  es  darauf  an,  dieselben  mit  swei  Factoren  M  und  JN  zu 
multipliciren,  weiche  so  beschaffen  sind,  dass,  wenn  man  nach  ge- 
schehener MultiplicafioB -die  beiden  Gleichungeo  zu  einander  ad« 
dirt,  der  Coirfkisat  v«Mi  |p  Terschwudet*  Diese  Bediegmf  erfor- 
dert, dass    '        ^  % 


seiy  md  MB  wird  also 

selieB  können.  Tbtet  man  dies  uBd  T«tftbll  Baeb  der  yetber  ge-' 
IpdieaeB  ABdeBtnag^  aa  erUUt  wn 

»  Cb  —  cB  '  . 

Bnd  bttrailfl  dardr  gehörige  VaKaBscbung  der  BnclMebeb 

Hat  aaB  ferBer  die  drei  Glo^iiBgaB' 

ma:-\-by-\-c%~d 

so  koBUBt  es,  um  .r  ZU  bestioliMB,  darauf  an,  diese  GleichungeB 
mit  drei  Factoren  iV,  P  zu  multipliciren ,  welche  so  beschaffen 
sind,  dass,  wenn  man  nach  geschehener  Multiplication  di^  drei 
CrIeiebnBgeB  aa  elBaader  addirt,  die  CoeffidaateB  tob  y  ond  «  ver- 
scbwiBdea.  Diese  Bediaganf  erfordert,  daas 

^  '■         '        ^  '  •  " 

sei»  Briagt  aia»  diepa  CQoidNUigaB  aaf  die  Fem 

II:  '  12 
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«e  Itiit  mao  nacb  dem  Vorhergehenden 

M    —  cß      JV  __  Cß  /iy 

und  kann  ulsu 

setzen.  Dies  vorausgesetzt  ergicbt  sich,  wcpn  man  weiter  nach  ' 
den  vorher  gcgehenen  Andeiitunj^cn  verfährt,  auf  der  Stelle 

 Dijiy  —  cß)  -H  d(Cß  -  By)  -f-  djBc  —  CA) 

— A(iy  —  c/S)  -f-  «(6/3  —  -tfy)     a(ite  —  O)' 

und  Jbieraus  qiittelst  gehöriger  ^  ertauschung  der  Buchstaben  , 

 Djccc  —      +  d(Ay  —  Ca)  -h  dTCg  —  Ac) 

y^A{by-cß)'^a{(U§m-iiY)-^<Bc-Cb) 

und  , 

_  n{aß  -  //rr)   t-  -  //jg)      (f^/y  —  Ba) 

* — ^(Äy  — t^)H-a(t;«  — /fy)-f-«(£fc--CA)' 

Wenn  die  vier  Gleichungen 

«jf + Äy + €»        = « 

CUP  +  ^+ +     =  e 

tu -I- -I- -4- ^  Ä « 

gegeben  sind,  so  muss  man,  um  a:  zu  bestimmen,  vier  Factorea 
/V,  A,  y*,  <^  snclicn ,  welche  so  beschalFen  sind ,  dass ,  wenn  man 
mit  dciiscllteu  die  drei  Gleichungen  mnltiplicirt  und  dann  zu  ein- 
ander addirt,  die  Coefficienteu  von  2,  u  verschwinden.  Diese 
Bedingung  eHEbnlerft,  daw 

sei.   Bringt  man  diese  Gleichungen  auf  die  Form 
80'  erhftit  man  nach  dem  Vorbergelienden 


■  ♦ 
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P  _  ^ß{cD  —  dC)-^  djdB  —  AD)  ~h  ^iM:^  cB)_ 

und  kann  aho 

M  =  ^{dy  —  cd)     ^bö  —  dß)  4-  2)(r/9  — 

N=z  35(  C(f  —      +  (i{Dß  —  n3)  —  ^^), 

aetzeD.  Dann  ist  aber,  wie  sogpleicli  eiVellet^ 

Durch  g^örisfc  Vertausch nno^  der  Kuclistaben  erliäU  man  hieraus 
%,  w,  und  es  erhellt  nun  aiicii  mit  völliger  Deutlichkeit»  wie  nuin 
auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kaou.  , 


lieber  die  Berechnung  der  Tiänga  ond  Breite  eioes 
Gestirnes  aus  seiner  g^eraden  Aufsteigung  und  Ab- 
weichung, und  umgekehrt.  Von  dem  Uerrn  Prufessor 
C.  A.  Bretaehnaidar  an  Gotha. 

Die  in  der  Ceberscbrift  erwähnte  Aufgabe  findet  sich  in  allen 
Lehrbüchern  der  Astronomie  behandelt,  so  dass  man  sie  für  völlig 
erschöpft  halten  sollte.  Gleichwohl  scheint  die  nachfolgende  Be- 
narkwig  den  Verfaasera  ' jener  Schriften  sSamtlidi  *  entgangen  ra 
nein;  wenigstens  habe  ich  sie  in  den  mir  lugängliehan  aatronomi- 
aehen  Werken  nicht  gefunden. 

Sind  nämlich  die  gerade  Aufsteigung  a  und  die  Abweichung  6 
^ea  Geatiriies  gegeben,  ao  fiadet  nuin  fibarall  angegeben,  wie  ma 
ans  ihnen  die  Länge  X  und  Breite  ß  daa  Stamaa  mittaiat  fiinaa 
Hulfswinkeis  berechnen  kann,  und  eben  so  wird  angegeben,  wie 
man  aus  X  und  ß  ebenfalls  durch  einen  üülfiiwinkel  a  und  J  zu 
bandnicfn  hnhe.  Niamand  Jiber  aeheint  benrarkt  an  haben ,  dass 
aidi  beide  Aii%aben  mittaiat  eioes  und  desselben  Uülfswinkels 
losen  lassen.  Nennt  man  liäadiah  die  Schiefe  der  Ecliptik.a  and 
den  Hüifswinkel  %  so  ist 

sin  ß       cos  (9+«)    '  ' 


■sm 


cos  7 


tang  A  sin 

tang  «  ^     sin  9  ' 
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uud  der  Wiokel  9>  wird  durcli  ein«  der  beiden  Gleichongeii: 

fang  9  =:  cot  ^  sin  a  >  ^  •  , 

tmg  (9»4-t)s6*t  ß  Bin  X 

bestimmt.  Es  ist  9  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  a  kleiner  oder 
grösser  als  ISO"  ist,  und  cbeo  so  ist  (9)  +  ^)  positiv  oder  negativ, 
je  uacbHem  k  kleiner  oder  grösser  als  18U°  ist;  sonst  liegen  immer 
o  nnd     ferner  und  ß  nnd  eidlidi  A  tu4  m  u  wnielben 

ftimdranteo. 

Bei  der  Reduktion  von  «  und  S  von  einer  bestimmten  Epoche 
auf  eine  nicht  sehr  fer^  liegende,  z*  B.  ^bei  der  Reduktion  vom  An- 
'fiiiic  eines  Jnbrw  -aiif  kgen«!  einen  anderen  Tag  deawiben  kominen 
beide  Aufgaben  nnmittelbar  nach  einander  zur  LSanng,  Da  sich 
bier  9  meistens  nur  um  einige  Sccunden  ändert,  so  wird  die  Rech- 
nung lehr  leicht  auszufübren  sein,  wenn  man  sich  die  Aenderun- 

Sen,  welehe  logeoa  (jp«!-«) — Ugc«s  tp  und  log  sin  ((/  +{)— log  sin  9 
ir  1"  Aenderung  des  Weflhei  von  (f  und  e  erleiden,  am  Rande 
bemerkt.  Hat  man  dann  aus  a  und  d  zuerst  X  und  ß  berechnet, 
und  bezeichnet  nun  die  durch  Fräccssion,  Notation  etc.  vcrhcsser- 


Itn  Warthe  derselben  mit  X' 


cos  (y. 


log 


ß'y  so  wird  aan  die  Complemente  von 

^  u«  log  •^t+'i 


coa  9  ö     am  9 

■ittelit  der  angemerkten  Aenderung  nnr  dareb  eine.  Ueiie  Correk- 
tion  sn  verbessern  braneben,  um  mitteilt  ihrer  die  neuen  Warthe 
von  tt  und  $  an  er|ialten. 
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lieber  die  Behandlungsarten  geometrischer  Ele- 
mentar-Aufgaben. 

'    .      Tob  M  ' 
Herrn  Professor  Dr.  Menaing 


(Di«  Gittt«  'b<sielM&  »ich  auf  Euclld's  Elemente.   Ein  C  4«vor,  bndenfat,: 
<^        ConvwM  des  citirten  SoUm.) 

In  verscbiedeuea  ZeitBcbrifteo  werden  über  den  Batbenatischen 
Unterriebt  bftufig  BedenkeD  'crboben.  Einige  eifern  Aber  die  dar» 

auf  verwendete  Zeit,  Andere  tadeln  die  bei  demselben  angewendete 
Methode.  Die  meisten  vermissen  das  üebersichtliche  in  derselben 
und  möcbten  nur  das  Allgemeine,  damit  durch  gesteiserte  geistige 
Energie' du  Besendere  gleicbiaii  tob  eelbit  ergebis.  Tieleniit 
dagegen  die  UnterricBtsweise  noch  nicht  elementar  geQBg.' 

Solche  Bedenken  kommen  zwar  von  sehr  verschiedenen  Seiten, 
entspringen  unter  sehr  verschiedeneu  Graden  mathematischer  Bii- 
doDg,  baben  sur  Tbell  ibr^n  Ursprung  in  dem  Geitte  der 
ranguMtigeB,  end  wobl  aber  weniger  von  gereifter  Erfahrung 
elng^egeben;  dennoch  möchte  man  sie  als  ein  erfreuliches  Zeichen 
des  Interesse  an  der  bache  betrachten,  welches  freiHob^  Bieist 
dareb  Mimera^adaiBse  Yerleitet^  teio  eigentlicbes  Ziel  verfebtt 

Ich  sollte  nun  laeinen^  wer  sich  streng  an  Ruklid's  unverbes- 
serliche Methode  und  an  dasjenig'e  hält  was  eine  lautere  Quelle  in 
ihm  hat,  könne  nicht  wohl  einen  FehlgriH  thun.    Diese  Methode 
wird  aber,  wie  mir  i^eini;  seit  längerer  Zeit  nicht  eifrig  genug  . 
verfolgt.   Seihst  in  amneben  Werken,  deren  Verfaiaer  derselben  im 
Allgemeinen  huldigen,  wird  der  Gegenstand  einer  geometrischen 
Betrachtung  oft  so  verunstaltet,  dass  man  sein  Wesen  nur  mühsam  \ 
berausfindet.    Namentlich  eracbdat  die  geometrische  Analyse  bis-  1 
weilen  in  solch  einer  seltsamen  Gestalt,^  dasslMui  glaubea  möchte, 
der  Darstellende  habe  gar  keinen  Begriff  davon.    Denkt  man  sich 
nun,  dass  Bücher  mit  solchen  Entwicklungen   in  die  Hände  von 
Schülern  kommen,  deren.  VoratelluBgen  berichtigt,  deren  Auffassun- 
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gen  cur  Reife  gebracht  werden  sollen,  so  wäre  es  zu  verwaadwn 
wenn  sie  Lust  am  Gej^eutaDde  bebielten»  aofem  dieie  bereite  rege 

gewurden  ist. 

■  -  So  babcn  wir  eine  deutsche  Bearbeitung  von  Leslie^s  geome- 
triicber  Analysis^  die  1822  in  Berlin  erschien.  Dfs  Original  ist 
mir  nicht  zur  Hand,  ich  kann  deshalb  auch  über  dessen  Werth 
nicht  urthoil(^D;  sidierlich  hat  aher  der  üchersetzer  zur  Verhesse- 
'  ruDg  des  Buches  in  seinen  Haupttheilen  nicht  beigetragen :  denn 
die  Analytev,  die  darin  vorkommen,  siod  gar  nicht  als  solche  zn 
'  erkennen.  Manche  Aufgabe,  die  sirli  dort  findet,  würde  aber  für 
den  Schüler  sehr  bildend  sein ,  wenn  jener  wesentliche  Theil  nicht 
so  gänzlich  vernachlässigt  wlure.  . 

Dm  diese  Behauptnog  zu* belegen'  wühle  ich  «be  Anfinbe  die  . 
'.sieb  doKt  (Sek«  21.  ANis«)mif):&tfa^<'.fii4  !19mi  4lHdEe  mv^ 

Euklid's  strenger  Weise. 

Aufsahe,  Auf  <^i4i«r'4l'eT'CHr6«se  4i»ch  gegebenen  Ge- 
raden einen  Punkt  so  an  bestiamen/  dass  daa  ^nadrftt 
über  seiner  Entfernung  von  »dem  einen  Ende  ao' groaa 

werde  als  das  Rechteck  zwischen  der  Entfernung  vom  • 
andern  Ende  U4id>^e^i-n-er  zweiten,  der  Grösse  nach  gege- 
benen Geraden. 

Sei  (Taf.lII.Fig.9.bei'ni  zweiten  Hefte) ^i?  die  erste  Gerade,  AC 
dfe  zweite;  man  sucot  einen  Punkt      so  ^m%AD'^-=.DB.ACviViA»*  ■ 

].  Fall.  Der  ^esncbte  Punl^t  sei  zwischen  A  und  B. 

Analyse.  Sei  ^17  ancb  der  Lage  nach  gegeben.  Verlängern 
Jiimrtbe  nach  C .  . .  (Post.  II.)  .  , .  Alache  der  zweiten  («era« 
den  gleich  .  . .  (I;  3;)  . .  Der  Funkt  D  erfülle  die  geforderte  Bedin- 
gung, so  dass  ......  AD"*  =.DB  .  AC  werde. 

Dann  iat  (C.  II.  3.)  DA .  A€-\^  AD*  =  CD .  DA.  folglich 

j(A^.  II.) .....  CD .  DA=:^A^..  AC^MB  ^A<^ 

'J^dUre^in  £..(1.10)...  soist 

i'^^.wll^ 

(Az.  I:  Jlt^.  V . .  ^ifiM-  {dBJ^  « . .  (C  4l,^li 

Maehey^JP8ej)kre.c)itauf  ^^.,(1.  II).,  uod  CA;AF=;^Ji(4ßp. 

,^\i)...e:D^z=ABS^r;{'AF^.    Ziehe  J^Vlaüi  1^ 

;  so  ist  . . .  FE*  —  AE*  ^  AF* ...  (I.  47.) 

.  ^Ijtlil^h  MD*=iFE^ . . .  ( Ax  l.)  also  DE=^EF. .  .(1.4». Zus. j. 

Co.D8,(rn€4ioil«   Ssuche  die  mittlere  Proportionale  zu  CA  und 
y4B  (VI.  1,3);  halbire  AC  (I.  10)  und  hpschreibe  aus  E  als  Cen-  - 
.tr,ttm  mit  .4«r  Entternung  ,EF  einen  UalbKreis  >  so  ist  .der  JDuoßb- 

afshnitt  il99«e)bwatniit^ier«der  gesnebte  TPMt  lO. 

Determination.   Ein  Dvrebschaitt  fallt  zwieclian  .4 -Md  •i7> 


\ 
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war»  ■•  .  •  .... 

Bi  Ist  pJS±^'JSr^. p .  ^ . .  «tBo         ~  ^r/^ . . .  (,.  46.  Zus.) 
U^{U.f4  CD .  I^A^JB» «^F»  ....  (1. 47.  und  nach  Ax,m.) 
•       -  ^CB,ßAt^BA.AC...,{^,  c.  «Dd  VI.  17.)  * 
3.)  J^A .  4C^  JD-  =  (Ä/?  4-  . .  (c.  II,  ; 

'  *r'  «•  was  bebaoptet  wll^(^e.  '  .  ' 

Ä>#    IV*  1*  fl?"  gesuchte  l^uqkt  sai,  aaf  der  Verl  ändern  oir  von 

des  iii;eises  mit  als  Radius  die  Verläigerim«  yv^  AC  fn^tu 
Es  ist  jedoch  zu  bemerken:  wird  dieser  zwei^  Ankt  «if  IT^ 
««^net,  so  ist  nE=En'  und  AE=EC  -«^.»^ 

auch /^.^ata/^'C,  mithin  AD^DE^EA  ^ 

•  AJ^=zDEj^EA 

,  Ein  gleiches  Resultat,  wenn  auch  eine  andii«  CmiiCriMÜiM 
gicbt  die  ....  Algebraiache^Bohandluntr  «^■»«»•■V 

^+^:=t/(^-f.a)'-«^.   Bieawei  Wwiiete  «ind  also 

und  ,— 4/s±t  Ä+w^{*+;g»^pr . . 

Das  MiBBs  vor  ^'  bezieht  sich  nnr  «air      t««e  <W  üiii»  Hia 

der  ven  a'  entgegen j^esetzt  ist.  " 

Es  wird  Macht  man  diefea  Dnrch«ed«# 


4  ' 


Es  gehört  mm  :ite%^  >■  dcta^n  vom  bestioiMieii  S^h^i»^ 
Ich  habe  n.cl»t  nachgesehen,  ob  Weaierweg,  dw^SSt«« 
derer  trefflicher  Schüler,  der  leider  der  WissenschSt  iTfrS^JiS^ 
wurde,  sie  lu  seineo  beJtaanten  Werken  bebandelt  h«f  IFTJT 

A«a«»^  etae  lf„.«b^,.„,.  wird,  die  di/Z'JlJ^'Sr «j^J 
Ueber  den  id^iTM  Wertk  krite.MXto  U,?'riÄte 
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't4>ii,  weil  «as  ne  ans  verscbiedeoan  Genebtepunkten ,  £älr  derep 
.  Wichtigkeit  wir  kein  rechtes  Maaaa  liaben,  betrachten  kann. 

Ein  Natbematiker  kann  über  den  Werth  algebraischer  Metho- 
deo  Dicht  zweifelhaft  sein;  wer  aber  eioe  lange  Reihe  von  Jahren 
uaterrlditet  hat,  weiaa  snrerllssig,  daas  in.  der  rein  geoat^triaclieii 
Methode,  wenn  sie  mit  äusserster  CoDseqaenz  durcligeführt  wird, 
eine  bildende  Kraft  liegt,  die  diircli  Nichts  ersetzt  werden  kann. 

Wer  die  Geschichte  der  tCntwickeluog  des  Geistes  nicht  vieU  ,' 
ißiSk  darehlelvt  kat,  wM-freiliel  nieht  reeht  begreifen,  wie  der  gfeiat> 
reiche  J.J.  Reoaseau  daa  ttaadhabeD  der  Sjiaboije,  wie  Descartea 
es  gelehrt,  für  eine  Art  von  unheimlicher  Hexerei  gehalten,  oder 
wie,  von  der  andern  Seite,  der  grosse  Newton  es  bedauert,  dass 
er  den  Eiuklid  zu  früh  TerlaMen  habe.  Die  Symbolik  der  Algebra 
ist  die  poetische  Seite  der  Matiieniatik.  So  wie  Rythmus  und  Keim 
einen  einfachen  Gedanken  zerspalten  und  alle  Splitter  desselben 
mit  der  Zeuguugskraft  der  Phantasie  wieder  zu  neuen,  harmonisch 
sich  ordnenden  Gedanken  beleben,  so  beinahe  verfährt  auch  diu 
Algebra,  indem  aie  im  Labyrinthe  der  Synbolik  die  Syanetrie  cur 
Pfibrerin  wählt. 

Wie  nun  jeder  Mensch  die  Prosa  hegreift,  so  lernt  auch  jeder 
die  Geometrie,  die  von  äusserer  AnBchuuunff-  ausgeht.  Die  Algebra 
dagegen,  die  eine  innere  Anacbaunng  gleich  za  Anfang  in  Anspruch 
nimmt,  kann  nur  in  dem  erweckt  werden,  in  welchem  sie  acbläft, 
ijtnn  das  Kunstelement  ist  ursprünglicli  mit  ihr  vidtwa^M') 

Daher  ist  es  sehr  be^^reiflich,  wenn  der  würdig(&IK^*  Fischer 
davnber  kla||ft,  daaa  •  ea  ihm  nie  gelungen  wär«,  den  binomiaehen 
Lehrsatz  seinen  Schülern  deutlieb  na  nuiehea.  Jeder  aüfiriebtign 
Lehrer  wird  ihm  das  nachsprechen  müssen. 

Woher  kommt  das?  daher  dass  der  Schüler  zur  Auffassung  des 
Beweises  niebt  hinlänjglich  vorbereitet  sein  kann.- 

Er  muss  den  Euklid  zu  früh  verlassen,  weil  ein  zu  roannich- 
faltiges  Allerlei  in  der  Maturitätsprüfunff  von  ihm  verlangt  wird. 
Junge  Lehrer  zumal  können  vor  lauter  Ungeduld  nicht  früh  ffeou^ 
snr  Algebra  kommen,  und  .verfallen  (iann  in  den  Pebler,  in  waehea  * 
der  sonst  so  verdiente  Littrow  sich  binein^elebt  hatte,  indem  er 
behauptete,  dass  die  Analysis  ein  Universal  Instrument  sei,  womit  , 
sieh  alle  Operationen  vornehmen  liessen,  mit  dessen  Handhabung 
Man  sich  also  sehr  früh  vertraut  machen  mfisse.    Es  mag  sehr  ' 
aehwer.  an  entaeheiden  sein,  wann  derjenige,  der  sich  der  Mathe- 
matik vorzugsweise  widmen  will,  vom  Euklid  sich  abwenden  soll;  e||^ 
thut  er  es  aber  zu  früh,  so  wird  er  dadurch  noch  kein  Newton,  ob- 
gleich er  ohne  Euklid  Bedeutendes  leisten  kann,  wie  die  Franzob. 
sen  beweinen,  nbw  er  wird  Mibe  haben  sieb  nilgemein  verstindT  ^ 
lieh  zu  machen,  und  manches  in  trügerischer  Intuition  für  wahr 
halten,  vvuvon  oft  nur  ein  Tbeil  wahr  ist.  und  nicht  selten  beson- 
dere Fälle  für  allgemeine  nehmen.    Wäre  diese  Behauptung  nicht 
gegründet,  ao  müaaten  wir  für  die  Elesiente  der  Algebta  ein  &bn* 
liebes  Werk  haben,  wie  für  die  Elemente  der  Geometrie.  Davon 
sind  wir  aber,  aller  EinbUdongen  anncbea  ScbsiftiCellen  mgeaeb- 
tet,  sehr  weit  entfernt. 
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üeber  die  Theorie  der  EUminationr« 

dem  Herausgeber.' 


Zweite  AbiiandliLog*). 

f  1. 

In  deo  iMemuiren  <ler  Berliner  Akademie  der  WissenschafteD 
TOB  Jabre  1748  M  Rvler  cioe  KlimiiatieiiMMthode  gelehrt,  wel- 
che sich  vor  allen  übrig^en  bekannteD  Eliminationsmetlioden  durch 
Kurze  und  Einfacliheit  g^aoz  besooders  ausgezeichnet.  Diese  Eli« 
miDaiionsmelhode,  bei  welclier  von  der  Theorie  der  sjmmetrischeB 
PaaetioBeB  eia  aehr  wicbtiffer  udiI  fraeatbarer  Gebraneh  gemalt 
wird,  woUea  wir  vörsilglich  nach  der  schönen  und  ffrUadlichen 
Darstellung,  welche  Deuerlichst  Caucby  in  seinen  Exercices 
d'Analyse  et  de  Phj^siaue  math^matiaue.  T.  1.  p.  397  von 
denelbeu  gegeben  bat,  in  .«(er  vorliegenden  Anhaadlnng  eniwiekeln. 

§.2. 

.  Die  beiden  gegebenen  Gleichuagan 


•  •  • 


oder,  wenn  wir  der  KIme  wegen 

JfXop)  ^OBf^vl  < 


denn  dasa  auf  diese  Form,  wo  nämlich  die  Coefficienten  der  höch- 
aten  Glieder  die  Biabeit  ^nd,  die  beiden  gegebenen  Gleiebnngen 
jedeneit  geHtaebt  werden  kttnnen,  ftlU  auf  der  Sttfle  in  die 

Augen. 

Die  m  Wuneln  der  ersten  Gleieh«ngy(a;)=5  0  seien 

» •      A  y»  ^>  •  •  •  'j 

nnd  eben  so  aeien  die  m  Wnneln  der  aweiten  Gl^iebnng  J\x)=^ 


*)  Die  erste  Abhuidhuig  ■•  m.  Tbett  IL  Heft  I.  &  76. 
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s 

t 

90  itM  HiaUdi 

ist  ' 
.  Solln*,  m  ^  M^pn  ffigebfiieii  6|cidiipig»ii 

tvumMi  exiftiren  kSimeii,  4.  b.  foHen  tMk  diettlben  darcli  nn 
und  denselben  Werth  von  ap  ttßSüw  law^b;  lo  miiis  nothwendig 
weBigiteiu  eise  der  Gleichiiiig«B  -  ^ 

0=«,  asX,  as|*,  a=y, .  •  •  •>  ' 
ßs=n,  ßszK  ß=fh  ß^i^f.'^'f 
f=s«»  ^'ssO,  ^=|i,  7"=^...., 

-  W. 

oder,  was  dasselbe  ist,  wenigstens  eine  der  Gleichungen 
a  —  X  =  ü,  u  —  X  =  0,  a  —  0,  a  —  y  =  (X,. .  , , 
/?  —  x  =  0,  /?  — X  =  0,  /S  — |U.  =  0,  /J~i/  =  0,  ; 

n.  p.  w.  *. "  ' 

erfüllt  sein,  und  die  Bediegiiiigsgleidiniig,  dasi  die  beiden  Glei- 
chungen , 

umMUMB  «»t^refr  kippen»  is^  daher,  Min  wir  .der  Kftne  wegea 
2ss  (0—%)  («—|i>(a:-ir).^.: 

xO'-»)(y-Ä)  -♦').... 
X  ............  . 

■etieu,  offenbar  die  «Gleichung 

Pie  Gleichung,  welche  man  d|ir({b  GUipigia^iiM  i^^^.jp^w  d«» 
beiden  gegebenen  Gleichungen 

•  erhält,  ist  aber  augenscheinlich  weiter  nichts  als  die  Bedingun^s- 
g|«ieb<i^i  daf»  di«  beiden-  YPiSi^l^deA  Gli^icbung 
«ziitireii  oder  dordi  denadbea  Wertn  tob  jc  etfilltt  werden  kSn* 
iieBi  wonna  i^ch  also  auultelbar  ergiebt»  daw  die  Claiehang 
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raraltlrenden  Gleicbmig  zusammenfaileii^  odef^  iileMliwb)  seia  mint;.' 

Dies  ist  das  allgemoine  Princip,  auf -welchem  die  in  §.  1.  er- 
wähnte schöne  nnd^  meric^vürdige  Euler^be  Elimimitionsiiietliode 
beruhet,  iodem  es  hei  dieser  Methode  einzig  und  allein  auf  die 
Bildiuigi  der^  Glciciiuiig  .  •  - 

aus  den  Coefficienten  der  beidien  gegebenen  Gleichungen 

•      /•(:r)ä=0,F{ir)=±:a         •  ' 

ank^mmty  wotiir  also  j^tzt .  n>öp;lichst  einftche  und  leicht  anwend- 
Iwre  Regeln,  gegeben  werden  müssen. 

IKe  Ainhl%iBr  CHi^n«     '  •«  ; 

j'— «»  r—^  y— /*>  y  — ^ — i 

•dl — 1,  d — ^/tt,_d~v,  . . . .; 

U.  8.  W. 

.  ist  oflfenbar  «u»,  und  nach  einem  beJcannten  Satze  von  den  Gieip 
chungen  ist  alio  die  GrSnv 

das  letzte  Glied  der  Gleichung  des  (»»^lenirGM^est  dtie»  Wurzeln 
die  obigen  DUbrensen  sind,  so  dua  es  also,,  mm  die  GrSue  ^  ans 
den  Coefficienten  der  toid«n'6M^Mg«ii' 

stt  bilden ,  bloss  anf  die  Bildung'  d^  letzten  Gliedes  der  in  Rede 
stebenden  GleicbnoD'  des»  (iSHf)teniOnideii-«ii<>deB'4kMiftnenian  de* 
beiden  geg9bnne»'61eiehnngea 

,  ankommt. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen,  indem  f  eine  positive  ganze 
Zahl  hezeicbnet, 

und  '    ■  ' 

.  (aw«)i4.(ct— A)^(a  —  lt*)4*f, 1')»-»-. 

/  -t-  ,  :  .  .  .5 
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so  ist,  wie  leicht  inittelst  EntwickeloDg  nach  d«m  biBoniichMi 
LeluMtse  für  pomtive  ganse  Exponenten  findet, 

Sita  («^-»-/J»-l-y'+...).i» 

n.  ••  w. 

.  Y(«-f-/J-4-y  +  . . .)  (x^iH-X-l^ft^iH-  .'. .) 
und  folglieh,  weil  '  ,  • 

#o  y* + ~ 

iS;  =:  »•  4- -4- i»» -I- 1^  + . . .  =  * 


....  H^(— 1)^* .  T       (-  •  'o^'  • 

Die  GrätMn 

rss  §•  md  0o  =  * 

sind  bekannt 

Zur  BUdoDg  der  Grössen 

*Ji    *1>    '4»    *t»  •  •  •  .  .  .  ' 

ans  .den  Goefficienten  vder  Gleichung  '     '       .     '         '  <> 

hat  man  nach  den  Formeln  des  aus  der  Theorie  der  Glcichttagen 
liekannten  Mewton'schen  Satzes  die  folgenden  Gleichungen: 

0  =  #, 4M, -I- Sc, 

0  SS  #4 -I- 4M, -I- Ä«,  4- -fr- 

H.  S.  W.  - 

•      0  =  *« -h 1  +  ^'»1-2 -H  c*«-^  +  . .  .  -1- +  «9^,  _ 

0s=*l+4«4-4MjiH-Ä*«-l-i-<?#«-»+  .  .  .  -t-/'*a 

0  SS  Ji»««+ MbK« -4- C»M-1  +  •  •  .  4*  |>«a  ^'s» 

V.  f»  w.  ■ 

oder'  •  '  ' 
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•    *,=s  — :  . 

u.  s.  w.  • 

=         «*M— 1    2  —  1  —  ...  —  p^i  —  «^7, 

*«t4-l==  —         —  ^'n— 1  —  CXfl,— 2 — ...  — — ^#1, 
#»+2  =  —  aSm+i  —  ^jai  —  —  ...  — —  y*»,  •  * 

n.  i.  w.  '      '  • 
and  eben  m  bat  aui  nr  BiUnog^  der  Critasen 

Ä,,  ifi^ji,  Äg,  Ä^4,  ÄTg, 
au  den  Cofiffidenten  d^r,  Gleichung 

.^.fo^tfden  Gleichungen: 

0 = ^, -i- .:/Är,   2i5P,  ; 

,  .   •  lu  a.:  w.  .  * 

'  ■    ■  ■  a.  8.  w.      ■    '  « 
oder  ,  ^.  » 

ÄT,  = ^i»,  —  ÄiSr,  —  3r, 

»  U.  8.  W. 

^  V.  a.  . 

wotaiia  aoglaieb  erhellet,  daaa 

*oi  *!>  *a>  '»>  '4j   
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iaafer  ganse  ratisiiale  «Igebniidie  FiUM^Ma  wn 

«r,  Ä,  e,  di , ,  ^} 

vnd  elMB  so 

Äq,  ä*,,  Ä,,  ä,,  »V^,  .... 
lauter  gauze  rationale  algebraische  FuDctiuiien  vou  * 

Hat  man  au£  diese  Weise 

und 

Sf,f    Syy.    Ä,,  .    .    .    Si  , 

respective  ani  den  Coefficienle»,  der  Gleichangen 

, /(d?)=:0  nnd /l^)s:iO 

gebildet,  so  kann  man  mittelat  des  oben  für  2{  gefundenen  Aus- 
drnck«  auch  diese  Grösse  aus  den  CoefKicicnteD  der  beiden  in  Rede 
stehenden  gegebenen  Gleichungen  bilden,  woraus  zugleich  mit  völ- 
liger DentlienkeU  erhellet,  den  anch  ^  jfdeABcifr  eine  gnnse  re- 
tionale  algebraiiclie  Fnnctien  der  Goefficienten  der  beiden  CMei- 
ehnngen 

ut 

Bezeichnen  wir  jetst  die- Glelcftang  dea  (flw»)ten  Grades,  de« 
ren  Wnnnlr 

»— «#)r— i^rr— «r-.-;  . 

V.  8.  W. 

sind,  im  Allgemeinen  durch  "* 

wo  die  Coef&cienten  .V 

unbekonnte  Grössen  sind;  so-  bat  man  nach  dem  Newton'ocheii 
Satze  bekanntKch  die  folgenden  Gieicbnog^ea^  .      .  ■ 

•«•■kW.* 

oder 


« 
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■ittolst  weldier  lieb  also  4ie  GooffitoieiifeeB  <  -  ' '  * 

«;  »,  iJ,  ü), . . .  ^,  O 

•VI  dea  Snouieii 

■V     V     V     V  V 

"^s?  ^mn 

bilden  laasMi^  uod  woraus  zugleich  erfaeUet,  dass  >  *  - 

■  a,  35,     5), . . .  fj,  0 

lauter  gunze  ratiosale  algebraische  Fnnctionetr  der  in  Rede  stehen-  ^ 
den  Sunineii  sind*    Da  man  nun  aber  M.ck  dem  Obigen  die 

V  V       V  V 
^a»  •*'4»  •  •  • 

aus  den  CpefficieDten  der  Gleichungen 
bilden  kann,  wobei  zugleich  aus  dem  Obigen  bekannt  ist,  d 

V  V       V       V  V 
•  ^J>   **4>  •  •  • 

langer  ganze  rationale  algebraische  Functionen  der  Coefficieuten 
der  beiden  in  Rede  steb^Qc^p  Gleiebongen  sind;  so  kann  man  auch, 
dici  0»e|^ji^iil«B   \  '  .  ^ 

aus  den  Coefficieuten  der  beiden  Gleichungen       '   '  *'  ' 

UldeB»imd 

sind  Imiter  ganze  rationale  algebraische  Functionen  der  Coefücien- 
ten  der  beim  Sn  Red«  tftebMden  OlildrtngeB« 
Nach  des  Obigen  ist  nim  ;  ^ 

oder  *       •      •  "  ' 

iUso  kann  man  uach  den  aus  dem  Vorhergehenden  sich  unmittelbar 
ergebenden  Regeln  auch  die  Grösse  2,  folglich  auch  die  durch  die 
^  «Di  den  bilden  gegebenen  Qeichangen 


resultirende  Gleichung  ^r=0  ans  den  CoefBdenten  dieser  beiden 
61eidiungen  lttdfl%  tt«  nnfliepdk  iafr  Uwe,  dm»  dte  CMme — 


Digitized  by  Google 


Sft2  - 

eine  ganze  rationnle  algebraaacho  Fanction  «ler  io  BmI«  atehrailett 

Coefficienteo  ist.  ^ 

Die  Gleichung  2=0  kann  aber  rach'  noch  auf  folgende  Art 
an  den  CoefficieBtea  der  beiden  gegebenen  Gleichnngen 

gebildet  werden.  Es  ist  offenbar 


2= (-  ly-n/ix)  AX)  fi/i)  /(.)....; 
also,  weuD  wir  die  erste  dieser  beiden  GleicbuDgen  gebrauchen, 
S=    (a« -4- ^«»-1 -4-  /ra«-2 -I-  .  . .  Q) 

.  .  x(/S«-*--//?"-i-h/?/S«-2-h...-H^-HÖ) 

X  (r  + -^z*^^ + ^y*^' ^  +  ö) 
.   X  ..............  . 

Da  nun  das  Product  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits. 
Zeichens  oifenbar  eine  syametriscbe  Function  der  Wuneln  der 
Gleichung  .4 

ist;  SO  reducirt  sich  augenscheinlich  die  Bildung  der  6r5ne  S  auf 
die  Auflösung  der  schon  vielfach  heliundcltcu  Aufgabe: 

Jede  symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  durch  die  Cocfficieoten  dieser  Gleichung 
auszudrücken,  ohne  die  Wurzeln  iielbst  zu  kennen. 

Nach  desi  sweiten  der  beiden  oben  angegebenen  Ansdrtfcke 
von  ^  ist  *  " 

X(i*» -i- iw^i  +  . . .  H^IPi'+fl 

X  .   . 

wo  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleicbhettaseicbens  eine 
sjMdietrisebe  Function  der  Wunteln  der  Gleichung 

ist,  und  also  nach  der  in  Rede  ^stehenden  Anfg^iR  ancb  durdi  die 
Coefßcienten  dieser  Gleichung  ansgedrfi(Bkt  Weraen  kann,  obne  die 
Wurzeln  selbst  zu  kennen. 

Mittelst  djßs  Vorhergehenden  lässt  sich  auch  leicht  der  Grad 
beurtbeflen,  bis  lu  weldrasi  die  gnuse  rationale  algebraische  Func- 
tion   der  GoefBcienten 
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*  dtor  beiden  Gleichnngeii 

'  welche  in  Beiug  auf  respectire  tob  Mtei|..and  fon  CSfid« 
sind,  in  Bezu^  nut*  jeden  der  io  Rede  stolieDden  CoefficientW'eCeigt. 
Nach  dem  Obigen  ist  nämlicli 

X  (^+^^1  +  ^«^+ . . . +  iV+ 0) 

X  .  :  .  .  .  ... 

und  wdl  inin  die  m  Wnnehi  • 

■     '          Oy  /,     Sf    .    .   .  . 

der  Gleichung-  /{a;)  =  0  uatürlich  bloss  von  deu  Coeflficien^n  die« 
8fr  C9ei«buDg,  d.  L  von 

Oy  l,  c, . . .  p, 

.  abhängen,  so  iit  2  in  Bezug  auf  jeden  der  Coefiicieotea 

ßy       Oy    ,    ,    ,    JPy  Q 

oflfenbar  vom  Mten  Gradow  Ganz  eben  so  ergiebt  sich  ans  der 
Gleichung  ^ 

.2=  (— 1)««  (x" ~H  «x»»-! -4- +  .  .  . +;7X  +  7) 
X         «I**-* -4- ^Ki»-* -I- .  ^ .  + + ^) . 

•  .X!  

daaa  2  in  Benug  auf  jeden  der  Coeflieieiilen  j ' 

^  9  . 

vom  itten  Grade  ist;  • 

f .  D. 

Im  vorigen  Paragraphen  haben.  Wir  daa  EliminatioDiproUeai 

auf  die  Aufgabe: 

Jede  symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer 
Glelebnng  dnreb  die  Co^fficieutea  der  Gleichung  aus- 
•  andrücken,  ohne  die  Wurzeln  selbst  zu  kennen; 
reducirt,  und  wollen  daher  hier  die  schöne  von  Cauchv  in  seinen 
£xercices  de  Alath^matiques.  4<  ann^e.  p.  103  gegebene 
AuflSanng  dieses  ProbkHns,  welebe  niebt  so  allgemein,  int  sie  ee 
ferdient^' bekannt  zu  sein  scheint,  einschalten. 

Diese  Auflösung  beruhet  vorzüglich  auf  den  beiden  in  den 
iwei  folgenden  Paragraphen  bewiesenen  Lehrsätzen.  ^ 

^  ^*  - 
jLeArs0€M,  Wenn  man  die  GrSiae 

t 
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wo  n  eine^  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  mit  .rH*A 
dividirt;  so  ist  der. übrig  bleibende  Rest  jederzeit  eine 
von      unabhäDffige  Grösse,  welche  mau  erhalt,  wenn 
%h  tleiB'DlT!4eii4a« 

für  .37  die  Grösse  — a  setzt,  nämlich  die  Grösse 

A—  «)"  +  + «)"~- + . . .  4-       «)  A'. 

Beweis.   Der  bei  der  Division  von 

dnrch  d?+4i.li6nroi]gehen4e  Haotient  aei 


und  der  übrige  bleibende  Rest,  welebor,  da  der  Divisor^ein^  ganse 

rationale  alii^ebraische  Function  des  ersten  Grades  von  .t  ist,  oflFen- 
bar  eine  eben  solche  Function  des  nullten  Grades  von  a?^  d.  i.  eine 
von  a:  unabhängige  oder  eine  constante  Grösse  ist,  sei  /2;  aö  ist  , 
nack  der  Natar  der  Division 

d.  i.         '  ' 

y/or"  +  Ba:*—^  +  Corn-a  -f-  .  . .  -|-  3f/v  -h  A'  '  • 

Weil  diese  Gleiclmng  für  jedes      gWt,  so  bat  nfan  nach  einte 
bekannUn  üiatse  die  l'olgeoden  Gleicboagon^ 

U.  B.  W. 

«nd  f»1g<ieb,  wto  man  leicbt-findetj 

B'^B  —  Ja, 

D'^D-^  Ca-^Bm*^ui0\ 

■Ii:  «.  w.  ' 

oder  .  •.  , ,  A 
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Alf o  ist  offmbar 
wie  bewilBMii  werden  sollte. 

•     *  • 

Ij€hr»at%.    Die  n  Wurzeln  der  Gleicbung 

deren  Coefficieateii  reelle  oder »Inaginära  GrSsfea  sein 

können,  seien  ^ 

Of  dy  Cy  d,  .  .  .  k\ 

wobei  wir  zugleich  annehmen  wollen,  dass  diese  Wur> 
xeln  sämmtlicb  unter  eina^nder  ungleich  sind.  W  sei 
eiiie(belie^i|fe  Fvnetion  de«  Wnrsela  • 

tty     h,    Cy    dy   ,  .   ,   ty  k. 

So  wie  diese  Wurzeln  offenbar  FnncJtionen  der  Coeffi- 
eiem^es  der  Gleichung  1.  sind:  so  k'onn  mod  sieh  Bstttr* 
lieb  OBC-h  W  durch  diese  Coefficlenten  ausgedrückt 
denken.  Der  durch  die  Coefficient^n  der  Gleichung  1. 
ausgedrückte  Werth  von  W  sei  i2.  Nun  wollen  wir  an- 
BebmoB,  dess  mon  dnreb  irgenit  ein  Mittel  die  FnaetloB 
ir»nf  dbs#orBi 

*  »  ' 

,  gebraelUlJiftb«,  «o^dasf  dio  Co«efifi^«B.ton  : 
8&mmtliflk-:d]ive]k  die  Coeffieient«n 

Ay      D  y       Cy    .    ,    ,    £j  y  N 

ausgedrückt  sind.   Bleibt  dann  die  Gleichung  *  - 

jederzeit  jrichiig,  wenn  man  für  a  irgend  eine  der  Wur» 
zeln  ^,  c«  </,...«,  X:  setzt;,  so  wird  bei  der  Division  der 
GrdB'se  '  ' 

durch  die  Grösse    '  *  ' 

a«  ■+-  Aa^-^  4-  Ba^-^-k-  . .  . -\- La -\- Ny 

indem  man  nämlich  diese  beiden  Grqssen  als  Functio- 
nen von  4$  betrachtet,  ein  von  UBabhängiger  Rest 
fibrig  bleiboB,  welcber  der  durch  die  Coefficienten  der 
Cleichung  1.  ausgedrückte  Werth  £i  der  FttBetioa  IFist. 

Beweis.    Der  bei  der  Division  von 

darch 


übrig  Ueibeade  Eeat  bat  iai  illgeMebea  die  Form 
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so  dass  also,  weon  wir  den  bei  dieser  Oiviliim  uA  ergebtadfltt 

^uotientco  durch  Q  bezeichneu,  für  jedes  a: 

3.   -4,ar"  -I-  /?,ar«-i      C.ar^»-*-  . . .  H-  f/,^  -f-  F, . 
ist.  Nach  der  Voraossetsuig  iat  nua 

^,c" -H Äjc^i -f- C,««^ -4- . . .  4- I7,c  +  F,  =Ä, 

U.  8.  W. 

^.ifc» -h  H- C^.ifc«'-«  +  . . . +  F,  ==  Ä 

und 

«»  +  ^««-1 H- Ä««-2     . . .  H- Zflf -I- 3^ = 0, 
V         -t- üc»-«  + . . .  +     H- il^=  0, 

Folglich  ist  wegcB  der  für  jedes  dr  getteadea  Gleichaag  3.  ' 

-|_  |9ä«-2  4- y««-3 .  .  . -I- + =  i2, 

oc«-! -1- /Sc«-*  H- ;'c«-3 .  . . -4- ;L«  4-/*  = 

U.  8.  W,  ' 

aX-^-i  4- /JXr"-«  4- yit«-» -I- . . . -h     -I- fi  =  fi, 
nad  die  Gleichung 

oder ' 

des  (ji^l)steBi  Grades  hat  folglieh  die  n  nater  eiaaader  uagleichea 
Wunela 

'  a,  tl,  .  , .  t,  Xr, 

welches  offeabnr  nur  dann  der  Füll  sein  kann,  wenn 

ist.  Aus  der  letzten  dieser  Gleichaagea*  folgt /»=i2;  nad  es  ist 
also  offenbar  für  jedes  a; 

«ir*-i  4- H- 4- . . .  4- Aj:  4- |i  Ä X 
d.  h.  der  bei  der  Division  tou 

^iä'*4"^i^i^**^4^  O'jÄ*'  ^4^  •  •  •  4"^^i^H~^a 

dorch 
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bleibende  Rest  ist  eine  von  unabhängige  Grösse  und  der  obeo 
durch  n  bezeichneten  GröwM%leicb. .  Daher  ist  natürlich  aacb  der 

bei  der  Division  von  '  *  . 

-i- Ä,«^! C,«— » -t- . . . -4- f^,«  4- 
durch  •  . 

bleibende  Rest  jeine  von  a  unabhängig^e  Grösse  und  der  oben  dnrdi 
Si  bezcidvieten  Grösse  gleich,  welches  bewiesan  urerden  aoUte. 

Wir  wollen  nun  die  Anwendaag  der  Sb  den  beiden  forher- 
gehenden  Paragraphen  bewieaeneu  Sitie  nnf  die  GleichnBiren  der 

verschiedenen  Grade  zeigen.  '        '  . 

Zuerst  sei  die  Gleichung  des  zweiten  Grades 

deren  Coeücienten  wie  immer  bei  dieser  Untersuchung  beliebige 
reelle  oder  imaginäre  Grössen  sein  iuiunen,  gegeben.  Die  beiden 
vnter  einander  ungleichen  Wnncin  fueier  CSeMlinng  aelen  6i 
ao  i^  .nach  einem  bekannten  Salie  von  den  Gleiehnngen 


md'lelglich  , 

'  Wenn  nun  //a,  6)  eine  nnae  rationale  ayaiBetriscbe  Function 
der  teidto  Wonein  m  nnd  6  lit)  ao  wird  bum,  wenn,  aan  * 

ietit^  dieie  Fnnction  inuner  leidit  asf  die  Forn 

bringen,  und  also  *    *  ^ 

setzen  können.  Weil  aber  nach  der  Voraussetzung  b)  eine* 
symmetrische  Function  yon  a  und  0  ist,  so  ist  ijiach  den  allgeuMi- 
tfen  Begriffe  der  ayaimetriidien  Functionen  olbnbar  . 

z=:A,b^-\-B,b^t-^C^b»^^-^  ,  ,  ,^  U.b^r,.  ^ 
Beaeichnet  also  wie  in  §.  7.  das  Symbol  Si  den  durch  die 
CoefHcienten  der  gegebenenN  Gleiebung  ausiredrückten  Werth  von 
/(ab^)sMrtatklnr,  daMdieGleiehnnl  . 


auch  gilt,  wenn  man  h.fat  a  aetxt.  Cm  also  iE^  an  finden,  wird 
jnan  naeh'f.  7.  mit  der  Grüage 

n«iiu.  ^ 
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in  die  GrSiM 

dividiren  und  den  übrig' bleibenden  Rest  bemerken^  welcher  4er 

durch  die  Coefficienten  der  -  gef2^ebeneD  Gleichung^  mugedrflekte 
Werth  von  f{fT.        d.  i.  die  Grösse       so\n  wird. 

Betrachtet  iuaQ  /'(^,  b)  als  Function  von  h  und  dividirt  nit- 

•  '  h  -f-  a  — f—  ^ 

t 

in  diesclhc  hinein;  so  ist  nach  §.  6.  der  übrig  bleibende  Rest  der 
Werth  der  Function  f{a<t       welchen  dieselbe  erkiiU,  wenn  man  . 

•   Ä=:- — A  —  a 

setzt,  d.  i. 
oder  die  Grösse 

and  mo6  Kann  also,  um  die  Function  f{ny  h)  durch  die  Coefficien- 
ten der  ge^^ebenen  Gleiehuiyi^  auszudrücken  oder  die  Grösse  Sk  sn 
tioden,  auch  auf  folgende  Art  verfahren: 

Man  be^bte  ^)  nie  Panetfo«  voi»  h,  dividim  «in  die» 
selbe  mit  .  1. 1  . 

M|ieiB,  teMilte  den  Rest»  und  dividire  in  denselben,  nin.FMiclittn 
von  m  betrachte^  «t  ...  . 

bineinj  so  ist  der  bei  dieser  Divisiön  übrig  bleibende  Renk  der  ge- 
suchte durch  die  Coefiicienteo  der  .'gegebenen  Gleicbnng  nnsge- 

drücktc  Werth  von  /"(a,  A).      "     *  ' 

Setzt  man  "•  •  '     "   •  • 

und 


•o  ist,  wie  man^  leicht  findet,  * 

nnd  folglich         *  -   '     '  . 

Uüher  ISsst  sich  die  rbig^c  Rei^el  zur  Berechnung  des  gesuchten, 
durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  ausgedrückten 
Werths  yoD        b)  auch  auf  folgenden  Ausdruck  bringen : 


Man  tetse 


«od 
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Uvii  dllfi^ire  min  $ft  m\TPtiB9Ht»n  tob  ^  JbetraeJH 

tety  init  ^,(^)  hinein,  bemerke  den  Rest,  und  dividlre  in 
denselben,  als  Function  von  a  bcftrachtet,  mit  jF'{a)  hin- 
ein} st>  ist  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende  Rest, 
de#  .gMiivlite»  dureh  4ie  CoiaffieioBttfii*  d#r 'gegebeaen 
GUiekuKff^tifir^d'rftekU  Wcrtk  6).- 


^  Bf  |ei  femtr'die  GleicbiiBg  dei  drittes  Gradea 

f egeben.  iKe  drei  W«nel|i  Glei«biuig,  die  aneli  bler  iffe- 

er  als  unter  einender 'nbgl^idi' ängenniutten  woden»  eeien  m,  6, 

c|>«o  ist   '•    ■  '   1      ■  .• 

•der 

-Ahe  iit     •  '  '         .  .  , 

und  ^,  sind  folglicb  offenbar  die -Wnrteln  der  quadratischen 
Gleiclinng 

Ist  nan/][«r,  ^,  c)  eine  ,  ganze  rationale  symaetrieehe  Fnpetioo  van. 

e%  M  tkaDn  man  dieselbe  weret.  bloss  als  eine  gnnse  ralii^« 
nale  svinnietriscbe  Function  von  ff  und  r  betrachten,  und  naöh 
§w  &  durch  die  Coefficienten  der  vorhergehendcu  Gleichung  des 
zveitten  Grades  ausdrücken.  Dadurch  wird  offenbar  y(a,  ^,  c)  aU 
eine  ganze  rationale  F|inction  von  a  dargestellt  Diyidirt  man  jmjk 
in  diesen  Auedmek  von  f{fh  b^  «)s  ele  Fnnclien  T^n  m  betracbtet» 
mit 

binein;  so  ist  der  bei  dieser  Dividtoii  ~  übrig  bleibende  Reit  der 
durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  des  dritten  Gre* 
des  ausgedrückte  Werth  von  f\a^  ^,  c),  welcliür  gesucht  WBidey 
wie  aus  dem  in      7.  iiewieseuen  Satze^  unnittelbiir  lolfft. 

.  Naeh  'f.  %  bal  man  also  aof  folgende  Art  an  Yernarea: 

'  Uan  setie    ^    '  •  \ 

and  .  ' 

Nou  dividire  man  in  y(iar,  ^,  f)«  als  Function  von  c  betraebtet»^ sut 

jP,(r)  hinein,  bemerke  den  Rest,  und  dividire  in  denscihun .  als 
Functioji  von  b  betrachtet,  mit  F^{tt)  hinein;  so  isl  der  bei  dieser 
Division  bleibende  Rest  der  als  eine  Function  von  a  di^estellfe 


I  - 
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Werth  4er  Fandioii  4*  Diviairt  wum  mb  w  dieM 

*        •  •  .  . 

Mneiii,  M  itf  4er  bei'dleier  INtMob  Ueibeade  Reit  4er  durch  die 
Coefiicicnten  der  f;eg:ebencn  Cleichniig  dee  dfillee  Grades  avige» 
drückte  Wertli  von  /(«,      r),  welcher  gpesuebt  wurde. 

Bemerkt  man  nun  aber,  das#  nach  dem  Obigen  die  FonctioD 
JFi{a:)  erbulten  wird,  wenn  man 

▼ea 

subtrabirt,  in  den  Rest  mit  .r  —  a  dividirt  und  den  Quotienten  be- 
merkti  so  kann  mau  die  obige  Regel  offenbar  auch  auf  den  foU 
geadea  Aatdruck* bringen:  '     ■  ^ 

Maa  setse 

Nun  dividire  man  in  /{a,  b,  c;),  als  Paaetion  von  c  be- 
trachtet, m\t  F^{c)  hinein,  bemerke  den  Rest,  di^dire 
in  denselben,  als  Function  von  ^  betrachtet,  mit  ^i(^) 
kiaeia,  bemerke  wieder  deu  Rest,  aad  dividire  ia  dea» 
selben,  als  Function  von  a  betrachtet,  mit  F{a)  hiaeia{ 
so  ist  der  bei  dieser  Division  bleibende  Rest  der  ge- 
suchte durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Glei- 
.elimBg  ansgadrfiekle  Werth  von  f{a,  6»  c). 

"<•'-»"  e  '    .'  * 

§.  10. 

Maa  liabe  jetzt  die  Gleichung  des  vierten  Grades 

deien  aaler  eiBaader  aagleiehe  Wanela  6,  d  ada  atSgeai 
so  ist  •  \ 

oder  •  ,  ^ 

ü  S=5  —      —  —  Äs«  —  «S, 

aad  tbigiieh 

so  dass  also  6,     d  offenbar  die  Wurzeln  der  Gleichung  des  drit« 

*~Gia#i 
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^'  +  (•  -f»  J)a:* («'  +  Ja-h-  ß)a: -i- a» 4-^«* +^«+C=0 

sind.  Ist  nun  /(«r,  f/^  c,  r/)  eine  fj^unze  rationale  symmetrische 
Function  von  «r,  ^,  r,  su  kann  man  dieselbe  zuerst  bloss  als 
eine  ganze  rationale  symmetrische  Fiioctioo  von  b,  c,  d  betrach- 
ieo,  nnd  nacb  ^  9.  durch  die  CoefBeieateii  der  ffiiieiBelicDdeB 
Gleicbung  des  dritten  Grades  ausdi'ücken.  Dadurch  erhält  nau 
/(a,  il)  als  Function  von  a  ausgedrückt.  Dividirt  nan  nun 
in  diesen  Aasdruck  mit 

hinein ,  so  ist  nach       7.  der  bei  dieser  Division  iibri^  bleibeujle 
Rest  der  durch  die  Coci'licienteu  der  gegebeneu  Gleichung  ausge- 
drückte  Werth  der  FnuctioB        6f  Cy  ft}^  welcher  gesucht  wanle. 
Nach  §.  9.  hat  iian  also  auf  folgende  Art  in  verfahren: 
Man  setze  *   '  ' 

nnd  •  .  '     •  • 

„  >_F,(xr)-F.(A) 
f»W=^      x-h  ' 

^«w= — — • 

'  Nun  dividire  man  in  /{n.      c,  fl),  als  Function  von  fl  betrachtet, 
mit  hinein,  beiuerke  den  Kest,  dividire  in  denselben,  als 

Fanction  von  c  betrachtet,  mit  JP^ie)  hinein,  bemerke  wieder  den'' 
Rest,  und  dividire  in  denselben,  als  Function  von      betrachtet,  mit 
(Ä)  hinein.    Der  bei  dieser  Division  bleibende  Rest  ist  der  als 
Function  von  a  ausgedrückte  Werth  der  Function /"(a,      c,  ä). 
Diesen  Rest  dividire  aan  durch  ^  '  * 

so  ist  der  bei  dieser  Division  übrig  bleitiende  Rest  der  durch  die  * 
Coef6cienteu  der  ge^benen  Gleichung  des  vierten  Grades  ausge* 
drückte  Werth  von  /{a,  6,  r,  rf),  welcher  gesucht  wurde. 

Bemerkt  man  nun  aber  wieder,  dass  nach  dem  Obigen  die 
Function  ^li^:)  erhalten  wird,  wenn  man  .  ^* 

'von 

subtrahirt,  in  den  Rest  mit  af  —  a  dividirt  und  den  Quotienten  be- 
merkt j  so  ist  k\ar,  dass  man  die  obige  Regel  auch  auf  den  folgen- 
den Ansdtanek  bringen  knnn: 
*    Mnn  netse  ,  . 

nikd 


Nun  dividire  man  in  /"(a,      c,  fl),  als  Function  von  (/  im- 

trachtet,  mit  J^i{ä)  hinein,  bemerke  den  Rest,  dividire 

in  deutelkeo,  «Is  Function  v*n  e  betraelitttt,  mit 

hinein,  bemerke  den  Rest,   dividire   in   denselben,  ulg 

Function  von  d  betrachtet,  mit  /^(ä)  hiucio,   he  merke 

wieder  den  Rest,  und  dividire  in  denselben,  ul^Function 

von  m  betrachtet,  mit  Fia)  hinein;  so  ist  der  bei  dieser 

Division  übrig  bleibende  Rest  der  gesuchte  durch  die 

Coefficicnten  der  gegebenen  Gleichung  «usgedrfielite 

Wer-th  von  /{a,  6,  <?,  •    •  . 

• 

f.  11. 

.  I^e  Man  auf  dem  im  Vorhergehenden  eingeschlagenen  Wege 
immer  wieiter  fortschreiten  kann,  liegt  deutlich  vor  Augen,  nnd 
wir  werden  also  uomit^lbar  auf  das  folgende  allgemeine  sehr  wich- 
tige Theoren  gefübrt; 

Die  Wnrseln  der  €ieiehnng 

seien  «r,  6,  c,  dj.,,if  Ar**),  und  6,  e,  ti,..,i^  A:)  sei 

ein0  beliebige  gnnse  rationale  symmetrische  Function 
der  Wurzeln,  welche,  ohne  die  Wurzeln  seihst  zu  ken- 
nen, durch  die  Coefficicnten  der  gegebenen  Cvleichung^, 
die  gans  beliebige  reelle  oder  inaginftr«  6r4S«nea 
seifc  xliiinen,  nns^edrQekt  werdep  aoli.  '  2»  dem  Bnd^e 
•etre  innh  .    -  •  ' 


vnd 


J^M—      ar-c  » 


U.  8.  W. 


X 


Biun  dividire  mau  in  /'(a,  ^,  c,  . .  .  «,  Ar),  aln  Function 
Tota  k  betrachtet,  mit  /^n-i(Xr)  hinein,  beaetib*  dttn  Reit, 

dividire  in  denselben,  als  Function  von  i  betrnctitet, 
mit  /^„_2(i)  hinein,  bemerke  den  Rest,  dividire  in  densel* 
.beo,  als  Function  von  U  betrachtet,  mit  F»^h)  hinein, 


*)  Nach  dem  Vorhergehenden  mQsste  digentlicb  angenommen  werden, 
dass  diese  Wurzeln  sämintlicb  unter  einander  ungleich  sind»  Dass  es 
aber  nicht  nöthig  ist,  diese  Eiaschränkung  su  machen,  wird  gleich 
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u.  8.  w.,  und  setse  dieses  Verfahren  so  lange  fort,  bis 
man  einen  Rest,  als  Function  von  b  betrechtet,  durch 
^xi!^^^  OBd  endlich  dei|  bei  dieser  Division  bleiben- 
den Rest,  als  Fupction  von  a  betrachtet,  durch  F{a) 
dividirt  hat;  so  ist  der  bei  dieser  letzten  Division^ 
bleibende  Rest  'der  gesuchte  durch  die  Co^fficieja- 
ten  der  gegebenen  Gleiehnng  ansgedrilekte  Wefth  irott 

Nacb  dem  Obigen  würde  dieser  Satz  eigentlich  noch  der  Be- 
dingung zu  unterwerfen  sein,  dass  die  Wurzeln  der  gegebenen 
Gieielivnir  mntlieb  aitifr  leinaniler  vn||1eiefc  Mm  «iwen.  Indese  « 
erhellet  durch  das  folgende' einfache  Raisonnement.  sogleich,  dass 
dies  nicht  nöthig  ist,  und  unser  Satz  also  auch  dann  noch  gültig 
bleibt,,  wenn  unter  dei^  Wurzeln  a,  bf  d  ä, , » .  Jk  der  gegebenen 
Gleichoifp  beliebig  viele  einander  rieicbe  vorkenmen.  Beseieliiiet 
Vladidi,  die  Wurzeln  als  sämmtiich  unter  einander  ungleich  ange*  * 
nommen,  wie  schon  früher,  Ü  den  durch  die  Coefficienten  der  gc- 
gebeoeo  Gleichung  ausgedrückten  Werth  der  ganzen  rationalen 
ijtfMrijMsfcen  Fonetion  f{a,  b,  r,  d, . . , «,       sn  ist 

^,  c,  ä,  .  .  .  *, 

und  aus  der  oben  gelehrten  Bestimmungsweise  von  S2  erhellet  un- 
■Ittelbar,  tfese  anter  den  fi^siacbteo  Voranssetsoni^n  Q  immer  eine 

Sine  ntionale  algebraiscbe  Fanctian  der  Coefficienten  . 
A  ist.   Die  Gleichung  '    .>  - 

bleibt  nach  dem  Obigen  richtig,  wenn  nur  alle  Wurzeln  der  gege- 
benen Gleichung  unter  einander  ungleich  sind,  ^vie  klein  auch 
sonst  die  absoluten  Werthe  ihrer  Unterschiede  sein  mögen.  Nun 
kann  man  sieb  iW  aflfenl^r  varstellen,  dass  sieh  die  Coeffi- 
cienten ji,  ß,  Cy  Di , .  .  Lty  N  der  gegebenen  Gleicbunir  auf  eine 
solche  Weise  stetig  ändern,  dass  eine  oder  mehrere  Differenzen 
sweier  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sich  fortwährend  und 
Iiis  xn  jedem  beliebigpen  Grade  der  Noll  nähern.  Unter  dieser^Tor- 
^nssetzung  kdrt  die  Gleichung  ,  , 

■ie  auf  gültig  sn  sein,  und  wird  also  offenbar  aneh  dann  noch 
gültig  "bleiben,  wenn  die  gedachten  Differenzen  ihre  Gränzc  Null 
wirklich  erreichen,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  zwei  oder  mehrere 

Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  einander  gleich  werden. 

■ .    «  f 

*      *  §?  12. 

Von  dem  im  vurigeu  Faragrapben  bewiesenen  Theoreme  wol- 
len wir  nun  sn  dessen  näherer  Erläuterung  einige  Anwendungen  , 
maeben.  .  , 

Zuerst  sei  die  CUeielinng  des  dritten  Grades 

deren  WnraelD,  wie  ofbea»  4llU|Bii     i^,  0  hemicliuet  werden  sollen, 
gl|^ebeD.   Man  soll  die  ganze  rationde  symmetrische  Function 


der  Wurzeln      b,  e  doEch  di«  CoeffieieDtoB  Atn  gegebieMO  Glei' 
cbuDff  ausdrückeo. 
ID  dietem  Falle  ist 

/  /X^)  =  ^»  +  ifa:-H  6?, 

und  folglich  " 

Alto  ift  ' 


und  folglich 
•Im» 


Ds  miD 

iat,  so  «UM  mui  mit  •  ,  .        •  ' 

in       als  Ipanetion  von  c  betracblet,  d.  i.  iv 

+       -h  (Ä*  +        •+- «Ä" -H  a»* 

dividirea  und  deo  Rest  bcinerkco.    Der  bleibende  Hest  ist  aber 

QiYidirt  man  in  denselben,  uls  Function  von  6  betrachtet,  mit'  % 

F,{b)=zb^^^-\.a*-^ß 
Uttein  nnd  benerkt  dea  Rest;  so  erhält  man  als  Rest  * 

Dividirt  man  endliob  in  diesen  Rest,  als  Function  von  ar  bltraeb- 
tet,  «it  ' 

hinein  und  bemerkt  wieder  den  kest,  so  erhält  man  als  Rest  ^C, 
Dieser  Rest  ist  der  gesuchte  Werth  der«  gegebenen  symoietnsGbeB 
vVnoctiunj  uud  es  ist  uisu 

'  .  '  • 

§.1«. 

•  Die  gegdiene  Gleicbunfp  sei 
nnd 

ir=(ivH-^)  («-He)  («+«0  (*-l-«0  (cH-rf) 

sei  die  gegebene  ganze  rationale  symmetrische  Function  ibrer 
Wurzeln     ^,         sä  ist 
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ud  folgKch  ^ 

/Xar)  — /X«)  =  ^ — •*  H- —      +       —  »). 
ab«  • 

P^{x)^  Fyib)=z     —    -4-  a(aß*  —  Ä')  H-     +  ß)     —  Ä), 
folglich 

=  -s  ^  +     +    )j»  +     H:.  -H- 

also 

uod  <Ulier  *  >  - 

Die  fernere  RechouDg^  kann  man  sich  aber  in  diesem  Falle  auf  fol- 
geode  Art  sehr  erleichterD.  Nach  eiDem  bekannteu  Satze  ist  nämlich' 

oder  .  .  ' 

Also  ist 


■  ■  * 

cH-dss,  —  («  +  ^>,  _ 

uad  folglich 

wo  man  nun  statt  W  die  etufuchere  syinmetrisclie  Function 

entwickeln  knnn ,  niis  dor  sich  dann  nach  dem  Vorhergehenden  W 
leicht  ergiebt.  Entwickelt  man  W%  aach  den  Potenaen  von  e%  |io 
erhält  man 

Dividirt  man  mit  « 

in  als  FoBclion  vo|i  ä  betiocbtet^  kweiD,  so  ist  der  Rest 
of&nbiir 

Dividirt  man  in  diese  Grösse,  als  FjinctioB  ?on  c  betrachtet,  mit 
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hinein,  .M  bleibt  eis  Rett 

^*  DividiH  tum  ferner  in* diese .GrSsae,  als  Fanden  fon  &  betnchr 
tet,  nit  . 

bineio,  bleibt  eis  Rest  C.  Dividirt  man  in  diesen  Besü,  als 
Function  voi^  m.  betraebtet,  aiiC  , 

JX«)  SS  IS«  +       +  ^ + 2^ 
binein^  so  "bleibt  nätürlicb  +  C  als*  Rest,  nnd  es  ist  fol|^icb  - 

Also  ist  naeb  dem  Obigen 

(a-Y-^^)  (»H-c)  (fg-hfl)  i^-Y-c)  (A-hd)  {c -Y- <()  s=  —  C* . 
AeLoliclie  Vereintacliungen  der  R'ecbnung  bieten  sich  öfters  dar. 

•         '  --f/w. 

;  Die  gegebene  fileiehn^ip  sei  die  quadratiscbe  Gleicbwif 

und  *      •  /       '  . 

fr=  («  —  //)> 

sei  die  g«>e-pl)ene  j^anze  Tatiooale  symmetrische  Function  ihrer  Wur- 
zela  0  und  6,  welche  durch  ihre  Coefiicienteo  ausgedrückt  werden 
soU.,  Es  ist  in  diesem  Falle  ,     ■  . 

'  nnil  folglicb 


aUo 


Entwickelt  man  W  nach  Potenzen  von  6,  so  erhält  mau  . 

.  In  di^se  Grösse,  als  Function  von  6  betrachtet,  mnss  man  mit 

'dividben,  und  den.  Rest  bemerken;  Der  bleibende  Rest,  ist 

in  weleben,  als  Fnuetion  Toii  m  betraditet,  sum  min  mit 

•dividiren  und  wieder  den  Rest  bemerkeii  ihfiss.  der 'bleibende  Rest 
ist  aber  ■    *  ' 
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iid4  felirlidi  .  * 

Die  Richtigkeit  dieses  RMültats  kaoB  'mm  auf  fal§|eAde  S^tt  leieht 

priifeD.  Bekanutlicli  ist         '  ' 

-     -    •  •••✓•■•* 

und ,  weil  a  eine  Wurzel  dep  gegebenen  ^uadratiaciien  Gleicbuo'g 

iati  80  ist   0  •  '  '  *     .  ■    .      •  • 

und*' folglich,  weil 

wie  Torh«r  gefunden  wurde. 

f.  15. 

Die  gegebene  Gleicbung  sei  did  iK>lMii4ige  «nbiicbe  Gleichiu|g 

und  die  durch  deren  CoetücieDten  auszadrückeo.de  gauzc  rationale 
ßg^fmimiA^  Fnoctiea  ihrer  WnnBelii e.ä9i.\.  ^ 

üij^iii  diesem  und  in  ahnlivheti  l^len  die  Byaimetriicl^e  Fo^e-- 

tion  Ir -hioss  durch  0  and  die  CoeflGcicntcn  der  pre<rebenen  Glei-  . 
cliUD^  auszudrücken,  so  dass  nämlich  die  Wurzeln  2t,  c  aus  dem 
obigen  Ausdrucke  vou  W  cliiuinirt  werden ,  kauu  man  auch  auf 
folgefide  Art  verfahren.   Da  a  eine  Wurzel  der  gegebenen  Glei- 
chung ist,  80  ist  .        *  . 

Folglich  ist  fiir  jedes  a:        '  •  . 

,t=s.jc»  —  <r» — a^) -f- /?(^  —  «) 

Nun  is|.«ber  iiekaaBtiich  * 

a:'-«-^.r'  +  i7«-hC=s(^T-«)  («  — — c).  • 
Folglieh  ist  lÜr  Jedes .       .  , 

(jr- *)  X»- 1») = ar«  4- 4- + -rf« + . 
md  daher  für  ^frasm        .  ^       /   ,  * 
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Alw  lal  ^      .  , 

D«  BOD  .feraer  5,  0  die  Waneln  der  qnadraCischea  Glcicbung 

« 

■iody  so  ist  uach  dem  vorigen  Paragraphen 

=  -  (3a»  H-  2.//y  —  ^'  +  4Ä). 
Botwickelt  man  W  napb  Potenzen  von  a  und  dividirt  daon 


a 


s 


bincio,  so  ist  der  bei  dieser  Division  übrig  lileibende  Rest  der  ge« 
suchte  Werth  von  W.    Nach  gehöriger  Rechnung  ergiebt  sich 

Für  ^ssO  ist         .  ' 

welcher  Werth  unserer  a^metrisehen  Function  einer.  caUadieB 
Gleichung  entspricht,  in  welcher  daa  sweite  Glied  fehlt 

§.  16. 

Das  Product  der  Quadrate  aller  Differenzen  je  zweier  Wurzeln 
einer  gegebenen  Gleichung  ist,  wie  leicht  erhellet,  immer  eine 
gance  rationale  jsysiBietrisiihe  Fniictioo  der  Wunela  der  gegebe- 
nen Gleichung  uud  kann  daher  nach  den  oliig'cn  Regeln  immer 
durch  die  Coefficienteo  der  gegebenen  Gleichung  ausgedrückt  wer-  • 
den,  ohne  die  Wurzeln  selbst , zu  kennen.  Weil  aber  dieses  Pro- 
dnet  in  mehrercB  Besieban^^  von  beaaiHlerer  fUchtigkeit  ist,  so 
wollen  wir  jetzt  noch  ze^en,  wie  dasselbe  immer  ohne  grosse 
Schwierigkeit  für  eine  beliebige  Gleichung  des  /iten  Grades*  gefun- 
den werüeu  kann,  wenn  man  dasselbe  für  jede  Gleichung  des 
(«i-^l)8ten  Grades  finden,  d.  b.  durch 'die  Coeffieienten  vieser 
Gleichnng  ausdrücken  ka^n,  ohne  'deren  Wurzeln  selbst  zif  kennen,' 
WMlurch  die  KntwicKolun£!f  dieser  Producte  sehr  erleichtert  wird« 

Die  gegebene  Gleichung  des  i»ten  Grades  sei 

und  a,  Cf  </,  ...^  ib  .seien  die  Wnneln  derselben«  Fer- 
ner sei 

xi6-cy  i&^ay  ...{d^iy  (6^A:y  , 
x(fi^dy.,.ie^/y{c^y 

.  II«  a.  w. 

W^il  •  eine  Wnrsel  der  gegebeneii  Gleiebang  «iat,  so  lal 
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FoiglMli  i»|  fiir  j€4«i  ^ 


oder,  weil  di«  Fonctioii  anf  der  Unken  Seite  dei  G]eiebliei|p«ei€lien# 
Atm  Prodnete 

— «)  .(^  ^  ^)  (d?  •^«) . .  •  (4?  —  4  (jr -r  ^) 
gleidi  Ult,J&r  Jedes      *  T  ^ 

oder» /Wenn  ma'u  auf  beiden  Seiten  mit  jt  —  a  dividfrt,  für  jedes  jc 
(a:  —  If)  {a:  —  c)  {a;  —  </)...     —  <)  (*-r^) 

folfl^  für  ofssa  ■  • 

Audi  ist  klar,  da&s  If,  Cj  äf , , ,        die  Wurzeln  der  Gleicliung 

ifc  e*  w»  • 

•  •  • 


Mnd.  Weil  wir  nnn  annebneo,  dus  man  für  jede  CHeielinng^  dea 
(«•^l)sten  Grades  das  Product  der  Quadrate  der  Differenzen  je. 
zweier  Wurzeln  durch  die  Coeflicieaten  der  Gleicliuii|p''aasdriicken 
kanD)  so  J^ann  man  das  Product  \  . 

X(d-A)» 

dneh  die  CeeffieienteB  4er  obigen  Gldiebnng  des  — l)8fbn  Gra-' 
des  msdricken.  BeM|cbnen-inr  .4«Hi  i^diuali  Itenre^gebeyden  Ans* 


Dlgitiz» 


370 


druck  darcb  F;*so  ist  F  bloss  noch  von  a  und  den  Coefliei#lrt0V 

.  . .  jL  abbängii^,  und  nach  dem  Obigen  ist  nun 

IF=  Y.\mi»-^  -4-  (•  —  +  (»  —  2)  V7««-3  ^,.,-^L\\ 

wo  also  auch  W  bloss  von  a  und  den  Coefficienten      -ß,  6", . . ,  // 
abhängig*ist.    Das  Product  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits* 
Zeichens  in  der  vorhergehenden  Crleicbung  lässt  sieb  immer  durch ^ 
ganz  elementare  Rechnungen  'nnch  den  Potenzen  von  a  entwickeln. 
Dividirt  mn  dann  in  die«et  so  entwiekelte  Prodiiel  mit  der.Grdwe 

«».-I- 4- ÄÄ»^ -h . . ;  +     -I- Jl^ 

hinein^  ep  -ist  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende  Rest  nach 

§.  ö..von  a  unabliängi«-  und  liefert  nach  §.  7.  den  Jiloss  «iurch  die 
Coeflicienten  der  gegel)enen  Gleichung  ausgedrückten  Werth  der 
sjuiuietriscben  Function  W* 

Ks  ist  klar,  dass  das  durch  W  bezeichnete  Product  bloss  dann 
verschwinilcn  kann,  wenn  die  troj^ebene  Gleichung"  s^leicbc  Wurzeln 
hat.  Ist  (lies  niclit  der  Fall,  so  ist  TF jederzeit  eine  g-anze  ratio- 
nale ahjjeljiaibclie  Function  der  Coefiicieuteii  -.i,  C\  .  .  .  //, 
deren  Werth  grösser  als  Null  ist.  Sind  also  'die  Coefficienten 
jii  jB,  C,  .  . .  Z//  i\'  ganze  Zahlen,  so  ist  offenbar  auch  W  eine 
ganze  Zahl,  die  immer  der  Einheit  gleich  oder  grösser  als  die  Ein* 
heit  ist,  vorausgesetzt  nämlich^  dass  die  gegebene  jUleicbung  keine 
einander  gleichen  "H^unelp  hat  '       ■  f  "  '  .= 

•  '     «  •     •       •  •  . 

§.17. 

^  Wir  haben  jetzt  ausführlich  gezeigt  und  durch  eine  hinreichend 
grosse  Anzahl  von  Reisj)ielen  erläutert,  dass  jede  ganze  rationale 
symmetrische  Functiuu  der  Wurzelu  einer  Gleichung  immer  durch 
«Tie  Coefficienten  d<y-  Gleichung  ausgedruckt  werden  kann,  ohne 
dass  man  die  W^urzeln  selbst  zu  kennen  braucht,  wobei  sich  zu- 
pleicb  orijab,  dass  jede  ganze  rationale  symmetrische  Function  der 
Wurzeln  einer  Gleichung  eine  ganze  rationale  Ffwetioa  der  Coef- 
ficienten der  Gleichung  i^t.  Kaum  bedarf  ea  nnp  noch  einer  be- 
sondern Erläuterung,  dass  überhaupt  jede  sjaiiiietrische  Function 
der  Wurzeln  einer  Gleichung  durch  die  CoefYicienten  derselben  aus- 
gedrückt werden  kann,^  ohne  dass  inun  di^  Wurzeln  selbst  zu  ken- 
nen bi«U(Bbt.  Hatlnän  nänKcb  s.  B.  die  rationale  gebrödiene  sysi- 
■Mtriaclie  .Fipneti«» 

der  drei  Wurzeln  ^,  e  einer  Gleichung  des  dritten  ^rades,  so 
sind  natürlich  Zähler  und  Npnner  ganze  rationale  symmetrische 
Functionen  \on  l/j  c.  Weil  man  nun  n^h  den  im  Vorhergehen- 
den entwickelten  Regeln  sowohl  *«ri(c,  als  auch  ab-^- ac-{- bc, 
dttrcb  die  C^efiiciicnten  der  GleicbYing  ausdrücken  kann,  ohne  dass 
man  die  Wurzeln  selbst  zu  kennen  braucht,  so  gilt  dies  natürlich 
auch  von  H',  wobei  sich  abef  von  e^lbst  versteht,  dass  der  für  W 
sich  ergebende  Aiisdrnck  Jetzt  keine  ganze  rationale  Function  der 
Coefficienten  4et  Gleichung  ist  '  Hat  man  4ie  irratiomle  symsietri- 
aehe  Fonction  ,    .  .        .  '.^  ...   .  . 


871  ^    ,  ' 

der  drei  Wurzeln  6,  c  einer  cubisclien  Glcicliung*,  so  kann  man 
Dach  dem  Vorhergehenden  die  ganze  rationale  symmetrische  FunctioD 

2«*^*  +  2a»c*  +         —  «*  —  — 

durch  die  Coefficientcn  der  («leichiing  ausdrücken,  ohne  dass  man 
die  Wurzeln  selbst  zu  kennen  braucht,  folglich  auch  die  Function  IV. 

riebt  also:  \  ■ 

dass  jede  ajiametri sehe  Function  der  Wurzeln  einer  be^ 
lieb  igen  Gleichung  immer  durcl»  die  Coefficientcn  dei* 
Gleichung  ausgedrückt  werden  kann,^  ohne  das,s  man 
die  Wtt'rselB  selbat  an  IteiiBeB  braaekt  '    •  ,   .  • 

#.18. 

«  •  •  ^ 

Um  nAr  ein  cinfaohes  Beispiel  der  iüiBÜoatioa.  eiaer  unbekanq-  ' 
ten  Grösse  aus  zwo!  fHeichungen  SB  geben,  wetleo  wir  die  beideo 
GleichoDgeD  des  zweiten  Grades  ■    -  ' 

.  .       .  .     <  •   •  '« 

l^tracbten,  nad  wollen 

setzen,  die  Wurzeln  der  aweiCen  Gleichung  aber  dnrcb  a  und  X 
.bezeichnen.  Nach  4.  ist  unter  diesen  Vorausaetanagen,'  wenn  S 
seine  dortige  Bezeichnung  behält, 

nnd  es  kommt  nun  darauf 'an,  diese  ayainietriscbe  Faaction' der  • 
,Wurxeln  Xj  X  der  Gleichung 

je*  ~h  .Ja: -{- B  s=iO 

durch  die  Coefficientcn  dieser  Gleichung  ansaudrSckea.    Zn  deai 
Ende  muss  man  nach  §.11.  zuvörderst  ■  ■ 

bereobnen,  wodareh  man  .  *  ' 

erhält,  und  muss  dana  den  Rest  entwickeln,  welcher  übrig  bleibt, 
wenn  man  mit  .  • 

•  -        ■  •  ' 

in  die  als  Function  von      betrachtete  Grösse  3  hinein  dividirt.  ' 
Wenn  man  aber  zuerst  mit  ^-f*4f.+wtf  in      +  dividirt, 
ao  bleibt  als  Rest  die  Grösse  .  .  , 

(Xr  +      (i& -I- -4  —  a) <J 


oder 

nid  wenn 


«» -f.  (2ui  —  ar>H- ^ '  —  Arf  + 
also  alt  X-|-n+^  in 
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dividirt,  so  bleibt  als  Rest  , .  . 

d.  i.»  wie  «an  dnrcb  leicbte  Rechnung  findet, 

IKridiit  MB  tton  »«diese  Gt^mt  uH 

hinein,  so  •bleibt  der  ftest 

(u^ »  —  oui  +  Ä)Ä  —  (aw4  —  «»  +  2^  - //)/? 
oder   ^  . 

_       H_  («»  _  2^)^  4- ^jf  a  ^  oui/i?  + -ff » 
'übrig,  und  es  ist  also 

Die  durch  die  Elitnination  von  a:  aus  ^en  beiden  gegebenen  Glei- 
chungen des  zweiten  (Bredes  bervurgehende  Gleichung  ist  .aber 
nach  §.  ^.  '  ,  • 

—  «Ä.i (a»  —  2Ä)ff  4- a^ff -I- /?=  =  0. 

Dieses  Beispiel  wird  gewiss  schon  allein  hinreichend  sein« 
dentlicb  zu  zeigen,  wie  jnan  sieb  in  allen  übrigen  Fällen  bei  der 
BlinÜBalion  eiuer  unbekaanteo  Grösse  aus  zwei  gegebenen  Glei- 
chnngea  mit  Uillfe  der  symnietriscbeB  -FnnctioiieB  bu  terhalteB  hatr 

•       •  •         •  • 

Wir  wollen  jetzt  auch  den  Füll  betrachten,  wenn  die  Coefß- 
cieoteu  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  nicht  die  £inbeit  'sind, 
eondern  diese  GleicfaungeB  die  .allgemeinere'  Form 

ar**  H- Ä«*^* H- .  ^.  + 7  =  0, 

Ja:»*  -H  i?jr*-»     Caf^  +  . .  .  -|-  Tlr  4-  <2  =  0 
haben.   Bringt  man  diese  Gleichungen  auf  die  Form  • 

ao^  bann  man  ,lilr.  diese  beidOB  letstem  GleichnngeB  aas  deren  Coef«' 
ficientOB 

_c    _£        p     g  '  ' 
ß    C  D        P  q 

die  Function  3  ganz  nach  den.  im  Obigen  tntwickelteB  RegclB 
bilden^  und  die  Gleichung  r 

2=0 


*  • 
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it|  tea  im  Eanltat  4m  BKaibatSoB  t«i'     au  den  'behleii 
CIMebiiDg«!! 

-a:*» -f- -jiP«-*  + -^^-2  +  . .  . -4- H- ^  =  0 ; 

oder  natürlich  auch  (la<4  Resultat  der  EliflUDatioii  TOii  ^  aas  den> 
beideu  gegebenen  Gleictiungen  '  ^ 

a^  '"     6a:*"-^  H-  er*»-«     . . .  +      +  ^ = 0, 

^or« ^^1^4 -f- Cä*-»  H- .  )l .  4- /Ir  H- Ö  =  0. 

BekaiiDtUch  ut  ^  eine  |^se  ratiooale  dlgebraieche  Fooction  tos 

6     c    S        p_  ^ 

.welche  nach     4.  in  Bezug  auf 

%   h      c     d  P  9 


a'    a'   a'  •   •  a' 


von  «ten,  in  Bezug  auf 

'    B_   £_   ^       JL   ^  • 

A'   A'   A''\'  A'  A 

vom  fluteu  Grade  ist.  Also  ist  offenbar  a"A'^2  jederzeit  eine  ganze 
rationale  algebraiieÜa  Function  der  Coeffieienten 

.  Cy  d, ,  ,  .  p,  ' 

der  beiden  gegebenen  Gleichungen,  und  das^  Resultat  der  Elimina- 
tioD  Ton     aui  diewn  holden  Gleichungen  iat  die  Gleiehang 

erster  Theil  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  der 
K.-^.-  der  beiden  gegebeoen  Gleiebongen  iit. 

f.  20. 

Wir  wollen  jetzt  wieder  n  den  Iteiden  an  Anfange  betradite- 

'ten  Gleichungen  ^  ' 

-i- ifar»-a  4- . . . -I- Pd? -I- ^  =  0 

oder 

mtlidMkren ,  indem  wir  mdi  aowoU  de«  Syabol      ale  anck 

allen  übrigen  in  §.  2.  gebrancl|ten  Sjnibolen  ihre  ihnen  dort  bei- 
gelegten Bedeutungen  hissen.  Dies  vorausgesetzt,  hut  nun  Cauchj 
in  den  £xercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathemati- 
qne.  T.  L  p.  400L  die  in-don  folgenden  Satze  ausgesprochene^  für 
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4i€  Tbeorie  der  Blioiiaatioii  effmkur  Mchal  wichtig«  RifMMelwft 

^er  Function  2?  bewiesen  :  .  » 

,  Wenn  die  Coefficientcn 

</,  Ify  e,. , .  p,  q\  j4,  B,      ,  ,»  P,  Q 

pfanz  willkiihrliclie  Grössen  und  yon  einander  ganz  un- 
abliiingig  sind;  so  kann  die  ganze  rationale  algebrai- 
sche l<anction  2  der  in  Rede  stehenden  GoeffietenteB 
im  Ällgenkeinen  und  algebraisch  nie  In  iwei  Factoren 
zerlegt  werden,  wciclie  1)oi(le  g;anze  rationale  alge* 
•  braische  Functionen  dieser  Coe f t i c i e n ten  sind. 
Beweis.    Wir  wollen «eioiual  im  Allgemeinen 

•M  II  M  ^ 

setzen,  und  wollen  annehmen,  dass  die  Factoren  2'  und  ^'  beide 
ganze  rationale  algebraische  Functionen  der  Coefficienten 

<7,  6y  f,  .  .  J,  ß,  C,  .  .  .  P,  Q 

sind.  Mittelst  der  aus  3.  bekannten  Formeln  des  Newton'schea 
Sntsei  kann  man  die  beiden  in  Rede  stehenden  F«ctarea  als  ganze 
rationale  algebraische  Functionen  der  Wurzeln 

ausdrücken,  und  hat  dann  die  identische  Gleichung 

2*5^=s    («  —  x)  (a  —  X)  (a  —  A*)  («  —     .  . 

X{ß-x)  {ß^7.)  iß-fi)  iß-r)  

X{/-x)  C;'-^)  (;'-^)  (/  —  ,').... 

x(cF-xj(()>-x)(<r-/*)((r-»')..., 
X  ......  

welche  also  auch,  wenn  zwischen  den  Wurzeln 

«, . .  .5  «>  ii  ^»  *'f .. . . . 

gewisse  Relationen  Statt  Gaden,  z.  B.  für  a  =  x,  noch  gültig  blei- 
ben inuss.  Weil  dnnii  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  aes<Gleich-. 
faeitszeichens  in  vorstehender  Gleichung  verschwindet,  so  niuss  un- 
ter der 'geuMchlen  V^rauisetsung  auch  die  GrSsse  auf  der  linken 
Seite  des  Gleichheitsseichens,  d.  h.  es  muss  jederzeit  mindestens 
einer  der  beiden  Factoren  des  Products  2^—"  für  a  =  x  verschwin- 
den. Nehmen  wir  nun,  uiu  die  BegriÜe  zu  üxiren,  au,  dass  dieser 
fär  a=5X  yerschwindeude  Factor  der  erste  Faetor  de»  obigen' 
Products  sei,  so  ist  derselbe  nach  einem  bekannten  Satte,  wenn 
man  ihn  als  Function  von  «  betrachtet,  jederzeit  durch  « —  x  al- 
gebraisch ohne  Rest  theilbar.  Auf  der  andern  Seite  kann  2  so- 
wohl als  eine  ganze  rationale  algebraische  Fnuetion  der  €!oeffi- 
cienten  ,  '  , 

^»  ^»  •••/'»  . 

•Is  auch  als  eine  ganze  rationale  algebtahehe  MiotioB.te'CML  * 
ficienten. 

ketnchtet  werden ,  whI  ist  folglick  lowohi  uine  gaaae  ntioaolu 


♦ 

algebraische  symnetrische  Fonction  derWnneln  a,  ß,  Y$  ^f^..» 
als  auch  eine  gnnze  rationale  algebraische  symmetrische  Function 
der  Wurzeln  x,  X,  /w,  v,  .  .  .  .  *).  Daher  ist  JS"'  nicht  bloss  durch 
das  Biuoniium  «  — x,  sooderu  durch  jedes  aus  diesem  durch  Ver- 
tMuebnoff  voo  «  mk.  ^imp  der  WutMln  ^y. . . mid'  dttreh 
Vertauscuuog  von  x  mit  einer  der  Wurzein  1,         . . .  .  sich  er- 

gebende  Binomium  algebraiscli  ohne  Rest  tbeilbar.  Weil  nun  aber 
ie  B/oomien,  welche  man  auf  diese  Weise  erhält,  im  AUgenieineii 
•iiiBtlieli  nifter  eiMsder  ungleich  find,  lo  Biin  S  diudi  du  Pro- 
dact  «Her  dieacr.Biiioni«!!,  ninlieh  dweb  dw  Pfodnet 

(u  — x)  («  — X)  (a  — /i)  (tt  —  v).... 

X(d-*)  (rf-it)  (^-^*)  (d— y).... 

;  X  

d.  |i.  >dare¥die  Grösse  ^,  algebrMSch  ohne  Rest  theitbar  aeiii,  nad 
'wir  aiad  alM,  iadeai  O  eine  gaose  nttesale  algvhtaiacke  PnactiM 

VOD  • 

«»  ß*  y»  ^>  •  •  .$     3»     »•  •  •  •  • 

beteiehnet,  ' 

an  aetien  berfcbügt.  Nach  dea  Obigen  lit  aber 

welches  in  Verbindnag  aiit  der  wrberg^headen  Gleiehnng.^  der 

Gleiehang        •      '  . 

führt,  ans  der/  da  U  nnd  2*  beide^  ganae  fatinnale  algebraische 
Pnnctienen  ven  . 

«» A  y»  d,  •  •  ,|  jf,  1,.^,  r, . .  •  • 

aind,  anf  'der  Stelle  gaas  nnxweideutig  henrcrgeht^  daaa  -U  nnd 
coBStanCe  Gröasea,  £  h.  ?on  den  Waneln  , 

der  beiden  gegebeaen  Gleiehnnge^»  ' nnd  folglich  nnch  von  deren 
Coeffieieaten  ^ 

6,  e,  d,  •  •  •{      JB,  C,  uO«    • «. 

gnns'onabhingig  sind.'  Sctet  aan  ahn 


'*)  Jede  gahie  rauonala  algebraische  Function  iler  Coafficienten  einer 
Gleichung  kann  nämlich  mittelst  der  aus  %,  3.  bekannten  Formeln  des 

'  .  NewtQu'scben  Satzes  als  eine  ffanze  rationale  algebraische  Function 
4er  Summen  der  Potenzen  der  Wurzeln  der  Gleichung  ausgedrückc  wer* 
den,  und  ist  also  offenbar  immer  eine  gaasd  rationale  algebraiaebs 
symmetrische  Function  der  Wurzel». 

•  .  ?»• 


376 

M  isl  der  eine  der  beiden  Factofttn  ^,  ^  nach  dem  VovbergeLen- 
.  den  imner  eine  coutoDte,-  d.  h.  vt>n  den  Coefficienten 

6^  €i     ,  •    Jti       Cf,J^p  \  • . .  - 

der  beiden  gegebenen  Gleichungen  ganz  unabhängige  GfföiMy  wn* 
durch  unser  Satz  nun  offenbar  vollständiff  bewiesen  ist. 

Dieser  Satz  ist  für  die  Theorie  der  Elimination  JeiienfalU,  und 
insbesondere  dcshalh' sehr  wichtig,  weil  durch  denselben  dentlich 
nachgewiesen  Avird,  dass  man  durch  die  in  Obigen  gelehrte  schSne, 
die  Thporip  <ler  symmetrischen  Functionen  vielfach  in  Ansprucli 
nehmende  LIiininationsmethode  die  gesuchte  Eudgleichung  in  ihrer 
einfachsten  Gestalt»  d.  h.  im  Allgemeinen  wenignena,  wenn  nSn« 
lieb  «wischen  den  Coefficienten  der  beiden  gegebenen  Gloicliun^en 
gar  keine  besonderen  Relationen  Statt  finden,  frei  von  allen  in  ihr 
«Dtbaltcncn  fremdartipi^cn  Kactoren  erhält. 

Dass  dies  sich  aber  nicht  mehr  behaupten  lässt,  wenn  zwischeD 
den  Coefficienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  besondere 
Eelationen  Statt  finden,  zpAs^t  Caiichy  «p  dem  Fidte,  wenn  4lie 
beiden  Gleichungen  dfs  zweiten  Grades 

^»  +  flr^  +  Ä=rO,  + 

gegeben  sind,  auf  folgende  Art. 
Nach  ^.  4*  ist  in  diesem  Falle 

2=  (a»  +  ^tt  4- i50       +  ^/^ -H  Ä). 
Weil  nun  ajbet  a  und  ß  :dAe  Wurzeln  der  Gleichung 

sind,  so  hat  Mao  die  beiden  Gleichungen 

aus  deneh  sich  '     '  ^  ^ 

'    «•s±  —  «»--Ä, =  —     —     '  • 
folglich  nach  dem  Obigen 

oder  nach  gehöriger  Entwickclung 

2={A-a)  \{J-a)aß~^{ß-6)  {a ß)l  ^  {ß  ^  6)* 
ergiebt  ^Weil:  ab(9r  pach  der  Theorie  ^er  ßleichuogen 

aß  =  d,  u-^ß^  —  a      '  * 
ist,  so  ist,  wie  man  naeh  leichter  Entwickelung  findet  , 

und  das  Resultat  der  Elimination  von  ^  ans  d^n  beiden  giegebenen 
Gleichungen  ist  folglich  die  Gleichung 

So  lange  nun  zwischen  den  Coefficienten  der  beiden  gegebenen 
Gleichungen  keine  besonderen  Reiationeu  Statt  finden,  lässt  sich  der 
ante  Theil  dieier  Gleiehuvg  vieht  in .  swei  Factoren  sadcgw, 

I 
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welche  ff^anze  rationale  algebraische  FuncHoDeD  der  CoefficieDfen 
der  beiden  gegebeneD  Gleichungen  sind.  Setzt  man  aber  nur 
s.  B.  «sst^ssO,  to- ^BM  llio 

die  beideu  gegebenen  GleiebongeD  lind,'  so  gehl  die  oUge  End- 
gleich  ung  M  die  GleicbuBg  '  , 

über,  statt  welcher  mau  ulsu  eiofucher 

•etsen  kaoB, 

Um  diesen  Aufsatz  über  die  Elimination  niclit  zu  sehr  auszu- 
dehnen, müssen  wir  hierbei  stehen  bleiben,  verweisen  aber  weiterer 
Alwf&hrung  wegen  auf  die  'Abbendlang  Cauchy's,  aof  welclie 
■eben  eben  ia  f.-  SO.  IWBiig  gibDOBinieB  worden  tat. 


I 


lieber  Jacob  ReroouUi's  Methode,  die  Höhe 
der  Wolken  ^  bestimmen. 

Von 

•  ♦ 

dem  Herausgeber. 


Jacob  Bernoolli*«  Methode,  die  Höhe  der  Wölken  an^be* 

stimmen  (Jacobi  Bernoulli,  Busileensis,  Opera.  •  Genevae. 
1744.  T.  I.  p.  )i36.  —  Lehrbuch  der  Meteorologie  von  L. 
P.  Kämtz.  Erster  Band.  Ualle.  1831.  383),  welche  unter 
allen  zn  diesea  Zweek  in  Vonehlajg  gebraehten,  nur  einen  Be« 
obachter  erfordernden  Verfahruogsurten  wohl  noch  tvi  den  genaue- 
sten Resultaten  führen  dürfte,  besteht,  wie  liier  wohl  als  bekannt 
vorausgesetzt  werden  kann,  darin,  dass  mau  des  Abends  nach  dem 
Untergauge  der  Sonne  in  dem  Homn^  -wo  einPnnkt  einer  Wolke. 
Ton  den  Strahlen  der  «Sonne  eijknebtet  au  werdep  anfhSrt,  daa 
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Azfnnth  und  die  Höbe  dieses  Punkte?  der  Wolke  misst*),  so  wie 
anch  die  Zeit  der  Beobachtung  bestimmt,  und  daraus  die  Luge  des 
in  Rede  itebeBdeii  Pnnktes  der  W»lke  in  Ranae  avf  de«  Were 
der  RecbDung  herleitet  Die  von  Jacob  Bernönlli  selbst  a.a.O. 

gegebene  Auflösun;^  dieses  für  die  Meteorologie  in  mehrfacher  Be- 
ziebunff  wichtigen  l'robleius  "*)  scheint  mir  vorzüglich  deshalb 
Diebt  TSilig  itreng  xn  teiD,  weil  Bernönlli  die  Sonne  als  einen 
Punkt  betrachtet,  was  offenbar  nur  bei  einer  robem  Annäherunjf 
snlässig  ist,  und  möchte  auch  in  anderer  Beziehung  noch  Manches 
sn  wünschen  übrig  lassen,  wodurch  ich  veranlasst  worden  bin^  die 
folgende  Anlldtung,  welche  icb,  wenigstene  in  so  Itm  man  anf  die 
Krümanng,  welche  die  vun  der  Sonne  zu  der  Wolke  gelangenden 
Strahlen  wegen  der  Refraction  in  der  Atmo8|»bärc  erleiden,  keine 
Rücksicht  nimmt***),  für  völlig  streng  halte,  aufzusuchen  und  in  ' 
dieser  Zeitschrift  mitzutheilen.  '  Ganz  absichtlich  habe  ich  für  jetzt 
■eine«'  aus  dem  geometrischen  Gesichtspunkte  betrachtet,  völlig 
streno:?*  AuBösung  des  in  Hede  stehenden,  auch  in  rein  niathemati-  , 
scher  Beziehung  mehrfaches  Interesse  darbietenden  Problems  zu 

feben  versucht.  Duss  diese  Außösung  nicht  ganz  einfach  ausfallen 
oiinte,  sebeint]  in  der  Natur  der  Anfoabe  sn  liefen ,  wenn  man 
nämlich  alle  bei  derselben  in  Betracht  l(ommende  Umstände  gehö- 
rio^  berücksigtigen  will.  Späterhin  hoifc  ich  in  einem  besondern 
Aufsätze  auf  dieselbe  zurückzukommen,  um  zu  uniersuchen,  ob  sich 
niebt,  ^ran  nuin  sieh  eine  oder  die  andere  nnr.  näberungawebe 
'  richtige  Voraussetzung  gestattet,  einfiMsbere,  aUo  bei  praktischen 
Anwendungen  brauchbarere  und  bequemere  Auflösungen  gehen  las-  • 
sen.  Eben  so  denke  ich  dann  andere  zur  Bestimmung  der  Höhe 
der  Wolken  Torgeieblagene  Metboden  einec  ^nanern  Unlerancbnng' 
M  unterwerfen. 

«.  2.  ' 

In  dem  Moment,  wo  die  £rleachtuoff  eines  Punktes  einer 
Wolke  dnreh  die  Slrablen  der  Sonne  fttlif  avfiobören  anfangt, 

befindet  sich  derselbe  offenbar  iff  der  von  den  Stra^ilen  der  Sonne 
gebildeten^  die  Sonne  und  die  für  jetzt  als  eine  Kugel  betrachtete 
Erde  f  I  einhüllenden  |vegelfläche,  durch  welche  der  sogenannt^ 
Kernsebatten  der  Brde  bestimMt  wird,  und  unmittelbar  naeb  dem 
völligen  Aufhören  der  ^rleucbtung  tritt  der  in  Rede  stehende  Punkt 
der  Wolke  in  den  Kernschatten  der  Erde  hinein.  Itezeichnen  wir 
nun  im  Moment  der  Beobachtung  den  Mittelpunkt  dor  Erde  durch 
jij  den  Mittelpunkt  der  Sonne  durch  /f,  die  Spitze  der  in  Rede 
stellenden  einhüllenden  Kegelfläche  durch  dep  von  den  Seiten 
dieier  Kegelfläcbe  mit  ihrer  Axe  an  der  Spitse  eingescblosaenen 


.  *)  Wie  man  auf  die  Refraction,  von  welcher  die  ffemessene  Höbe  afd. 
eilt  wird,  Rueksicbt  so  aebmtn  btt,  aoU  mh  SwIimm» dieser  Abband- 

hing  gezeigt  werden. 
••)  M.  8.  Kämu  a.  a.  0.  ' 

***)  Die  Beriicksichtigung  dieser  Krümmung  W&rde  dte'  Kenntnis!  9er 
Gleichung  der  Refraetionseurve  erfordern  und  jedenfallt  in  die  grSiste 
Weitläufigkeit  führen* 
f)  Wie  auf  die  Abvreiebnng  der  Erde  von  der  Kugelgestalt  RüoksiebC  mi 
nebmen  ist,  ward  weitar  unten  genügt  wetdcn« 
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uod  die 

e  TOD  einer  be- 


spitzen  Winkel  auck  dHrch  6%  und  durch  und 
Fnnktc,  w  4«iieD  resafedive  tfie  Brd6  nad  die  Sonn 
Hebim  Seite  der  eiDhmieDden  KegelBäcbe  berührt  werden,  so 
liaben  wir,  wio  nucli  ohne  Fiprur,  die  übrigens  grösserer  DcutlicU- 
keit  wegeu  ein  Jeder  sich  leicbl  selbst  entwerfen  kann,  sogleich 
erhellen  wird,  die  beiden  folfireDde«  Gleiehnngeii: 

•lio,  weil  ^€?— ^Css  — H 


na  C 

üeseicbaet  wn  q  die  aas  den  Epbemerideo  xu  entnehmende  Ent- 
fernung des  Mittelpunkts  der  Sonne  von  dem  Mtttelpunkte^der  Erde 
zur  Zeit  der  Bcobachtunff,  und  A  ebenfalls  aus  den  Epbemen- 
den  zu  entnehmenden,  aus  dem  Mittelpunkte  der  Erde  gpeiebeDeB 
Bcheinbareo  Halbnesser  der  Soime  zur  Zeit  der  Beobachtung^  r 
»her  den  Halbmesser  der  Erde;  so  ist  offenbar  AB  =  Q,  AA,  —  r, 
Bß^=:iQ  sin  A»  "od  wir  erhalten  daher  aus  der  vorher  getun<le- 
nee  Gleicbuog  unmittelbar  die  Gleichung  ^ 

'  '  r  —  p  sin  A   '     ,  . 

'  sin  C  — 

aus  der  sich  sogleich  ^  ' 

1)  sin  £!^s:fin  A  -  ^» 
öde^,  wenn  man  den  UfilfswiDkel  B  mittelst  der  Feraiel 

2)  sio  0  =  y 

berechnet, 

sin  r=siiir  Ä  — ^» 
d.  i.  nach  einer  bekannten  goniometrischen  ForMel 

'  3)  sin  C=28in  i(A-®)  i(A+<^) 
ergiebt,  mittelst  welcher  Ausdrücke  der  für  das  Folgende  wichtige 
Winkel  C  ebne  Schwierigkeit  bereclinet  werden  km. 
»  Hat  nan  aber  den  Winkel  C,  so  findet  man  die  Eetfernun^eo 
u#C7und  BC  der  Spitze  der  einhüllenden  Kegemächc  von  den  !\  it- 
telpunklen  der  Krdc  und  der  Sonne  leicht  mittelst  der  folgeudeu 
ans  dem  Obigen  sich  unmittelbar  ergebenden  Foratelns 

r      -»^     e  siu  A 


f.  3. 

Wir  wollen  jetzt  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der 
xy%  nnnebmen,  dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  der  Erde  sein  ioll. 
Die  Ebene  der  xy  sei  die  Ebene  des  Aequators;  der  positive  Theil 
der  Axe  d«r  »  lei  naeb  des  FrthllngsimBkte  hur  gerichtet,  der 
■osittve  TShell  der  Axe  der  y  aber  werde  so  angenommen,  dass 
laan  aleh,  «m  von  deH  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den 


380 

ffMtiMi  Winkel  {ary)  hisiiiPdi  so  den  iMtÜivett  Tlieile  der  Az« 
der     sn  gelngen»  nach  derselben  Richtung  bin  bewegen  mius, 

nach  welcher  von  dem  positiven  Thetle  der  Axe  der  a:  an  die 
Rectascensionen  von  0  bis  360^  gezäblt  werden,  so  dass  also  der 
positive  Theil  der  Axe  der  ^  durch  den  neunzigsten  G^ad  der 
ReetaaeeDsionen  geht;  der  positive  Theil  der  Axe  der  »  endlich 
liege  auf  der  nördlichen  Seite  der  Ebene  des  Aequators  oder  der 
Ebene  der  In  diesem  Coordinatensysteme  sind,  wenn  a  und  3 

die  aus  den  Epbcmeriden  zu  entnehmende 'Rectascensiou  und  De- 
clination  der  Sonne  inr  Zeit  der  Beobachtung  besdichnen,  nnd  das 
Symbol  q  die  ihm  iai  vorigen  Ptoagmpben  oeigelegte  Bedentnog 
behält,  offenbar 

Q  COS  U  COS  J, 

Q  sio  u  cos  df 
Q  sio  d 

die  Coordinatcn  der  Sonne  snr  Zeit  der  Beobachtung. 
Sind  nun  überhaupt 

a:  =  ß/z,  y  =  As 

die  Gleichungen  der  durch   die  31ittclpurikte  der  ^<io^ue  und  der 
Erde  gezogenen  geraden  Linie  zur  Zeit  der  Beobachtung;  So  hat 
•  mha  snr  Beatiiiinung  der  Conatanteo  M  und  N  ofenbar  die  beiden 
Gleicbniigen 

'  ^  eoa  «  eot  ü^Mq  sin  ^, 

^  nn  a  coa  dssJI^Q  ein  6^ 

«na  denen  aich  • 

üf  =  cos  a  cot  S,  y=  aitt  a  cot  d 

ergiebt^  und  die  Gleichungen  der  durch  die  Mittelpunkte  der  Erde 
und  der  Sonne  gezogenen  geraden  Linie  zur  Zeit  der  Beobonh- 
tnng<ini  Syatene  der  «ys  aind  nlao  nach  deai  Vorhefgebenden 

5)  drssA  coa  u  cot     ysn  ain  a  cot  3, 

Die  Coordinatcn  der  Spitze  C  der  einhüllenden  Kegelfläche 
zur  Zeit  der  Beobaclitun*;^  seien  f.  //,  und  E  sei  die  aus  dem 
vorigen  Paragraphen  bekannte  Entfernung  dieser  Spitze  vom  Mit- 
telpunkte der  Erde;  so  ist  nach  den  Principien  der  analytischen 
Geometrie  bekanntlicb 

+  = 

und  nach  den  Glei'ebnngen  5)  hat  man,  weil  die  in  Rede  siehende 
Spitse  jederzeit  in  der  durch  die  Mittelpunkte  der  Erde  nnd  der 
Sonjae  gebenden  geraden  Linie  liegt,  die  beid^  GleidiangeB 

/"ssA  coa  a  cot  d,  g^k  aili  a  cot  dL^ 

F&brt  man  diea  in  din  vorhergehende  Gleichang  ein^  ao  erhlUt  man 

(1  +  eoa  0*  cot  ^  +siB  OL*  cot  ^*)A*  =s^, 

nlao 

(1     cot  d»)A»  =  A»  cosec  d»  =  E*, 

und  folglich 


Digitized  by  Google 


981 

wo  sich  nun  noch  fragt,  welches  Zeicben  man  zu  n^bmen  bat, 
worüber  Iciclit  auf  folgende  Art  eine  bestimmte  fatscbeiduiig  ge- 
geben werden  kaou. 

Beieichoen  wir  die  dritte  Coordinale  dw  Somn»  wmr  Zeit  der 
Beobechtnig  durch  Z,  ao  i«t  Beck  deii  OliigeD 

und,  folgiicb  «      •    '  . 

-   ,E_ 

Z  — 'v     Q  • 

Weil  nun  aber,  wie  sogleich  in  die  Aogcn  fallen  wird,  A  und  Z 

E 

jederzeit  ent8:egengeaetzte  Vorzeichen  haben,  und  stets  positiv 
ist^  so  J^aon  bloss 

k         E  \ 
sein,  d.  b.  mao  muss  in  der  Gleichung 

das. untere  Vorzeichen  nehmen,  oder 
aetzen. 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  den  oben  gefanilenen 

Gleichungen  7 

f::^h  cos  a  cot     g^/t  sin  a  cot  d;  ^ 
•o  erhftlt  nwQ: 

!/=s— ^  cos  a  i;o8 
gss^ E      a  eoa  «K, 

mittelst  welcher  Formeln  dje  Coordinalen  h  der  Spitze  der 

^hüllenden  Kegelfläehe  im  Syateme  der        aehr  leidit  bereebnet 

%rerden  können. 

Hiernach  kann  min  die  Gleichung  der  einhüllenden  Kegelfläehe 
im  Systeme  der  acysi  leicht  auf  folgende  Art  gefuuden  werden. 
Weil  jede  Seite  der  Kegelflftdie  dqreh  ihre  Spitze  geht,  io  rind 
nach  dem  Vorhergehenden  und  den  Principien  der  analytiaciheu 
Geometrie  die  allgemeinen  Gleichungen  einer  jeden  Seite 

jr— ^=X(n  — 4)  •  ^ 
od*  '  ;  . 

.Gleiduiogen  der  Aze  der  Kegelfliehe  aud  nach  5) 
«ran»  .eoi  0  cot     ysx  ain  a  eot  ^, 
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and  weil  die  Spiteevin  der  Axt  lieg^  so  iit 

'  f^h  eoe  «  cot  «  9\ 


•Ifo  iit 
oder 


Gleichungen  der  Axe  der  KegelfläcLe.  Weil  nun  jede 
Kegelfliäie  mit  der  Aze  den  am  dem  Obigen  beicuiBten 


sind  die  Gl< 
Seite  der 

Winkel  C  einsdilieMt,  so  ist  nach  den  Prindpien  der  nneljtisehen 
Geometrie 

oder 

^_  i/(.r-/)-i-y(y-g)-t-/4:=-/*)i'  

OOS  •  c  = : — ~  ■  


oder 

ftos  V  —  Ä»K«-/)'-i-(y-if)'-i-(*~^J'r 

d.  b. 

7)  ^{(a?~/)»-*-(y-.g')»^-(s-//)»|  cos  C» 

die  Gleiebanr  d^r  einhüllenden  KegelllSeho  im  Sriti^me  der 

mit  deren  TraDsformation  und  etwaigen  Vereinuchong  wir  ans 
.jetzt  nicht  weiter  beschäftigen  wolten. 

Der  Kurze  wegen,  und  um  die  Begriffe  besser  zu  fixiren,  wol- 
len wir  im  Folgenden  annehmen,  dass  der  Beobuchtun^sort  in  der 
nördlichen  Hälfte  der  Erdoberfläche  liege,  wodurch  der  Allgemeinheit 
der  Aaflöson^  offeabar  kein  Bintras:  geschehen  wird.  Um  feroer, 
80  viel  es  hier  thunlich  ist,  auf  die  Abweichnng  d«  Gestalt  der 
Erde  Ton  d«T  Kngelercsf.iU  Rücksicht  zu  nehmen,  werden  wir  von 
jetzt  an  unter  r  immer  den  nach  dem  Beobachtuogsorte  gezogenen 
Erdhaifometser  verstehen,  und  werden  spftterhin  noch  besonders 
zeigen,  wie  die  Grösse  dieses  Halbmessers  dej  IMo  aof  die  din- 
fachste  Weise  berechnet  werden  kann.  Die  sogenannte  geocentri- 
sche  Breite  des  Beobachtungsorts,  d.  h.  den  neunzig  Grade  nicht 
übersteigenden  Neigungswinkel  des  nach  dem  Beobachtungiorte 
gezogenen  Erdbai l^messers  gegen  die  Ebene  des  Aequators,  wollea 
wir  doreh  9  beaeiehneny  aSd  dureh  T  loU'dio  in  randen  ansge- 
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drückte  Sternzeit  der  BeobacbtuDfi^  *)  beseiehnet  werden.  Oiti  f  or« 
ausgesetzt  sind,  wie  sogleicli  io  die  Augen  talUn  wird> 

r  coa  IST  cos  ,  ' 

r  sin  152*  teos  fp» 

r  Bin  ^ 

die  CoordinatcD  des  Beob«cbtiuigsorts«  im  SjsCeMO  der  jrys.anr 
Zeit  der  Beobachtung. 

Legt  man  nun  durch  den  Beobachtungsort  als  Anfang  ein  dem 
Systeme  der  opys  paralleles  CoordiaeteaiTsteBi  der^,y,:£|,  so  bat 
■aa  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordtaatea  die 
folgeadea  gaas  allgeveia  gültigen  Gleichungeot 

[    =5  r  cos  15  T  cos  9-1-^1  > 
8){y=r  sin  IST  cos .yH-y,,  •  -  ' 

Femer  lege  moo  dorch  dea  fieobachtaagkort  als  Aafaag  ein  sweites 

rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  .r,y»x,.  Die  Bbene  der 
;r.f/2  soll  mit  der  Ebene  der  zosammcnfallen.    Der  positive 

Theil  der  Axe  der  ^«  sei  der  io  der  südlichen  Hälfte  des  Meridians 
liegaade  flalbaiesser  des  Kreises«  ia  welcbeai  die  Sphäre  von  der 
Ebeoe  der  a^f^  geschaittea  wird;  der  positive  Theil  der  Aze  der 
werde  so  angenommen,  dass  man  slcli,  um  von  dem  positiven  Tbeile 
)ler  Axe  der  jc^  durch  den  rccLten  Winkel  (^«y,)  hindurch  zu  dem 

EosiftiveB  Tbeile  der  Aze  der  y,  zu  gelanffen,  na^derMlbeD  Richtung 
in  bewegen  muss,  nach  welcner  man  sicn  bewegen  muss,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  durch  den  rechten  Winkel  (^,yi) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^|  za  gelangen^  der 
positive  Theil  der  Axe  der  falle  mit  dem  positivea  Theile  der  Axe 
der  «,  zusammen.  Dies  vorausgesetzt,  hat  man  > nach  der  Lehre 
voB  der  Verwaadtoag  der  Ceordiaatea  die  folgeadea  ^leichaagea: 

cos  15T — y,  sia  157\. 
d)  I  y,  sin  15T+y,  cos  157, 


,  ^  Badlich  lege  man  durch  den  Beobaclitungsort  als  Anfang  noch 
eio  drittes  reclit]iriBkliges  Coordiaateas^sten  der  ^,y,«i.  Die 
Ebene  ilcr  ^r,y,  sei  die  Ebene  des  Honsoats  des  Bcobachtungs-- 
orts.  Der  positive  Theil  der  Axe  der  or,  sei  der  io  der  südlichen 
Hälfte  des  Meridians  liegende  Halbmesser  des  Horizonts;  der  posi- 
tive Theil  der  Axe  der  y,  werde  so  angenommen^  dass  man  sich, 
um  von  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  an  durch  den  rech- 
ten Winkel  (^,y,)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
y,  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung  bin  bewefi^en  muss,  nach 
welcher  von  dem  in  der  südlichen  Hälfte  des  Meridians  liegenden 
fialbmesier  des  Horizonts  an  die  Aslaiadie  voa  0  bis  360*  gezählt 
Tverden ,  wobei  wir  zugleich  festsetzen  wollen,  dass  die  Azimnthe 
von  dem  in  Rede  steheoden  Halbmesser  des  Horizonts  aa  aach 


•)  NstSifieb  Zeit  des  Bsehsshtnagsorls. 
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Osten  hin  von  0  bis  360<*  gezäUt  irenlen  sollen;  der  positive  Theil 
der  Axe  der       sei  vom  Beobacbtongsorte  nach  seinem  Zenith  bin« 

8 erlebtet.  Dies  vorausgesetzt  ist  quo,  wenn  wir  die  Poihöhe  des 
eobnditiingsorts  dnreb  und  die  von  den  positiven  Tbeilen  der 
Azen  der  ar^y,»,  und  .^^j^,«,- eiogeschlossenen,  180**  nicht  über- 
steigenden Winkel  auf  die  aus  der  analytischen  Geometrie  hin- 
reichend bekannte  Wejise  bezeichnen,  wie  nittelst  einer  einfachen 
Betrachtung  leicht  erhellen  wird: 

(y.ar,)=90»,     ,     (y,y,)=0,      (y,«,)  =90%  ' 

und  folglich  Büch  der  Lehre  von  der  Verwandlaog  der  Coordi- 
nateii: 

iof^sssof^  «io.ftt+Sy  cos  0, 
*a  =  —  ar,  cos  cu  +  x,  sin  0). 

Wir  wollen  nun  mittelst  der  im  Vorhergehenden  gefundenen 
Gleichunj^en  ar,y,x,  durch  a;yx  ausdrücken.  Nach  10)  ist  zuvör- 
dernt,  wie  leicht  erhellet, 

OTt  =  ac^  sio  o»  ^     cos    ,  ' 

%^—^L\  COS  tu -|- s.  Sin  w. 
.Mach  0)  ist  aber,  wie  man  eben  so  leicht  lludet^ 

t    JCt=  cos  ISy-t-y,  sin  15 Z*, 

y«s=s  —      sin  IdT+^i  cos  157^ 

*S^*I» 

und  folglich  wegen  des  Vorhe^ebenden 

'   or,  =         ein  a»  cos  15 7*+ o»  siu  151! — coi  w, 

•    y,s=:— W|  ab  15T+y,  coa  15  T, 

X,  =    opi  coa  0»  coa  15 7+ coa  o»  tia  157+ ^• 
fiadlich  ist  nach  8) 

= — r  cos  y  cos  15T-+-a;, 
y,  =  —  r  cos  5p  sin  IST-f-y,  ^ 
» ,  =  —  r  sin  y  -4-  Ä ; 
nad  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  *  , 

=-^r  cos  y  sin  0»  cos  157^ +     sin  cd  cos  15  7* 
— «r  cos  9  iin  0»  HB  157*. -^|f  aio  w  aia  157 
*  +<*  aiii  9  eof  ii»     -  ,       ~  s  eoa  ctf, 

s    r  ooa  9  ain  157  coa  157—«  na  157 
—r  cot  9  ÜB  157  coa  tö7-|-y  coa  157, 


\ 

V 


«^sB-r' CM  sp  eM  ft»  OOS  157^ -H^eoi  ft>  COS  157'  n* 
.«»r  cot  9  CM  of  sio  152P+Jf-  coi  6)  md  .15T  *  ' 
t  — fiD  )p  «0  »  '      .  .  -^««siii  i»!  ^ 

also,  wie  man  nitteiit  einiger  bekannten  gonioaetrii^en  Ponieln 

leiclit  findet: 

<    ♦  •  .  • 

r r  ein (9>— Ai)^!-^  nnw  oosl57r|-y nniii  nn  1$7^— «  coto»^ 
11)  1  y,r=— ein  15T-hy  coalÄr,  .  < 

C  x,=^r  co•(9-■ltf)H-^^eoaa»eoBl52^-ycoaelrinl^^7+«ntttf ; 
oder  avch,  etwaa  grSiserer  Symmetrie  wegen; 

|^r,= — r  8iii(cü— 9))+^  sioai  cosl5T+^sin(tf  8inl5T— X  coao», 
y,=  — ^  sin  15  TH-y  cos  157;  '      '  - 

a,= — r  cos(a> — yj-H«"  cos w  cos  IST-Hycoswsin  IST-J-assinw. 

Das  Azimuth  und  die  llölie  der  Wolke  seien  X  und  /u,  so  sind,  wie 
leicbt  erhellen  wird,  die  Gleichungen  der  von  dem  Beobachtung»- 
orte  nach  der  Wolke  gezogenen  geraden  Linie  inä.  Sjitese  der 

•13)'  coa  X  cot  i»,  yg  :=sx,  sin  jt  cot  /»; 

und  die  Gleichungen  dieser  Linie  im  Syiteme  der  rind  folg« 
lieh  nach  12)  , 

— r  ein  (ot— 9)-|-4r>  ain  u  coa  IST+y  aio  a  ain  157— «  eoa  0» 
s  I — r  «ia  (dl— cos  »  coa  l$T-|-y  coa  »  ain  |5T 

ain  0»!  coa  Jl  cot 
— ^  «in  15T+y  cos  157  '  . 

8EB  {—  r  eoa  (oi-^p) +^  coa  01  «oa'15T-|-y  cos  «i  ein  15T 

+  4  sin       sin  ^  cot  /t«; 

oder,  wie  mau  leicht  findet, 

cos  157X8in  w  —  cos  w  cos-  X  cot  /u)^ 
-f-sin  157X8in  to —  cos  cu  cos  A  cot  /t«)y 
(cos  <tf  +  siD  <a  cos  ^  cot  /*)» 
,^r|sin  (itf  — 9)'— 'COS  (0»—- 9p)  coa  X  cot  |»),  / 

—  (sin  15T+C0S  157  cos  e»  sin  X  cot  )»)df  * 

I 

-f-(cos  157" —  sin  15T  cos  tu  sin  A  cot  /t*)y 
.  —  Ä  sin  oj  sin  /.  cot  fi         '  '  * 

.  .  "   s!;p— r  cos  (a»  —  y)  sin  ^  cot  /i*.  . 

ItorecliniBt  man  swei  Hülfawinkel  \F  «nd  O  aiittelst  der  Forneln 


I  tan^r  7^=:  cos  X  cot  /i*, 
tang  €r  ==cos  cu  sin  A  cot  /' 

ao  enalten  die,  Torhergenenden  Gloicbnugen  dejr  von  deai  J|eohi|9]i> 


Digitized  by  Google 


.  386 

tODgsorte  nach  der  Wolke  jErezogaiea  gtondea  f Jnie  im  Systeme 
der  jpfEk  die  folgende  Ge«tsU: 

cos  151* iin  (w  —  F)      .  «in  157* «in  (w  —  F)       cot  fa— .f)  ,  ^ 

*H  — i::r-s  V  SSTf"*. 


CO»  F 


cos 

—  cos  F     •  » 


sin  (I5r-H6')  _     «08  {\yr±M) 

•  sC  —  — - —  


cos  G 


<  os  G 
cos  (m  —  y)  tang  g 


j^+«-taDg  0»  taog  O 


cos  tt» 


oder 


15) 


je  cos  15T*in  («-/H-y  sin  15Tsin  («— J')— *  cos  (w-r) 

=  r  siD  (w— y— i^, 
l^r  cos  0»  sin  {V&TJ^G)^ff  cos  ei  cos  (15T+6)+»  «in  «i  sin 

'  sssr  cos  (w  —  9)  sin  O,  • 

Unter  dieser  Foroi  kann  man  die  beiden  Gleicbungeo  der  von  dem 
BeobacbtUQgsorte  nach  der  Wolke  gezügencn  geraden  Linie  sehr 
leiclit  nnmeriseh  entwijckeln. 

§.5. 

Der  Ort  der  Wolke  im  Räume  wird  offenbar  dnrdi  die  Pttnkfe- 

bestimtnt,  In  denen  die  ciDliiillende  Kegelfläche  Ton  der  von  dem 
Beobncbtunp^sorte  nacb  der  Wolke  gezoc^pnen  geraden  Linie  ge- 
schnitten wird,  und  wir  haben  also,  wenn  durch  or,  y,  %  die  Coor- 
dinaten  der  Wolke  in  den  Systeme  der  xym  Keneichnet  werden,: 
nach  7)  nnd  15)  die  drei  folgenden  Gleicbnngen  snr  Bestimmung 
der  in  Rede  stehenden  Ooordinmten: 

=      -/)  +    -  ^) + '^')  i  •» 

Ja?  €08  löTsin  (w— jP)-i-y  si»  15 T  sin  (w— /)— *  cos  (tu— 
'1  =rsin(a>  —  y  —  F)y 

Lp  cos  w  sin  (IST-f-  €?)— y  cos  w  cos  (I5r-h€?)+«  sin  «  sin  O 
\  =srcos(ai  —  9)j  sin  &. 

Seilt  man 

I'  iy=— /cos  IST  sin  (w  — -F)— ^iin  15T  sin  {m  —  F) 
-4-//  cos  iuj—F)y 
/  cos  10  sin  (ISr-f-^+tf-  CO«  m  cos  (157+  G) 
sin  Ol  sin  Q\ 

so  können  die  vorhergehenden  Gleichungen  euch  unter  der  fol 
genden  Poim  getcbiiebeB  werden: 
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coi  157  «D  (a»-.#*>-|.^-.^)  tin  157  iw  C»— 
/)  CM  «  IIS  (157h-€?)— (y— ^)  cos  o»  cos  (157-|i.^ 

+  (3  —  //)  8»  «>  tb  G 

=  Ä"-!-  r  cos  (w  —  sp)  sin  <?; 

'  und  dienen  unter  dieser  Form  zur  Bestimmnng'  der  Grössen  a: — 
y  —      %  —      nus  deneo  sieb  dann  auch  leicht  4ie  Coordinaten 
^,  yy  %  selbst  ergeben. 

Oass  Biao  sowohl  bei  dem  Gebrauche  der  Gleichungen  16),  als 
auch  wenn  man  sich  der  Gleichungen  18)  bedient,  auf  eine  quitdra«. 
tische  Gleichung  geführt  wird,  und  dass  es  also  im  Allgemeinen 
zwei  Systeme  von  VVerthen  der  Coordinaten  o:,  y^  %  giebt,  fällt, 
auf  der  Stelle  in  die  Augen,  so  wie  denn  auch  in  der  Thst  die 
einhüllende  Kcgclfliiche  von  der  von  dem  Beolnichtungsorte  nach 
der  Wolke  g^czogcucn  geraden  Linie  im  Allgemeioen  jederzeit  in 
Bwei  Punkten  geschnitten  wird.     Dass  der  eine  dieser  beiden 
Pnskte  insier  fiEer,  der  andere  noter  den  Horrsonte  des  Beobach- 
tungsorts liefi^t,  erbellet  auf  der  Stelle  durch  eine  ganz  einfache 
eometrische  Betrachtung,  und  es  ist  uns  also  hierin  zugleich  ein 
riterium  gegeben,  durch  das  entschieden  werden  kann,  welches 
-  der  beiden  Systeme  Ton  Wcrtben  dar  Ceerdinaten      y,  %  für  die 
Coordinaten  der  Wolke  zu  nehmen  ist,  da  (i!o  beobachtete  Wolke 
natürlich  immer  über  dem  Horizonte  des  Ucobachtungsorts  liegt. 
Um  das  in  Rede  stehende  Criterium  anwendeD  zu  können,  mnss 
man  mittelst  der  Formeln  19)  ans  den  gefundenen  Werlben  der 
Coordinaten  df»  |f,  %  die  Coordinaten  ^t»  yi**t  der  Wolke  in  dem 
Systeme  der  x^y^%^  berechnen,  durch  welche  zugleich  die  Lage 
der  Wolke  gegen  den  Uorizoot  und  Meridian  des  Beobachters  be- 
stimmt wird.  ItMMr  aber  hat  nfan  das  System  ron  Werthsn  der 
acy     Ji  und  4?«,  ^„  n,  als  die  Coordinaten  der  Wolke  su  be- 
trachten,  welchem  ein  positiver  Werth  von  *,  entspricht,  wodurch 
man  die  Lage  der  Wolke  im  ftaume  immer  mit  völliger  Sicherbett 
SU  bestimmen  im  Stande  ist. 

Hat  man  %  und  «,  gefunden,  so  l^ann  man  auch 

die  Entfernungen  R  und  72,  der  Wolke  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  und  vom  Keobachtungsorte  milteist  der  aus  der  analytischen 
Geometrie  bekaouten  Formeln 

nnd 

SO)  il,=:i/ar.* -4-3^.* 

berocfcnan. 

Die  Berechnung  von  R  kann  man  sich  auf  folgende  Art  er- 
leichtem» Man  letse,  was.aflbsUr 'Ttotaitet  ist,  indem  t  v^d  % 
mwci  Hülfrwiiikel  bcieiehiiMi» 


«88"  • 

  ^ 

OPSlmR  tos  ^  t09  Xf  ■  . 

BOiBt 

■itteltt  ivelcher  Formel  man  ^  leicht  finden  kann.   Hat  mtm  ftlier 
M, einlebt  sieb  x  nit^st  einer  der  foJgendeo  Formeloc. 

taog  cos     tang  jj^r^y^iin  $. 

Die  Entfernung  Jl  findet  man  iiierauf  mittelst  eines  der  folgendeo 
Ansdiücke: 

"  ,        eoi  {  CO«  jjf'      ,   «in  {  cos  jf *         sw  x' 

Die  Uebereinstiinaiung  der  durch  diese  verscbiedenen  Formeln  ^e- 
fvndenen  Resultate  mit  einander  ist  ein  Criterium  f&r  die  Ricbti|g< 
keit  der  geführten  Rechnung.    (Jeberhaupt  sind  abo  die  inr 
recbnung  von  /{  erfurderlijcben  Aasdrücke: 


Auf  äbnlicbe  Art  kann  man 


CO«  f  cos  jif*         «in  {  coa  *         sin  jjf 


cos  ^,  cos  jr„ 
Sf.ssit,  sin  5,  cosx 
sin  Xt 


8cf7on ,  und'  bat  dann  xnr  Berecbnong  von        die  folgenden 

Formeln: 

iang|.=|«; 


2Ä><t*»ff  JT«         «0»  Im  toBg  ;rg  =^  sin  , 

lÄ  — — .£1—  jt  —     y«  — 

^'*^»  —  cos  I,  «OS  X*      •  —  «in  f,  CO«  /,*       ""«in  j 


fr.  6. 

Die  meiste  Schwierigkeit  macht  natürlich  die  Auflösung  der 
drei  Gleichungen  10)  oder  18),  wobei  man  sich  iodess,  wie  es  mir 
«elieint,  sn^BeknUissig  auf  folgeotle  Art  veriialttti  kMia. 

ZoTörderst  selse  man  der  Küne  wegea 


t 
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«8SBCM  IdT.mm  («-n/'); 
l»s=Äil«raln(«  — iP) 

'j)  =if •+•>  aio  (o)  —  9>  —  F) 

— cos  w  cos  (15r+ 

^  a)'=Jf-i-r  cos  (w  —  y)  sin 

DtDii  erbalteii  di«  GleEcbuqgeii  18)  folg«jtode  Gettelt: 

+    — — cos  ' 

=  {/(^ -/)  +  ^  -  ^)  ^- _  ^)| . 

-/}-*- iö'(y-g-) -t- S'(»-iS)=2>V 
Setien  wir  nun  aber 

s~ii=ri>  ein  F 

so  nehmen  die  Toratelienden  Gleicbnogeo,  wie  m%n  leicht  findet, 
folgende  Geitalt  an:  « 

!/coe  17  eoi  F+^tln  ÜTieoi  F+il  ein.  Fsssb^^  eoe  C 
(31  cos  reon  .F-l-8  ein  CTcoe  F+C  ijn  F)Ps=52>' 
cof  1^  CM  Fh-»'  ein  (T  cei  F-|^C'  «in  'r)P=Tf 


25) 


:and  anc  diesen  drei  Gleiebnngen  müssen  die  Grössen  £/;  F  ber 
stiniHt  werden. 

Ana.  der  iwelten  und.  dritten  GleicbuBg  folgt 


2«.  .        H  cos  £/  OOS  y-h  ö  sin  t/  eos  sin  #^ 

^'   '  '    " 

5Jl'  cos  U  cos  F-i-©'  sin     cos  sin 
Also  ist  ' 

'   g  cos  r/"  coy  r-4-  g  sin  <y  cos  T-^-  g  sin  F  J) 
21'  cos  U  cos  f-i-^ö'  sin  U  cos  f'-*-^'  sin  F —  W* 
oder,  we^in  wirrer  Kürze  wegen 

29)|®=a32)'-iö'2)  ' 

aetien, 

F4-<9  nn  U  9^  F-|-4;aii  F«s0$ 
nMOU,  M 
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■nd'  wir  kabeii  also  jetzt  zi^ischaB  das  MImi  GiVmwb  V  nad  Y 
dia  swai  folgenden  Gleichungen: 

,^  cos  ü  cos  V-\'g  »in  U  cos  FH-^  sin  V=zt:£  cos  C, 

30}  • 


C08  fr  CO!  F+.0  sia  1/  cos  .F+^  rin  F=sOs 

aus  deaan  die  beiden  Grössen  U  und  F  bestimmt  werden  müssen. 
Hat  man  (/  and  ao  findet  naa  P  mittelst  eiaer  der  beidea  Fpr* 
mela  28).  '  -         .  . 

Setaea  wir  der.  Kthrae  wegen  -  . 

31)  i  =  z*z  E  cos  C, 

so  werden  die  beiden  vorhergehenden  Gleichungen 

ff  cos  /7  cos  F+    sin  ^7  cos  F+  ä  sin  F= 


[.g  €08  1/  COS  F+®  MB  ^  cos  F+f»  SIB  F=0L 

Ana  dies^  beiden  Gleichungen  ergibt  sieh  aaf  der  Stelle 


f  ras  U'+'g  sin  f/  .  i  —  h  sin  y 
g  cos  V  -t-^  siu  |)  siu  F.  » 


und  hieraus 


sta\  «:»  F*-*  t'(8  cos  t/-h@  sin  t;) 

«B  »'S*  — (_/^_ä8)  cos  £^-hM-A@)  sin 
Ferner  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  32) 

>lg)  eos  CTeos  V-hig^—A®)  sin  £^  cos  F=«$, 


«nd 


S^cas  F-.^_^g^  cos  4/^-4-(ff|>-4©i  sin  IT 

Dardi  Verbindung  der  Gleicbnngen  33)  und  34)  ^erhlU 
aber  augcnblirklich  die  bloss  noch  die,  eine  nnbekaante  Grösse  ^ 
enthaltende  Gleichung  '         %  ' '        ,  * 

35)  iM^'H-ffl  CO*  1^+9  eiB 

=  |C/3&-il8)  cas  U-hig^-m  MB  «r|», 

aus  welcher  also  U  bestimmt  werden  muss.  Hat  man  aber  Uj  so 
findet  man  F  mittdst  einer  der  beiden  Gleichungen  33)  und  34), 
oder  hesser  iaittielst  der  aas  denselben -sieb  anmittelbar  argebendea 
Gleichnag 

die  BMB  avcb  aater  der  für  die  Reebaaag  beqaeaieMB  Farn 

-    37)  tang  Fä— ^  cos  17— |^  sia  U 
sehreiben  kann. 

Vorzüglich  kommt  es  nun  auf  die  Bestimmung  der  Grösse  U 
aas  der  Gleiebaog  35)  an.  Dkse  Gleicbutig  bringt  man  leicht  auf 
die  Farai      ,  ,  / .  ,  •  . 
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«kr,  Ml*  4«r  Kiin»  wegen 

gesetzt  wird,  auf  die  Form 

40)  |{  +  ^  cos  £(>-h9»  sin  £7^+292  na  fTcof  £^=0. 

BelumitUch  ist  aber 

•  '  '     '  ria    i-i-eos  2i;r 

eos  £/=  =  --5-5  ^,  , 


sin  £7*  = 


2. 

1  —  cos  2Ü 


2  » 

28in  U  cos  £7=  sin  2£7;  ,  - 

und' 'die  obtg«  Gieichnog  kann  daher  anf  die  Form 

41)  2ÄH-8-t-9» -§-(«  — 3»)  cos  217+^^  sla  2I7;=:(P 

gebracht  werden.  Um  aus  dieser  Gleichung  U  zu  bestiaimeiiy  lie 
rechoe  »aa  den  flnlfyvinkel  W  mittelst,  der  Fomel 


SO,  ist  nach  41) 


d.  i. 


'     291  '     eos  ÄT 


und  folglich  *'• 


mittelst  welcher  Formel  17  gefunden  werden  kann,  so  dass  also 
jetst  msere  Aufgabe  all  .TOllstiadig  ufgeWst.  so  betracbteB  itly 
obgleich  über  dieselbe  nocb  versehiedene  BemerLiiogeB  zu  mac^ei^ 
siad^  anf  walcbe  wir  jedacji  frst  waiter.uatea  Imaaea-  wcird^« 

-.  ■     ^  /    '  .  .  ■ 

.    •  .  '  .       §.  7. 

Zunächst  kommt  es  jetzt,  wobei  §.  4.  zu  vergleichen  ist,  nocb 
darauf  ao,  dass  wir  xeigeo,  wie  aus  der  ffegebenen  Polhöhe  at  des 
^Beobaebtaagsorts  dessea  gapetatHieb^  -l^ite  9,  od^r  umgekebrt 
'ans  der  geocentriieb^  Breite  ^  dkf  Polbliba  a»^  aad  wie  sodaaa 


I 


ü)  und  cp  der  nach  dem  Beobachtmigaorte ,  gesogene  £rdbelb- 
measer  r  geninden  werden  kann.  '  ' 

Zu  dem  Ende  nehmen  wir  die  duroli  den  Beobachtongsort  und 
die  Erdaxc  gelegte  IVIeridiancbene  uls  Ebene  der  rechtwinkligen 
Xyund  den  Mittelpunkt  der  Krdc  als  Anfang  dieser  Coordinaten 
an.  Die  Axo  der  X  soll  die  Durclischnittslioie  der  Ebene  der  XY 
mit  der  Ebene  des  Erdäquators,  und  die  Axe  der  F  soll  die-Brdaae 
sein.  Die  positiven  Tlieile  der  Axen  der  X  und  Y  sollen,  was 
offenbar  vcrstattet  ist,  so  angenommen  werdeu,  dass  die  Coordina- 
ten des  Beobachtungsorts  in  diesem  Systeme,  welche  wir  im  Fol- 
genden durch  die  Symbole  X  nnd  Ir  iMlbst  bezeiobnen  wollen» 
beide  positiv  werden.  Dies  vorausgesetzt  haben  wir,  wenn  der 
Halbmesser  des  Aequators  der  Krde  und  die  halbe  Erdaxe  respeptivc 
durph  a  und  ^  bezeichnet  werdeu,  zuvörderst  die  folgende  Glei- 
clinng:' 

Femer  ist  die  Gleichung -der  dnrdi  den  Beobaehtnngiort  auf  sei» . 
nen  elliptischen  Meridian  gesogenen  Normale  aaeh  den  Principien 
der  höhern  Geometrie 

wo  die  veränderlichen  oder  sogenannten  laufenden  Coordinaten  in 
dem  angenommenen  Systeme  durch  die  deutschen  Buchstaben  X 

und  ^  bezeichnet  worden  sind,  und  der  DifTerentialquotient  ^ 

aus  der  Gleichung  44)  entwickelt  werden  muss.  Weil  nun  be- 
kanntlich die  Polhöhe  cd  der  neunzig  Grade  nicht  übersteigende 
Neigungswinkel  der  durch  den  Beobachtungsort  gelegten  Normale 
des  Erdspbäroids  ^egen  die  Ebene  des  Erdäquators  ist,  und  die 
Coordinaten  X,  1  uuch  der  oben  gemachten  \'uraussetzung  beide 
positiv  sind;  so  ist  nach  der  aus  der  analytischen  Geometrie  be- 
kannte Theorie  der  f^raden  Linie  in  der'ßbene  offenbar 

dX 

46)tODgo»  =  — ^ 
Fhraer  ist  aher,  wle  aogleieh  in  ^e  Angen  fidlen  wird, 

47)  tang  SP  =  ^,  .  . 

und  nach-  den  Gleiehnng;en  46)  nnd  '47)  haben  wir  daher  die  Re* 
lation 

'  tang  «j  X  dX 

Differentüren  wir  nun  4ie  Oieicbnng  44),  ao  erhalten  wir 

'      '  ■  •       ^      ^  —  ^1 

X  '  äX""  m** 


und  folglich  nach  48) 


49)  i?5Si!=ü; 

' tang  «»      «> ' 
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50)  UDg>  =  ^  taug  w,  taog  w  =      tang  9» 
'  »der,  w«iui  nw  du  augmiiBte  Abplattaug  •  ■  ^  - 

■eilt» 

51)  taDg9>=(l— «)•  taagiii,  Wgy=S(t_^)«- 

Der  nach  dem  Beobacbtongsorte  gezogene  Erdradius  r  kana 
BBB  aber  saf  fotgeade  Art  gefiiaden  werden.   Weii  nach  47) 

ist,  ao  iat  paeh  MJ 

VBd  folglich 

Nbb  iat  aber 

r«  =s  X»  +  1*  =        +  t»n|r  »•)  =  ^* 
Alwrist  '      •  •  \ 

#  ■  ■  • 

Auch  ist 

 ^^T-  • 

*  •  cos     -|t  -jTj  sin  9*  • 

Nach  49)  iä(  aber  ^ 

•  •  '  •  *'     <l*          tang  üi         sin  w  cos  >f       ^  •       *  ' 

J»  lang  ^      «Q»  ■»  ain  I 

'  nad  folglich 

ö'     .       .       cos  Cl>  .  .     .  •  \ 

d.  ^. 

a>    .      ,      cos  9>        .  . 

coa  SP*  -H  igä  «in  SP'  =         coa  (a>  -  y). 

Alio  iat  Back  dem  ?oiliergehendeB  offeabar 


53)  r=a\/—r^  ^ 

'  r  eoa  («— ^)  eos 

Wittelat  welcher  Fonael  der  nach  dem  Beobachtangsorte  gezogene 
Brdhalliamwr  r  fawsr  aehr  leicht  mit  Hülfe  der  Logaritamen  aue 


m  \ 

dem  Halbmesser  a  des  Aef^uators  uod  aus  oi  uad  jp  berechnet  wer- 
den kann. 

••    •       .  •     '     .        ,  • 

§.8. 

Besserer  Uebersichtlicbkeit  des  Ganges  der  Rechnung^  weg-en 
woUeD  wir  dud  noch  die  sämmtlicben  l^ormeln^  welche  mao  bei 
der  Ausführung  der  RechnnDg  in  AnWenduosp  zo  bringen  hat,  hier 
sasamroenstelleu ,  welches  aych  deshalb  nothwendig  ist,  weil  wir 
zu  der  obigen  Auflösung  noch  einige  nicht  nnwichtigerB^merküB- 
gen  zu  luachen  haben.  '  ' 

-    Als  gegeben  werden  die  folgenden  Grössen  angenommen:  , 
-  Del-  UalbmeMer  des  Aeqnaten'  der  Brde  =s0l 
Die  halbe  Erdaxc  =l>. 
Die  Polhübe  des  Beobachtnngsorts  ==(tf* 
Das  Azimuth  der  Wolke  =A. 


Die  H6be  der  Wolke  sns/». 

Die  in  Stunden  ausgedrückte  Sternzeit  deriBeobachtung  =  T. 

Ausserdem  muss  auch  noch  die  geographische  Länge  des  Be- 
obachtungsorts wenigstens  näherungsweise  bekannt  sein,  damit 
.man  ans  den  Bphemeriden  nit  der  erforderlichen  Schürfe  fSr  den 
Zeitpunkt  der  Beobachtung  mittelst  der  bekannten  Interpolations« 
methoden  die  Rectascension  a  und  die  Declination  S  der  Sonne^ 
ihren  aus  dem  Mittelpunkte  der,  birde  gesehenen  scheinbaren  Halb- 
negner  und'  ihre  fentfernung  q  von  den  Mittelpunkte  der  Erde 
berechnen  kann. 

Nun  berechne  man  zuerst  die  geoceiitriscbe  Breite  9>  des  Be- 
obachtungsorts mitteist  der  Formel 

.tnng  9=^  tang  »,  ; 

oder  mit  Hülfe  der  Abplattung  '  ' 

mittelst  der  Formel 

tang  9) 5=  (l  —  I»)*  tang  w. 

*  • 

Hiernnf  sncbe  man  den  nach  dem  Beobachttagiorte  gefogenen. 
Brdradina  r  mittelst  der  Formel     .  - 

r  eos  (tt>— 9>)i  cos  9 
Dann  berechne  man  den  Hiilfiiwinkei  B  mittekt'der  Formel 

*  *•  •  ' 

sin  0  =  — , 

.        '  y 

nnd  hierutf  den  Winkel' <^  und  die  Entfernung- j&  mittelst,  der 
Formeln 

sin  C'ssd  sin  i(A— ^)  cos  i(AH-^) 

und 

r  ^ 
sin  C* 
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Hätte  man  in  Folffe  der  Eiorichtung  der  Ephemeriden  aus  densel- 
ben nicht  die  Entfernung  ^  der  Sonne  tpn  dem  Mittelpunkte  der 
Erde,  londem  die  aogenaiiiile  Borisontalparallaxe  H  der  Senne' 
'nnter  dem  Aeqnator  genomnienj  -so  irüre  =  .  • 

am  i/=  — ,  also  q  =  - — =, 

(»  '         ''^     sin  JI  ... 

,nn4  lelglicb  der  flülfiMrinkei  &  mitteilt  der  Formel 

.  sin  »in  H 

bereclmen. 

Nun  berechne,  man  zunächst  die  Coordinaten  /*,      h  mittelat 
der  Formeln, 

f'=i'—E  cos  a  cos  ^,  .  '  . 
g'=  —  E  sin  a  cos  ^,       *  ' 

■nd  die  Hfilfinrinkel  F  nnd  G  nutteUt  der  Formeln 

tang  F  =2  cos  X  cot  /*, 
tang  &==i$os  AI  sin  ^  cot  f». 

Itenn  sndie  ^  die  HüUsgpVasen  9»  9»  9»     mktalil  .  der  Formel» 

81=     cos  15  r  sin  (ü»  —  /'),  . 
35=     ßin  15r  sin  (w-T-/'},  *        ,  , 
S  =  —  cos  (w  —  /'j,  *  - 

(g=     sin  (an— «p  — JT); 

nnd  die  flüUsgrSisen.SI',  9'«         mlttebt  der  Formeln  /  , 

.    5l'=     cos  ft)  sin  (15T4-  ö^,      -  ' 
S5'  =  — cos  CO  cos  (IST-f-G), 
(^'=    sin  I»  sin  €7,  • 
({'s    eeii  (a>  — 9>)  sin  G\ 
bierenf  die  .BiilfigrSsiien  Z)  nnd  SD^  mitleiat  der  Formeln  . 

dann  die.  HüIfiBgrttssen  %  ®,  ^  mlttelsc  der  Formel» 

j£j=       -         .  ..  ,   '  . 
womus  man  mittelst  der  Hülfsgrösse 

*  »  =  ±1?  cos  ' 

fsmer  die  Grössen  it,     9»,  9t  mittebt  der  Formeln 


findet^  hierbei  aber  zu  bemerken  hat,  dass  jede  der  GrSiKii  8, 
ÜJ?,  9?,  wenn  auch  %  zwei  Werthe  hat,  doch  nur  einen  Wertk 
bat,  weil  in  den  vorhereehendeu  Formeln  nur  «'*  vorkommt; 
Hierauf  sucht  man  den  Uülfswinkel  W  mittelst  der  Formel 


■i|d  daia  ü  nittelst  der  Foniel 


sio  (ir+2£^)=:p 


CM  W. 


BesdebDet  nun  Si  den  Werth  von  1F+  2^,  welcber,  absolat  ge- 
BommeB,  an  kleiuten  igt,  lo  ist  beltoontlich  entweder 


oder 


wo  k  jede  positive  oder  Begative  ganse  Zahl  beseiebnen  kaan, 
und  folglich  eatweder 


» oder 

r 

alao  entireder 
•der 


%ütrz      + —  (Ü  +  IF)  5 


Folglich  ist  entweder 

-  sin  i^=(— 1)*  sin  ^(fi  — W), 

•cos  £/==(—!)*  cos  ,  ■ 

oder  * 

eio  ^7=b(-  1)*  aia  K»-.fi— 

alio  oaeb  dem  Obigen  entweder 

i\%  cos        — /F)-f-®  sin        — ^){ 


iia  r=s— 


(/|>-A8)  CO«  i(Ä-Är)-|-(g^-4(»)  «in  Mä-JF)' 

ce.  F«(-l)*.,^5^^  

ede/ 


(/^-A8>cot  4<Ä-7F)  +  Cff*-A@>  ein  ^SL^W) 
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«97' 

'  '  ' 

^  -W^  »{8  coa       — il  — Üp-H®  sin  ^(n  — i^  — 

'^—MJ*  •  (/^-Äg)  cos  i(«-Ä-ÄP^)-h(^|>-A®>  siaK»-Ä-/r>- 
Folglich  ist  entweder 

;T  ÄS)  cos  ii£l-fr)^igi>-h^)  sin  i(Ä-"^' 
ün  V  '   »fi  lin  ^(Sl—ffT)  - 


aio  r=r- 


»{8  cos  i(£l—fr)^etin  Mü-rjft)i 


COS  C/  COB         (/|>-Hig)  cot  «bl  ^»-Ä=TF)» 

»■77  C08  fr—  te«in  4fa-il^lF)r   

pJ_  «}g  cos  — sin  ^(tt— iz  — ^){ 

^  .  _  '  •  »  - 

Denkt  man  sich  nun  diese  AusdriiclM  io  dl9  MM  dmn  OligSB 
beluuiDteB  Ausdrücke  von      nämlich  in 


%  cos     cos  F-^^  sin  17  cqs  f-t^d  aiti 

5D' 


a'  cos  U  cos  sin  4/  cos  f'-f-^'.sin  T 

eingeführt,  und  dann  die  Producte 

P  cos  U  cos  F,  P«B  £7 CM  r,  Pill  r, 
»In  die  Werthe  won  ♦  *'  . 

entwickelt«  lO  iat  kler,  4ms  die  Grösse  •  ganz  aus  der  Recbnun« 
ktenMfiOlty  BDd  man  delier  fdr  jede  der  DiiferenMn 

nicht,  wie  es  nach  dem  Obigen  scheinen  kÖDute',  vier,  sondern 
bloss  zwei  Werthe  erhält.  Zugleich  erhellet  aber  auch  aus  dem 
Bisherigen  mit  völliger  Deutlichkeit,  dass  man  für  U  bloss  die  bei- 
den Weftbe  iiQ^W)  nDd^()r~fi— IT),  oder  dess  man  bloss 

UC'^-Ä-IT)  .  .. 

SU  setzen  braucht.  . 

Hat  man.  Uy  lo  find^  man  Tum  leichteeten  mittelst  der  aus 
dem  OUgen  bekannten  Feimel 

»wg  F=»— I  cos  U-.^  sin 


Ist  der  Werth  Ton  F,  welcher,  absolat  gtooiBBeiii  an  JUeia* 
sten  ist)  so  ist  bekaoDtlich  allgeiuciu  ,  *    *.  :  * 

wo  k  jede  positive  oder  negative  ganxe  Zahl  sein  kann,  and 
folglich 

siQ  r=(--l)*  sie       cos  F=(— 1)*  cos 

woraus  man  sieht ^ass  die,  geraden  und  ungeraden  Werthen  voq 
k  entsprechenden  Wttth«  Tttii .  ain^  nnd  coa  V  immer  entgegen- 
gWftzte  Vorzeichen  fcaben.   Ob  man  nun  für  k  eine  gerade  odtBT 

ungerade,  übrit^ens  an  sich  wiltkühriiche,  ganze  Zahl  setzen  muss,~ 
ist  nach  den  V  orzeichen  zu  beurtheilen,  weiche  sin  F  und  cos  F 
zufolge  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Formeln  •  ^ 

.     ^   «(g  cos  sin  U)  

am  cos  ü^{g^-m  sin  MP 

liaben  nüsaen.  Weil  nän  'aher  nach  dem  Vorhergehenden  hekannt- 

licb  sowohl  f=:J&cos  als  auch  f  =  —  ß  cos  6' setzen  kann, 
es  aber  auch  ganz  gleichgültig  ist,  welches  von  beiden  muD  tbut, 
da  i  am  Ende  aus  der  Rechnung  ganz  herausfi^Ut,  so  kann  man 
•fMar  Imner  . 

setzen.    >  ^  .  •  >  . 

'  Hat  man  auf  .diese  Weise  auch  V  gefondeo,  ao  beredüne  mn 
P  mittelst  einer  der  beiden  Formeln 

'       '  •  •  

eos  O  coa  F-t-«  sin  U  cos  F-i-C  sin  f 

P  :  

— 21'  cos  Ü  cos  F-H«'  sin  U  cos  F4-(i'  sin  F* 

und  l^erauf  die  (Differenzen  x-^f^'y — «  —  h  mittelst  der  For-  ^ 
mein  ' 

'  ,  _  3C  —  /*=  P  cos   II  cos    F,  '  . 

y  —  g"  =  /*  sin      cos  .F, 
x-'h^P  sin  FJ  * 

odeir  die  Cdordinstea      y.  x  'mittelat  der  Formeln 

^  =/-+-/*  cos  i/^  cos  F,  • 
ysr/f+Psio  U  cos  F, 
x=ii+/*ain  T.  ' 

Dann  berechne  min  ^i,       x,  mittelst  der  Formeln 

sin  (tu— 9>)-|-^  sin  o»  cos  15 7^-^  sin  m  sin  \^T—x  cosctf» 
y,ss— ^  sin  15r-f^  eof  15r» 

«,= — r  eoi  (oi—y)-!'«  cos«>  eoa  l&2H-y  coi m  ein  15T«-Hi  ein e»; 
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und  behalte  bloss  dasjenige  der  beiden  Systeme  von       y,  a  und 
y»>  ^«  l^^i»  welchem  ein  positiver  Werth  von  eutspricht. 
Nnii  b«recluie  mm  eodlicli  floeli  it  und  ü.  auttdit  dfr  For* 

■ein  . 


Bid 


cos  i  cos  sin  i  cos 


sinjif 


»  »  n   


COS  ^,  CO«/,'     •      sin      cos/,*  • 

Auf  diese  Weise  tat  nnn  die  Lage  der  Wolke  im  Reue  ypUkea-. 

neu  bestimmt 

Will  mnn  die  fs^emcssene  Höhe  der  Wolke  von  der  Strahien- 
l>rtc|iun|;i^  befreien,  so  muss  mau,  wie  hier  aus  der  Lehre  von  der 
terrestrischen  Refruction,  die  doch  *)  bei  uoserm  Problem  jedenfalls 
ia  Aliwendung^  zu  bringen  ist,  ale  bekannt  vorausgesetzt  werden 
VoTin,  die  horizontale  Entfernung  der  Wolke  von  dem  Beobach» 
tungsorte  wenigstens  näherun^sweise  kennen.  Um  daher  im  Stande 
zu  sein,  die  Refraclion  in  Rechnung  zu  bringen,  kann  man  nur  so 
verfahren,  das  nian  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  ffcgebenea 
Anleitung  zuerst  mit  drr  uncorrigirten  Höhe  der  Wolke  deren 
Coordinaii^Q  y»,  berechnet,  und  daraus  die  horisontale  Ba1> 
iernung   ' 

«o  .dpa  obeie  edier  ostcre 

den  der  Broch,  -—r 
cos 

'  der  -W^lke  von  dem  Beobachtungsorte  herleitet, '  dann  *die  geaiea- 
aenc  Höhe  auf  die  aus  der  Geodäsie  hinreichend  bekannte  Weise 
mit  JHUlfe  des  bekannten  Cucfficienten  der  terrestrischen  Hefraction 
we^en  der  Strahlenbrechung  corrigirt,  und  hierauf  nach  der  im 
vengen  Plbragraphen  gegebenen  An&itäng  mit  der  corrigirten  H8he 
de^  Wbike  deren  Coordinaten  von  Neuem  berechnet,  wobei  wohl 
kaum  noch  besonders  homerkt  zu  werden  braucht,  dass  man  dieses 
Verfahren  nach  der  bekannten  iMethode  der  successiven  Näherungen 
^ltebig  oft  wiederholen^  odor  beliebig  weit  fortsetsen  1»bb. 


sec  g,*±sdl 

^gOMMien  werden  niosa,  jenech-. 
oder  eine  negative  €rr58ae  iat» 


*)  .Nicht  *die-asttoneiriJMihe  ReAketion. 
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xxxu. 

Au^aben  über  das  Maximum  mid  Minirnnm^ 

VOD 

Herrn  L«  Mossbmgger 

Ui|ir«r  der  UttliMutik  «i  der  GuitwiMehuU  in  Autu: 


I. 

Es  ist  eiD  rhombisches  Octueder  get^ehen:  es  solldaa 
grbsate  dreiacLsigc  Ellipsoid  io  dasselbe  heächriebea 
werden; 

E».  Ml  ABCDEF  (Taf.  V.  Fig.  1.)  das  gegebene  Octoeder; 
nehmen  wir  seine  drei  Diagonalen  AC^  BD,  EP  respective  altf 
Acbsen  der  a:,  y  und  ihren  Üurclischnitt  O  zum  CoordinatenaO'- 
iMgf,  and  lelMD  AC^%$,  BDssift^^  JE^=i^i  lo  «rlulUB  irir 
für  dw'GIeklmiigen  eeiiier  Seitenjlttelieii  folgende: 


Die  Gleicbun|{  der  Fläche  ABE  ist:  x 

* 

-  -       -    ABE  „  « 
-      -    CDE  „  X 

-  -      -    BCB  „  M 
-  .     -        -      -    ABF  „  M 

-  .  -      -    ADF  »  » 
.        .         -       «     67/?/^  „ 


ey  _^  em 


k 


«0 


cor 


...1) 

>  I 

...3) 
..:4) 
...5) 
.•;e) 
...7) 
...8) 


Bezeichnen  wir  mit  .r,,  y,,  y,,      ;        y,,  js,;  0^4,  y«, 

»4»  ^i'r  -^6,  ye»  »e;       y»»  »7»  -2^1,  yi>     die  Coordi- 

Dftten  der  Jtierührun$;spunkte  des  Ellipsoids  mit  den  reapectiyen  Sei« 
teotiCilieB  ABB^  CDF^  ABE^  BCF^  CBE,  ABF,  BCB,  ABF\ 
eo  kaben  iHr  folgiende  Bedingnngigleicliittgea » 
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«  —    SS  « -f- (Sf^y,)*  ~  (jr— «rj 

.       ««=    T(y—jr«)  —  -j 

-  |r(y— y.)-i-^(a?— 4P.) 

Aua  diesen  folgt  aber,  dass: 

•     <«?i  -=?         .  yi=a— y«  »I» 

yi  =   y«>  «1  -J 

^.as  — dr,, 'y,s  —  y„  «,  SS  »,;| 
Ä*,,  yi  =  —  y,,  *,  =  -*-«,.] 

Schon  aus  diesen  Glcickuogen  zwischen  den  Coordinaten  der  Be- 
rühr u  auspunkte  können  wir  scliliessen,  dnss  der  Mittelpunkt  des 
Bllipioidfl  im  Coordinaten -Anfang:  0  liegt;  wir  wollen  jedoch  die- 
•M  genau  auf  rein  andytiseliefli  Woge  nocIiwoiMn. \ 

£8  sei  nänlicli:       ^  ^  *  .  . 

Ä»^  4-  ^y*  +  -f  -  W,je%  -t-  2^ys 


•  •  ■ « 


J      . llf 


die  Gleichung  des  gesuchte'b  Eilipsoidsi  so  ist  die  Gleichung  der 
Bhmt  wtleh^  diemTÜche  bertthrt: 

*^2'=:(^-jiL')(^)+(y-y')(S)..;.ia).  , 

wo.  X',  F> .  Z'  die  Coordimklen  dei  Berfihrungspunktei  tind.  Wir 
finden  nber 

W"^""AH-if*-l-t''yH.^'»  ^B-H^tf-HCyH-iT* 

Seil  nnn  die  cfite  der  l^henen  in  9L.(aleo  die'  Ebene  ABEj  das 
Gllipioid  'im  Punkte  yi,  berlthreny  eo  anst  jene  Gleimeg 
mit  der  .in.  12.  idenliach  «ntty  wnm  wiir  ia  diein  «•  Mehen  go- 
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fondenen  WerChe  vtn  (^)  nod  (^)  einfUbrea»  m'd  alidann  ftiitt 

OF,        die  GoordiBaten  a:i,  y^t      det  BerfihrDDgspunktoi  mImb; 
d«diire]i_efe'halteii  -frir  dber: 

c      Bwt-k-^Jft+Cnx^V    g  Cr  1 4-  ^9x  -f- . 

. '  öder,  -vrie  sieli  hien^s  leiehft  ergiebt,  .  . 

Ebenso  erhalten  wir  mittelst  der  übrigen  Gleichungen  in  9.,  wenn 
wir  die  in  10.  gefundenen  Gleichungen  zwisclien  a:^^  Vi*  *\i 
•^3)  y^i  *i  n.  s.  w.  berfieksichtigen: 

{B'c—J'b)a:,-\~{C'c-Bf^)y,-\-{yic—ab)%,—{A''c—B'lf)=^.^^^^ 
{Be-^A'6)a;,^'-^C'c+ßb)y^-iJ{^J€^C'6)»x--¥:A"^ 

•^B'c-\'A'b)a:,-^ac'\'Bb)y^MAc-^C'b)»,-^jtc^ 

— (  ÄV+  Cff  )^  —[C'c-^A'a)y,  -h(Ac~hB'a)s ,  -^A'c-h  C"a=0  ...22) 

-  (ÄV+.i7.J.^•,^-(C'V+/y^)y,— (.i/c+C''/^)s,+^rcH-//'fc0...23) 
(Ä'<r-f-C«)ar,+(  (^'rH-Ä'a>,+^''<r+C"<7=0...24) 

— {Ä'c— ^'Ä}ar  ,-f-(  C'c — ,  -j-^iV— Ä"^=0  ...25)  . 

— <Ä'^>+-r«)^,-h(  C'c-i-A'a)y,'-h{Ac'hB'a)x,-^A"c-C"a=Q...'2%} 
{B'c—A'(>):v—{C'c—B6)y,~{Ac—C'6)x^'^A''e-'B''b==Q...ri) 

Au  13.  14  15.  le.  folgt: 

* 

DieMB''m  -17;:«Ed  19«  eiagelillir^  abduiiit  beide  Gleicbnngea  addir^  . 

Dieser  Gleichung  kann  nbcr  nur  für  ^^"=0 'Genüge  geleistet  wer-' 
den,  mitbin  ist  auch,  B"  =  0,  C"=zO. 

Aus  den  nemlicheu  Gleichungen  17.  und  19.  erhalten  wir  auch, 
nit  Berücksichtigung  der  soeben  gefundenen  Werthe  von  A'\  B'\  C": 

'  {Cc-\-  B6)y,  =  {B'c  -h  A'ö)a:^  -4-  [Ac C'ö)»^ ;  , 

aus  18..  und  20.  ist  aber:  -    •  ^ 

nnd  aus  14.  ist:         . ,  '  • 
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lAÜtffeii  wir  tfe  beiden  letztem  GMehiiBg«»,'!»  erhaUen  wir:- 
JMwwk  iit  aber  aaab:^ 

Ferner  fdgi  'aaa  %\\  and  23.  .  ' 

{4e%C'b)x,  =  {B'C'^'A'b)a:,  +       +  ....  31) 

«ad.  aQB  17.  Ist: 

{Ac  4-  C'/J)*.  =  -  (Ä'c  -i-  ^'iJJj;,  ■+•  (C"€r  +  .  . . ,  5?)  ; 

also  '  ■    '  ^ 

C^)»,  =  (C'c-^B&jy^  ....  33) 
Bb«L  so  fiaden  wir  aus  2^  24.  26.  ,  . 

Addirea  vir.  die  6leieb«af(n.39*  nW  .34^*i«  ist; 

SS  Äir,' , . .  •  35) 
SabtnJbiMh'inr  aber  30;  nad  34.  ToaeiJ^mder,  so  ist: 

.JWa,sssi»'«jr,'oder> 

f  •  •  •  •  OTJ 

Auf  ähnliche  Art  linden  wir  aus  22.  24,  26.  ' 

■  '      {Crc-hA'a)7y^=0  oder  Cc  =  —J'a  37) 

Wir  bemerkten  aber,*dass  die  Gleichungen  20.  36.  und  37.  und 
die,  welche  wir  iaus  1.  Ehalten,  wenn  wir  statt  o:,  y,  x  die  Coor- 

dioaten  .r,,  y,,  s,  setzen,  nemlich  s,=c  —  —  ^^j.  nur  als- 
dann augleich/ bestehen  können,  wenn  wir 

^  =  0,  C'ssO,  i»'=:0  33) 

setzen.    Führen  wir  die  gefundenen  Werthe  von  jB',  C-^ 

A",  B",  C"  in  irgend  zwei  der  Gleichungen  13.  14.  und  15.  o.  s. 

w.  ein,  so  erbaltea  wir:                                '          '  '•  ^ 

Ac   Ac  t^t%\ 

Die  CUetcbaag  11.  erbilt  also  die  Forai; 

.^«•4-^y»-t-C*«  — 1>  =  0  ....40) 

Aas  30.  aad  der  GleicbBi|g.     =s0—p-ji  •  ^  erbaltea  wir: 

*"  —  aH^BC^  hH^ACl^»c*AS*i 

'  a^c^bAC   I 

•        —0*ä»BC'^m*c*AC'hA*c*Ait*l  '  •  *  * 

>  _  "  b*c*aAß 

Da  der  Paakt  («.^  yt,       ebealaUs  aaf  der  ObeiflXebe  des  EJlip. 
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■oids  lieffeu  man,  so  nuss  auch  der  Gieichupg  40.  Genüge  gelei- 
■let  weraeo,  wenn  wir  die  soeben  gefundeBen  wertbe  tob  optt  pt» 
4(,  statt  apf     'm  Ib  dieselbe'eiDf&hreiif  dadurch  erhalteB  wir  aber: 


•  £-01 


....  42) 


B    '      C  D 
Satsea  wir  io  dieser  Gleichung:  ^f— "Ä^^*  "m^^* 

jgrs= -j»,  f  ==  —  ;     erhuJten  wir:  . 

Aus  40.  erlialteii  wir,  wenn  wir  zurrst      und      aUdsnn  op  und' 
und  endlicli  y  und  »  gleich  Null  setzen: 

Dieses  sind  die  Grössen  dreier  zugeordneten  halben  Durchmesser 
des  KlÜp&oiüs,  die  aiit  den  DiagonaVen  FJSy  Bp,  A€  des  rhombl* 
scbeB-'Octaeders  susamnenfsUen.    Beaeiehnen  wir  die  Winkel  je 

zweier  dieser  Diaronnlen  a,  lf\  «,  c\       c  respective  mit  y-!  ßy 
ferner  die  Halbachsen  des  £llip8oids  mit  31,  fd»      sp  ist  bekannt- 
lich der  Körperiohalt  desselben  =|^(S7r« 

'  Sind  aber  allc^emein      ,  «/,,  </,  drei  zugeordnete  Durchmesser 
und     ß,  a  die  Winkel,  welclie  äx  uad       äg  ond  ä^,  und 
einschliessen,  so  ist  belLauntiich:  *  ' 

Wd^ = d^d^d^V  1  —  cos  a*  ^ cos  cos H-^os  a  cos  /tf  cos/.; 
folglich  istt 

Minimum 


-^o8  a' — cos  — cos  y*-+-2co8  a  cos/J  cosyj^^^j^ 


oder,  i^enn  wir  die  obige  Bezeichnung  gebrauchen,  und 

yl/'l-T'COS  — coi|  ^*  —  cps  /*-^2cos  tt.cos  ß  cos  y=:K 
Selsen: 


Minimum  =iSC|/£l. ... .  45) 
w  mt 


Wird  9  als  eine  Function  vöb  ^  und  u  angesehen,  und  snerst  nacli 
v  und  t,  idsdann  nach  t»  und  ß  differentiirt,  so  ist; 


Differentiiren  wir  endlich  auch  die  Gleichnog  43.  nach,  sr  und  w,  aa 
erhalten  wir 


Aus  46,  und  47.  «ehalten  wir: 
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Pnrdi  Sabtraction  «lieier  CSldehiiBgeii  erhal(<Nf  wir: 

INeM  Wert|ie  tod    und  0,  in  43.  tnlwtUairt,  geben: 

*s=:t:»  also  «  =  ^,  »  =  -5-; 


flnOiui  vird  die  Gletdrang  40.  sn: 

2A  2c 

Es  sind  daher  ^  diejenigen  di^  tttgeordnefen  Durch- 

messer des  £ilipsoids,  welche  mit  den  drei  Durcbmessem  BD 
und        des  rbonbiMbcn  Octaeden  snsamoienfallen. 

Endlieb  finden  wir  die  Coordinaten  der  Berttbmngspnnkte,  in. 

den  wir  jede  der  Gleicbnngen  41.  Im  ZiUer  und  Nenner  wak 

vervielfachen,  alsdann  statt  ^>  ^»  ^  die  gefundenen  Werüie 


S'  3 


setsen,  wodnrcb  wir: 


—   y»  Vi  ^   y»  *i  — "  y» 

'  •  ■  •  .         *        ••  * 
^t— "~y»  yi—— "~  j»  ~"y5. 

  a   •    b    c 

*a  —      j  >  y«  —      g  »  *•  —      g  5 

  «    Ä 

<a?4 — ~~  j  >  y«  — —    g »  *4  — -  ~^  j  5 

.  ^                a         *        b  € 

— J*  — 1"»  »»=  y» 

y»  y«— '  y>  "^y? 

m              b  e 

^»^"^•y«  y»=  y»*i=  yi 

1 

• 

m         .      b  « 

y >  yt  —  "y»»t=»-"y5 

erbnlten. 

11. 

Es  ist  ein  Parallel e piped  gegeben;  mtn  loll  dm  ' 
kleinste  Ellipsoid  um  dasselbe  beschreiben. 

Wir  nehmen  die  drei  in  einer  Ecke  F  (Taf.  V.  Fig.  2.)  des 
Parallelepipedi  sniainHenstossenden  Kanten  FlyFH  vnd  #V*  ala 
dia  Aien  dar  «;  die  CManan  diaaar  Kanten  .aeibitf  aalan 
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reipective  a,  ^,  r;  ferner  beieicbnco  wir  mit  y,  /?,  a  die  Winkel, 

welche  die  Kanten            ^  und  6,  c  einschliessen.  Die  Gleichung 

der  zn  bestlBiiieiid«ii  TOdie  »elbat  lei  .    ^  . 


....  1) 


•     -4-  2.4"«  -f-  2B"y  -f.  2  C  .r  -f-     =  0 
Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  a7=:0  und  y=0,  so  erhalten  wir: 


*  — —  ^   A  * 

Die  Coordioatenwerfhc  .^'  =  0,  .y=0  entsprechen  den  beiden  Punk* 
ten  F  und  P\  für  den  erstem  niuss  die  Ordinate  %  gleich  Null, 
und  für  den  «id^rn  gleich  e  werden^  dar  gofimdwe  Aasdniek  gibt 
aber  den  «rsten  We^  nnr  wenn 

nti^ind  wir  edialtra  dabar  aaeb  ftr  daa  Paakt  P\ 

■  f     .  ZA",      ^„  Ac 

c  =  — oder  A''=:  —  -j^. 

€leidnag  !•  radnoiit  aicb  «bar  dadoreb  aaf: 

Anf  sleiebe  Art  ^toprecbea  den  CoordioaCen  xr=:.a^  y=sO  in  die- 
ser uieichung  zwei  Werthe  van  %\  der  eine  ist  Null,  und  bezeich- 
net die  Grösse  der  Ordinate  in  der  andere  ist  €^  und  giebt  die 
Grösse  der  Ordinate  des  |?unktea  M  an. 

DanA  diese  Annahaien  erhalten  wir  ans  der  Gleicbnng  8. 

  ^Ba  —  Ac  ^  —  Ac)^  —  AAajCa  -f-  2C") 

Cm 

Damit  hieraus  x=0  werde,  nuss  CSv+2C^''s=0,  also   

aeia:  lür  die  andere  Ordiaato  ist 

2B'a  —  Ae  ^ 

e=,  5--, 

woiavi  wir  Ü's^O  finden,  Dadarcb  geht  die  Gleiehung  2.  aber  in: 

Die  Coordinaten  der  Punkte  /f  und  72  sind  ^  =  0,  y=6,  %;^0 
und  07  =  0,  y=:6,  x  =  e.    Für  ^  =  0,  y=.b  ist  aus  3.: 

'  *=  27"=="=  '  O  •** 

Aos  dieser  Gleichung  ist  wieder  wie  vorhin  für  «  =  0  and  «=stf: 

m 

2 


mithin  wird  die  Gleichung  3.  zu: 


•  / 
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6ns  wie  m  tkm  findkü  'wir  nHlabt  der  Punkte  A  nod  deren 

CoordinateD  a:  'z=za.  y=b^  %z=:c  und     =  «=0  sind, 

den  ,Wetth  ?on  ^'=0,  so  «tau  eieb  also  die  Gleichung^  4.  anf: 

redocirt       '  *    .  '.  * 

Verlegen  wir  jetzt  den  Coordinaten-Aofang  in  den  Mittelpunkt 
0  des  ParaUelepipeds,  und  nehmen  %'  fiir  die  neuen  Coordi- 

naten  an»  lo  dasi  alao  «s=-|-+^'^  ys-^+y,  «:=-|>-|-«'  iit, 
■o  wird  die  Gleichung  5)  na:  . 

Setzen  wir  -jzzzty  -j  =  «,  also  ^=s'— ,  und  lassen  die  Accente 
weg,  so  ist« 

Aus  diesen  Gleicliuogen  erhalten  wir,  wenn,  wif^zverst  ^  =  0  un^ 
jf^O,  alsdann  JtsssO  und  «=sO,  und  endKck  y=0  und  x:=Ot 
*aea: 


Dieses  sind  die  Grössen  dei^drei  halben  Durchmesser  des  Ellip* 
soids,  (iio  durch  den  Mittelpunkt  des  l^railelepipeda  geben,  und  mit 
deu  drei  iu  F  zusammenstossenden  Kanten  desselben  parallel  sind. 
Bezeichnen  wir  wie  in  I.  die  drei  Achsen  des  EUipsoids  mit  119, 
({,  80  liiiben  wir:  / 


und  wenn  wir  i^ssl— cota*^cos/}*— eoa^'+teoia  eoi/?  eoa)" 


Differentiiren  wir  zuerst  nach  alsdann  nach  und  aetien  die 
iDiffefentialfHotianten  glei^  Null,  so  erhalten  wir: 

(85«f  _  gs  —  #»t»)V^g»  ^hH^  a*u  - 

'  =*' 


Dieien  Gleichungen  wird  CMige  geleiitet».  wenn: 


S7 
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|pt,  wtfrans  wir  «  =  crtialteo. 

Führen  wir  diese  Warthe  von  (  und  u  in  die  Gleichung  7.  eio, 
■0  fioden  wir  für  die  Gldebmig  des  gesuchten  Bllipioids: 

(jf^'+(^.)'+<;^^'=»  ") 

Der  Inhalt  deuelbeD  ist  '  '  .  ^ 

=5^^3(1— -cos  a*  —  cos     — CO»  y»-4-2coe  a  eoa  /?  cet  y). 

Ans,  der  Gleidbung  11.  teheii  wir^.dasi  r^3,  dV^3,  a\/3  dl^eni« 
.gen  drei  zugeordneten  Durchmesser  des  ii)llipsoidii  siod^  wUcbe  OÜt 
den  Knoten  des  PnrnUelepipeds  parallel  lannn* 

Öl. 

Bs  soll  um  ein  gc^ebe|le8  Dreieek  /iCB  das  grdatte 
P^nr«ltel stück  beschrieben  werden. 

Es  sei  die  Höhe  des  gef^ebenen  Dreiecks  gleich  JlM:ssm, 

ond  jiß  =  c  (Tat.  V.  Fig.  3.).  .  ' 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist: 

Jy^-h  ßjy-^  Ca:^  -\-  E,v-i-  F=0  1) 

Weil  in  diesem  Falle  der  Kegelschnitt  eine  Parabel  sein  sojl, 
so  haben  wir: 

•   B*=:JUC  2); 

folglich  ^ 

y—  g^j— — I      ^         '  . 

Da  für  =  0  einer  der  beiden  Wertbe  von  ^  ebenfalls  so  Nuir 
wird,  so  muss  auch  jP=0  werden;  mithin  ist 

~    2^    —  ~:        %A-  '«i 

Da  aber  auch  für  .r  =  c  ein  Werth  von  y  ?erschwindet,  so  erhal- 
ten wir  ans  3. 

folglich: 


Bx  +  D  _^  \^B{Bc     2//)j:  -f-  B*  «.v 

Für  ^=sa  muss  y=-h  werden;  durch«  die  Substitution  dieser 
YFerHie  von  ag  und  ff  in  der  Gleicbuog  4.  erhalten  wir:  • 

n     B^ac  —  jUA-^Bay 

^= — nrar — ^ 

also 
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Multipliciren  wir  die  Gleicbuog  4.  mit  rAv,  und  integriren  lodanDt 
80  erhalten  wir: 

Da  dai  Integral  für  ;r  =  0  veraokwinden  muss,  so  wird 

'Setzen  wir  in  5.  die  GrSise  jrs«  und  fugen  die  Contteuto  bei, 
•o  iit  die  parabolische  Flaehe 

oder,  wenn  wir  die  obero  Zeichen  beibehalteu^  eo  erhdten  wir  den 
Inhalt  der  paraboUschen  Fläche 

ACB  s=:  j2  ^^^^  _^ 

Netzen  wir  in  dem  Nenner  statt  Bc-\-2D  seinen  oben  gefundenen 
Werth,  so  ist,  wenn  wir  den  parabolischen  Raum  ABC  durch  P 
beMieineB:  . 

_   g»itc'    . 

^  p.  , 

Di«  Gröfie.^  ist  Doeh  ■Bbertiamt.  8«ts«i  wir  dieaelbe  ==«, 
80  ist:  '  #  . 

Wird  dieser  Ausdruck  nach  %  df fferentiirt ,  und  das  Differential 

—  r=:0  gesetzt,  sü^  kann  da»  Maximum  oder  Minimum  desselben 

bestimmt  werden.  '  - 

h^s  ist  aber  •  ' 

lof?»  i»=lpgÄ  ^c«  — log»  ö— log«  (2/«-f-a)  — log«  (c— a—^^«)! 
mithin  '  . 

folgUcS 

Werden  nun  dje  gcfi<ndenen  Werthc  >on  B,  C;  D,       F  in  der 
'  tiieicbnng  1.  sabstitnirt»  so  Ist  folgende  'die  Gleichung  der  gesocb« 
ten  Parabel:  «  '  ' 

.  g)y  .**fc« 
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Wird  die  Ordinateo  -  Axe  unter  einem  Winkel  9  gegen  die  Abcift> 
sen-Axc  genonimen,  und  die  Cdordiuateo  in  Bezog  auf  diese  Axea 
mit  a:\  1/,  bezeichnet,  so  ist 

y  =  y'  sin  y,  a:  r=z  a:'  -\- y'  cos  y. 

Durch  die  Einführung  dieser  Werthe  von      yin6.  bekoouneo  wir: 

|(c— 2«)*  sin  jp'-i-S/^(c — 2a)  siny  cosy-f-4Ä'  cosy'jy'' 

— 2a)  sin^y-i-ÄÄ*  cos 

+  |i(e(4a  — c)  «o  y  — 4^4*  cot  9\ff\ 

Bestimmen  wir  nun  y  to^  dan  die  beideii  enteo  Glieder  dieeer 
Gleicbttog  hinw^pfaUeD,  so  miiBS 

(<? — '2«)  sin  9  +  24  cos  y  =  0  sein,  alao  tang  yj=^__^. 

Um  diese  Tangente  cd  conttniireo  balbireB  wir  jiB  in  M^  so  iai 

B]li=s:=~  and  CMasJk,  mithin  iat  def  Winkel  ^zzs/^CDB. 

Aus  den  ao*eben  gefiindenen  Werthe  tob  lang  9  folgt  aber 
auch,  daaa 

*,  2h  2a  e 

sin  g>  =  r7=T J  »nd  cos  g>  ss  ,-7==       ■  •==. 

ist,  .mithin 

»  > 

4<r(4a  —  c)  sin  «p  —  44*  cos  y=:r7^  — 
Die  Gleichnng  7,  winP  daher  an  folgeaders 

Diese  Gleichung  lüiat  sich  'in  die  Proportion 

AB»  :  JPX  BJPz=  CB  tPQ  , 

auflösen,  und  es*  ist' daher  CB  ein  Durchmesser  der  Parabel,  AB 
eine  diesenl  Durchmesser  zogehörige  Ordinate. 

Führen  xv\r  endlich  den  Wcrtli  von  x  in  den  zuletzt  gefunde* 
nen  Ausdruck  fiir  deo  lohalt  der  l'urabel  ein,  so  erhalteo  wir 
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XXXIII. 

Prüfungs-Aufgabeu,  die  in  CftiBbridge  den  Can« 
didaten  des  Baccalanreates  gegebßn  worden 
slod*).    Aus  dem  Englischen  flbefisetzC  und 
mit  Bemerlcmigen'  begleitet 

▼OD  4«m 

Hmn  Pfofessor  .Dr.  Meäfting 

'  zu  Erfurt.  ,  ' 


I  « 

.  '  Nr.  I. 

(A.) 

1.  Redncire  36  L.  7  sl.  8}  d.  in  Fartbinga. 

2.  Dividire  19  L.  16  al.  10^  d.  dareh  4§  .  .  .  .  Aatir.  %  iL 

^  i  Welebett  Preit  btbeai  S  Ctr.  3  ^rt  18  iPM.  so' 3  al.  6  d. 
per.Pßd.? 

4.  Beweise  dass  |  ^ividirt  durch  7  ist  ^V* 

5.  Hultiplicire  2,83  mit  0,013  und  beweiae  die  Richtigkeit  dea 
Prodnktea. 

6.  Verwandle  15  sl.  4|  jI.  in  ^  des  Pfundes,  und  finde  dM 
Werth  von  0,47N6  Tagen  in  Stunden,  Minuten  und  Secunden. 

7.  Ziehe  die  Uuadratwurzel  aus  2'^^.  Beweise  die  flegei  fiir 
die  Beatinmungr  der  Anzahl  von  Stellen  in  der  Wurzel. 

8.  Welche  Uloge  muss  ein  Teppieh  haben  der  \  Yard  breit 
iat  oDd  ein  Zimner  ven  64       leog  und  5^  breit  bedecken  aelll 


*)  Nicht  wegen  der  Aufgaben  an  sieb,  sondern  um  zu  zeiffen,  wie  auf 
den  enfdfacben,  so  nwuieba  bemerkenswerthe  Eigentbünliefikeit  «torbie« 

tenden  Lehranstalten  die  roatheuiati^cben  Prüfunpen  golinndhalit  werden, 
habe  ich  die  folffenden  Aufgaben  nebsc  den  höchnc  eüisicbtsTollen  Be* 
merkungen  dea  Herrn  üebersetzen  an  denselben  hier  abdrucken  lassen, 
welchem  letztern  die  Leser  des  ArchiTs  sich  mit  mir  für  diese  in  pä- 
dagogischer Rücksicht  so  interessante  Mittbeiiung  gewiss  zu  dem  auf- 
mbCigaten  Dank«  Terpflichtet  Afalan  werden. 

Der  Herausgeber, 
**)  Die  Antwort  mu&ste  heissen  8  sl.  7^}  d.;  aber  die  Engländer  rechnen 
nach  JParifabg«,  drucken  übrigen«  dieadflken  ala  ^  -von  ihren  Pffanni^an 
(pence)  aus,  geschrieben  4  (daa  NorndhuuMhe  denien)  danach  atnd 
H  Pf.s=:|i  f.  =  i  d.  ^.  M.  . 


4ia 

d.  Wm  betraffen  die  einfachen  Ziosen  von  63  L.  15  sl.  7  d. 
in  H  Jabr  za  4|-«Proe.;  und  wie  viel  ist  der  Betttg  smiMUMnge* 

setzter  Zinsen  von  540  L.  in  3  Jabreo  in  4  Procf-  Antw.  8  L. 
11  sl.  8i          607  L.  8  sl.      d.  ') 

10.  Wenn  7  Mann  6  Acker  in  12  Stunden  ärndten  können, 
wieviel  werden  15  Acker  in  14  Stunden  tUn^tenf 

11.  Socbe  das  gfrösste  gemeiusebaftliQhellfaan  fördieBnicbs« 

gHeder  tob  — — a!*--^-^!        "     bnnge  den  Brneb  auf  leiiM 

kleinsten  Glieder.  ^  .        .-  . 

12.  Löte  folgende  Gleicbangen: 

l*>  •  •  •  ~7  5     ~  4 

6^  ^  T —  ♦ 

(4)  . . .  «  +  y  —  »  =  8 

,       2:r--  y+  3s  =  21 
4,^_3y  — 2:r  =  17 

13.  Bei^eise  die  Regel  für  die  Ergänz uus;  des  ^adratet  bei 
der  Auflösung  quadratischer  dieicbungen,  und  löie    '  '  ^ 

(1)  ...4*»— 3^  =  85 


•)  »  L.  11  sl.  9,01875  d.  und  607  f..  8  sl.  6,3744  d.  Bf 

••)  Sdueibi  Bian  «uTor       ,  Z — ===tb^  was  nnr  ein&dwr,  aontl  aber 

y  —  Vyi—a^  • 

—  4y»a»  sBa«(4-|- 1)»  7h4y«  —  4o»(^  -4-  l)y». 
Da  sich  hy*  und  dann  ä*  als  Factor  bebt,  so  wird  {kib  + 1)  —  4)v' 

v-4<y*»«*(i»H-l)** 

21/—  8^^«m  •  ^ 

2KI 


olgitized  by  Google 


413 

14.  Zeige  dass  y^^,  |  Grössen  sind,  die  in  aritfametiscber 
Progression  stehen,  und  bestimme  die  Summe  von  8  Gliedern  der 
pUite,  TOB  wdeber  t!«  ü«  drai  eratoB  ■iod* 

Sache  auch'  die  Sbbim  vob'  i»  GliederB  der  Reihe 

4^ 

~  —  •^H-'p;^....   Ib  welchem  Falle  wird  ebe  BBeBdliche 

Meoffe  voB  Giiedem  der  letiteB  Reihe  endlich  niBt 

15.  Beweise  die  RegelB,  jlflrch  welche  die  Anzahl  vob  PeraB« 
tationen  und  Combinationen  von  i»  OiBgCBf  die  d  Bod  3  SBiamieB- 
genomraen  werden,  zu  iindeo  ist.  , 

Wenn  das  besetz  fiir  den  Ausdruck  der  Permntation  von  Dingen, 
dip  zu  r  und  r  sasanmen^enommeB  werdcB,  sBgegebeB  wird,  sa 
beweisen,  duss  es  auch  richtig  ift»  weoB  BMB  ne  iB  r+1  Bad 
r-f-l  zusammen  nimmt. 

15.  WcBB  m  i  6=ez  d^eif  beweise  dass  —  :  o  =  —  :  d 
Bad  a  {•A^a-irc-i-e  t  Ä  +  rf-f-/ 

•   

-  17.  Suche  den  Werth  voa  1  L.  dm  100  Jahr  sb.  4  Proc.  Zias 
▼OB  Ziaa  getn^CB  hat 

GegebcB  ist  log  1,04=0,0170333 

and  log  1,482  =  0,70333 

18.  Gieb  das  i-^)^  Glied  vob  {a  —  af)^  weaa     aapaar 'ist 


Nr.  2.  1834. 
(B.) 

1.  Reducire  125  Yard  2'  4^'  zu  Zollen. 

2.  IJeweise  dass  -*  von  *  so  viel  al«  \~  sind. 

3.  Theile  3  L.  15  sl,  5^  d.  durch  23.  Antw.  3  sl.  3^  d.  i^. 
Tergleiche  die  Anm.  zu  2.  in  der  vorigen  Aufgabenreihe. , 

4.  Suche  dea  Lohn  voa  6  Arheitera  für  Tag  weaa  2  sl. 
8  d.  täglich  beiahlt  werdea. 


2\^mn  *V  mn 

Im  Original  ist  angegeben: 

was  offenbar  fehlerhaft  ist:  denn  die  kleinere  Wurzel  wird  positiv, 
die  grSsHt«  aegativ,  und  beide  tüfameo  aichc  «iaerici  Zeichen  er- 
haltea.  M. 


3114 

5.  Moltipaeire  86»2  mit  4,57  and  beweiM  die  KiditiglMit  des . 

Productes.  '  * 

6.  Verwandle  15^.4»  6^  in  Zebateltage;  nd  finde  de» 
Werth  von  5,734  L. 

7.  Suche  die  Interessen  von  063  L.  10  sl.  6  d.  für  J  Jahr 
zu  3^  Fl  üc.  Suche  gleichfalls  den  Betrag  von  130  L<  in  3  Jahren 
zu  5  Proc.  in  Zins  von  Zins.  < 

8.  Ziehe  die  Quadratwurzel  aus  167M1;  Beweiie  die  Regel 
die  Anzahl  der  Wurzelstelleo  zu  bestimmen. 

9.  Wenn  69  Yard  eines  Teppichs  von  Yard  Breite  ein  Ziai- 
mer  von  10^  Yard  Länge  bedecken,  die  Breite  des  Zimmere  sa 
finden. 

10.  Wenn  800  l^oldaten  5  Tonnen  Mehl  in  0  Tagen  verzeh- 
ren, wie  viel  Soldaten  werden  15  Tonnen  in  2  Tagen  verzehren? 

11.  Suche  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  der  Glieder  des 

Bruches  ^* ^       reducire  den  Bruch  auf  seine  klein« 

sten  Glieder. 

12.  Löse  fülgenile  Gleichungen: 

(i)...*+f +  f =i«-f -f 

Ann.  des  Heb.  Im  Origbtl  stebt'si^  y  in  d«r  vorletslen  Gleiebong,  wis 
•in  Druekfeblctf  ist» 

,  (4)  ...ÄT-I-  y—  *  =  ia|        .       ^    •  ' 

5^ -l_  43  —      =  40. 

13.  Beweise  die  Regel  für  die  Ergänzung  des  Quadrates  bei 
der  »Auflösung  quadratiscber  Gleiehnngen;  und  rose 


(«)... 


14.    Wenn  «  ;  ^  =  c  :  </  beweise  dass         =         und  dass 


15. '  Dieselbe  Prege  wie  15.  in  der  vorigen  Reibe. 

16.  Zeige  dass  2|,  2|,  3^^  in  arithmetischer  Progression  stehen 
nnd  Gndc  die  Sunune  von  13  Gliedern  der  Reihe  worin  sie  die 
ersten  sind.  •    .  •        .       .  « 

Sitcbe  aaeb  die  Summe  ?on  m  Gliedern  der  Eeibe 

«  *  ' 
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•  In  welcbem  Falle  wird  eine  unendliche  Menge  von  Glied«» 
der  letzten  Reihe ^etwiw  Endliches  geben? 

17.  bi  iri«  Muren  wird  1  L.  das  auf  Zins  von  Zins  mm 
5  PMe.  iitefct  licli  venloppelBf 

Gegeben  siiid  log  1,05=0,0211893 

•log  2=0,9010900 

.IS.  Gieb  das  pte  Glied  von  *(«  +  or)"  an« 


Bemerkungen  zu  den' vorhergehenden  in  Cambridge  er« 
theilten  «Anfgebeii.'  Von  dem  Ue'bereetser. 

Vielleicht  lächelt  mancher  deutsche  Lehrer  über  diese  Aufgaben, 
iirdeni  er  urtheilt:  sie  möchten  wob|  für  abgehende  Schüler  unserer 
Gymnasien  sn  letebt  aein.  Bs  aebeint  wirklieh. ao  beim  eraten  An* 
blicke:  aber,  man  vergesse  gjcht,  dass  diese  Aufgaben  eine  gans 
andere  Bestimmung  haben  als  künftige  Mathematiker  zu  prüfen; 
man.  lege  dieselben  alle  denjenigen  vor,  die  einen  sorgtältigen 
Unteitfidit  in  denf  Anfanp^sgrinden  gebebt  haben,  und  ieh  glanbo 
man  kann  eine  Wette  eingehen!  dass  unter  10  jungen  Leuten  nicht 
9  diese  Aufgaben,  in  einer  g-cg-ebenon  Friat^  a.  B.  in  einem  Tage» 
unter  Aufsicht  eines  Inspicienten  lusen. 

Wer  dae  nicht  glaubt  der  nwehe  die  Pirobe.  • 
Es  ist  wahr,  die  Aufgehen  sind  leicht;  darin  beateht  «her  ihr 
Vorzug,  und  ein  erfahrener  Lehrer  wird  sie  um  so  leichter  machen, 
je  weiter  seine  Erfahrung  reicht:  denn  an  leichten  Aufgaben  kann 
■nn  eben  ao  gut  sehen  wie  ein  gegebener  Stoff  Temrbeitet  iiivi» 
jn  noch  besser  als  an  solchen,  bei  welehen  nwtt  den  gleidianm 
starten  Stoff  erst  bildungsfähig-  machen  muss.  Erfindungs-  und 
Combinationsgabe  sind  zu  sehr  von  einer  eigenthümlidhen  Meinung^ 
nbhän|^ig  als  das«  aie  vergleichbaren  Prüfungen  unterworfen  wer*' 
den  konnten.  Durch  vielfache  Uebnngen  kann  zwar  Mancher  eine 
Richtung  darauf  erhalten;  es  ist  aber  sehr  zu  bezweifeln,  ob  es 
segensreich  wirken  würde,  wenn  eine  solche  Richtung  bei  irgend 
einer  Bildungsanstalt  die  vorherrschende  wäre.  Wenn  Lehrer  der 
Mathematik  auf  Gymnasien  darauf  ausgehen,  ihren  SchUlern  eine 
Vorliebe  für  die  Mathematik  beizubringen,  so  werden  ihnen  die 
Lehrer  in  den  Sprachen  aufsässig;  und  das  hat  einen  sehr  guten 
Grund:  denn,  nach  meiner  Erfahrung,  ist  die  Richtung  desjenigen, 
der  Mathematik  vorzugsweise  treibt,  einaeitig,  in  einem  andern 
Sinne  wie  die  Richtung  desjenigen,  der  vorzugsweise  alte  Sprachen 
treibt.  Diese  Behauptung  könnte  das  Thema  zu  einer  weitläufigen 
Abhandlung  werden :  ich  will  mich  kurz  ^durch  einen  Vergleich  er- 
kliren.  Beide,  aind  swe|  Schwimmern  m  vergleiehen,  iron  denen 
aber  der  eine  hios  lange  nnd  tief  fauchen  kann ,  während  der  an- 
dere dieses  nicht  vermag,  dagegen  sich  mit  Anmuth  und  Leichtig- 
keit  ai|f  der  Oberfläche  zu  bewegen  versteht.  Der  erste  taucht 
nneh  Perlen,  fin4et  ober  meiit  leere  Mnaeheln}  der  nndere  mdht 
'aich*  ab  im  Wnaaer,  indenen  ein 'gemeiner  Fiaeheiw'in  dem  gebreeh- 
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liehen  Nachen  verwundert  an  ihm  vorüber  fährt.  Beide  üben  je- 
doch ihre  Krätte,  uod  dieses  ist  der  alleinige  Zweck  jedes  üoter- 
ffidites,  nicht  Mos  b«i  kdrperlielieM  sondero  auch  bei  Mistigen 
fixercitieB.  I>er  l^ehrer  in  den  Sprachen  muss  deshalb  Debuffen 
vornehmcD,  die  dem  UnkundigCD  als  Zeitverlust  erscheinen.  Der 
Lehrer  in  der  Mathematik  giebt  oft  Aufgaben,  die  ganz  zwecklos 
ersobeioen,  weil  sie  meist  nnpraktiscb  sind;  ind  wesB  man  die 
Aufgabensammlungen  durchgeht,  .so  mnss  man  sieb  wirklich  wun- 
dern, weshalb  nicht  'praktische  Aufgaben  genommen  werden,  da  sie 
doch  häufig  eben  so  nahe  liegten  wie  diejenigen,  die  selbst  den 
Schülern  lächerlich  vorkoimuco.  Die  meisten  derselben  sind  Copien 
oder  kleine  Krweitefungen  der  3ammlnng  von  M.  Hirsch.  Seine 
Periode  ist  vorftber;  Heia  in  Aachen  steht  an  der  Spitse  einer 
nenen 

Die  Engländer  sind  ioi  allgemeinen  praktischer  wie  die  Deut- 
schen, und  das  seigt  sich  aach  wieder  an  den  vorangegangenen 

Aufgaben.  Man  sieht  sie  enthalten  einen  Ausziipc  der  Klenicntar- 
Alfi^ebra,  und  wer  eine  solche  Reihe,  wie  sie  unter  den  Rubriken 
(A)  und  (Ii)  mitgetheiit  sind,  ganz  ohne  fremde  Hülfe,  in  ge- 
gebener rrut  lösen  kann,  der  kennt  diese  Elemente  ganz  gewiss. 
Dass  dieses  nicht  ganz  leicht  ist,  da0  folgender  Beleg.  Bin  junger 
Engländer  war  zwei  Jahre"  Hei  mir,  besuchte  mit  Nutzen  Secunda 
und  Prima  unseres  Gymnasiums,  und  war  nicht  ohne  Talent  für 
die  Hatbematik.  Er  ging  nach  Cambridge,  blieb. anch  dort  swei 
Jahre,  trieb  daselbst  besonders  Mathematik,  machte  die  Prulonir 
mit,  und  —  fiel  durch.  Nicht  wahr  das  klingt  unglaublich?  una 
dennoch  ist  es  buchstäblich  wahr,  ich  weiss  freilich  nicht,  ob  er. 
in  der  Algebra,  oder  in  der  Geometrie,  die  dort  streng  nach  Ro- 
bert Simson  durchgemacht  wird,  deren  Fragen  aber  sicherlich  eben 
so  leicht  sind  wie  die  algebraischen,  niclit  bestanden  hat.  Nur 
derjeuige  der  häufig  Prüfungen  zu  leiten  hat,  weiss  es  mit  welcher 
heaunenden  Kraft  die  Befangeaheit  wirkt. 

Ich  wiU  nun  nicht  behaupten,  dass  wir  unser  Abiturienten» 
examen  nach  englischer  Art  einrichten  sollten;  aber  unsere  Vor- 
schriften, nach  denen  wir  in  der  Mathematik  prüfen  sollen,  könn- 
ten gewiss  besser  sein.  Sind  die  Aufgaben  auch  nur  annähernd 
dem  Zwecke 'der  Prüfung  entsprechend,  so  kann  anch  der  ge* 
schicktesre  Nchiiler  sie  in  5  Stunden  nicht  ausarbeiten. 
'  Gjihe  man  aber  eine  leichte  geometrische  Aufgabe,  so  könnte 
man  diescliic  so  einrichten,  dass  Alles  darin  läge  worüber  mau 
prüfen  sollte  |  nnd  dann  mddite  der  Schaler  anfhoren  wo  er  wollte, 
an  der  Spttr  wäre  denn  der  Löwe  wohl  vom  Hasen  in  nntor- 
scheidcn. 


*)  Sollte  es  meine  Zeit  erlauben,  so  werde  ich  einmal  auseinandersetzen, 
worin  die  Vorzuge  dieses  gediegenen  Schnlbuebes  nach  meiner  lieber- 
leugnng  bestaben; 
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XXXIV. 

I  •  • 

Ueber  eine  geometrische  AufgaheJ 

'  Von  dem  '  • 

Herrn  Professor  Dr.  Mens  in g 
sa  Erfurt. 


In  de»  fertiefflieben  ;,BeiträgeB  'su  'der  Lelire  von  de» 

positiven  und  negativen  Grössen  von  Diesterwep';  Bonn 
1831,  bei  üubicbt"  findet  sieb  folgende  erste  geoinetriscbe 
Aii%abe:  ,  ^  , 

Es  iit  ein  Recbteck  gegeben,  und  auf  der  Verlänge- 
rung einer  Seite  desselben  ein  Punkt;  durcb  diesen 
soll  man  eine  Gerade  so  legen,  dass  dadur.cb  das  Recbt- 
eck in  ^wei  Paralleltra'pese  sersebnitteii  wird  and 
dnreb  Zusammentreffen  dieser  Scbnittlinie  mit  einer 
verlängerten  Seite  des  Recbtecks  ein  Dreieck  entsteht, 
ivelches  zu  einem  jener  Trapeze  ein^  vo.rgescbriebenes 
Verbältniss  babe. 

Bs  wird,  wobei  Taf.  ?.  Fig.  JL  sn  Tergleieben,  Terlnngt  dass 

Seist  swn  p  :  :     eo  wird 

t      oder  (y  +  *)r  =  (Ä —  (1) 

Das  ist  also  die  si|  losende  Gleicbnng,  die  zu  der  von  Di#st«r- 
weg  angegebenen  Constmetion  Inbrt,  wenn  man  dnreb 

s  :  ss==3f :  »  oder  «  :  «-|-«=y  :  y+x 

und  #  :  y=>^  :  ^— dos  y  nnd  %  eliminirt  nnd  ir  bebSlt 

Wir  wollen  aber  unsere  Aufmerksamkeit  auf  y  ricbten,. wodurch. die 
Anfj^e^  auch  gelSst  wird.         .  . 

ysss  tg  SP  •lio  y+«  =  (#+«))  tg  9 

«  =fls  tg  9  «nd  dnreb  Snbstitntion  in  . . .  (1) 
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(«-|.«i}r  tg  ^*  =  6^  —  2l^y+y*=zd*—2bt  tg  ff  ~hs*  tg  gp» 
+      —      tg  9P*-i-2Ä#  tg  sp  =  Ä». 

Man  setie 
«o  iit 

tgsp'  +  2^  tg  SP-*':ir='5r+ ^=23(' 


•  •    I  .  

Dotencbeiden  wir  nun  die  beiden  Auflösuogan»  so  wird 

Ba  liaadalt  gich  mitbin  nur  noi  eine  betjueaie  Conatinetioii  der  Linie 

l/(#-|-M)r,  damit  diaae  AnflSanng  eben  ao  aierlieb  wie  die  ?on 

Dieaterweg  werde. 

Einfach  ist  folgende,  Constmctioii,  wobei  man  Ta£^  V.  Fig.  5.. 

za  vergieicLeu  hut. 

DL,^DC^'a\  LM\\  ED.  Man  nebme  EF=sp  und  ETss$% 

ziehe  iVÄ  II  FT,  so  ist  ER=zr.  Mao  halhire  />C  in  F  und 
mache  IJV=  VE,    so  ist  E L  •=.  » -\- m\  beschreibe  QR[^EU 

80   isf  EQ=\/(*-^m)r,  folglich  AC=  » +\/{s  ^  Tn)r  und 

A'C  =  #~\/(7+«)r.  Ziehen  wir  endlich  jj  A'Ä,  so  ist 
FEC=fff,  und  wenn  gemacht -wird,  so  ist  PBC—(p". 

Hier  schliesst  neb  eins  dem  andern  ganz  natürlich  an.  Die 
speciellcn  Fälle  lassen  sich  leicht  nach  den  gefundenen  Fällen  dis- 
cutiren.  Auch  ist  der  Winkel,  den  beide  gesuchte  Länieu  ein« 
acbliessen,  leicht  aus  den  Formeln 

^  b  ^ 

tg  ^ss  j^  und  tg  y = j-jp^  zu  ermittela, 

leb  entlialte  micb,  um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  aller 
weitern  Bemerkungen  über  dieae  Aufgabe,  die-Mancbea  darbietet 
waa  nicht  ohne  Intereise  ist. 
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Aufgabe  aus  der  analytischen  Geometrie. 

Heiin  C«  Scherling 

Lelnw  dar  Matbanttik  und  Natnrkiinde  am  Cathaiinemn  Xub^. 


Es  ist  irgend  ein  Kegelscknitt  und  ein  Punkt  gege- 
beB.  Ziebt  «ao  darcb  dea  Pankt  gersde.LiBien,  welcbe 
deo  Kegelschnitt  in  swei  Punkten  durchscbaeiden,  to 

fraget  es  sich,  auf  welchem  geometrisclien  Orte  die  Hal- 
birungspunkte  der  von  dem  Kegelsclinitte  begrenzten 
Stieke  aer  fetstera  liegeaf 

Auflösung.  Die  GleicLung  y'^r=.pa:  —  ^'^^  stellt  bekannt- 
lich alle  Kegelschnitte  dar,  wenn  der  Seheitel  eines  Durchmessers 
^tm)  ab  Amangspuilct  der  tÜDordiastea  j^eaemmea  wifd;  aemlieb 
eine  Ellipn,  wean  m  positiv,  eine  Hyperbel,  wenn  aa' negativ,  eine 
Parabel,  wenn  m  unendlich,  und  einen  Kreis;  wenn  p  =  2m  ist; 
in  allen  Fällen  bedeutet  p  den  Parameter  des  Durchmessers 

Bbar  Icffe  naa  dorcb'  dea  gege  beaaa  Pnakt  und  denr  HitCelpaak't 
des  Kegelschnitts  die  Axe  der  (bei  der  Parabel  parallel  mit  der 
Axe),  die  Axe  d'er  y  aber  wieder  durch  den  gegebenen  Punkt  und 
parallel  mit  dem  conjugirten  Durchmesser  (bei  der  Parabel  parallel 
■it  der  Taag«ate  dareb  dea  £[ebeiteU  in  wdeben  die  Aae  der 
dieselbe  schneidet);  so  bat  man,  wenn  a  die  Abscisse  des  Scheitels' 
das  DaiobiieiMfa  iitr  welcber  abi  Aze  der  «  dieat,  die  GieiebBBg 

y* = /»(^-^  «) — — «)'. 

Legt  man  nun  dnrch  den  gegebenen  Punkt  oder  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  eine  gerade  Linie  yz=zajCy  so  hat  man  lür  die 
AbachaeB  der  DBrebsebnittspaakte  die  Gleicbnng 

•dar  '  ^ 

Die  beiden  Wertbe»  welebe  diese  Gleichung  für  w  liefert,  stel. 

len  also  die  Abscissen  der  Durchschnittspunkte  jener  geraden  Linie 
und  des  Kegaiscbnitts  dar;  die  Abscisse  der  Mitte  dieser  Linie  ist. 


4ao  .    .  , 

aber  bekanDtiichjgleicli  der  halben  Summe  jener  beiden,  also  gleich 
de«  "lialbeD  Coemeienten  von  a:  in  der  leUten  Gleichung  mit  ent- 
gegeng^eaetsteH  Zeichen.  Nennt  man  nub  Coordinaten  des  ge* 
suchten  {geometrischen  Ortes  x'  und        un  sie  TOB  den  vorigen 

zu  unterscheiden,  so  hat  man  jetzt     '  « 

oder,  wenn  man  mit  ae'  multiplicirt  und  bedenkt,  dass  die  Coordi- 
natfD  nnd  y'  immer  auch  der  zugehörigen  von  a  abbängigeo 
Linie  angeboren»  also  immer  auch  '^^maf  vtk^ 

oder  •  . 

welches  die  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Orts  ist.  Man 
siebt,  dass  die  IIaibirungs|)unKte  inrmer  wieder  anf 
einem  ähnlichen  Kegelschnitte  liegen^  dessen  Parameter 

|»'=ö^(m+^}>  nnd  dessen  Durchmesser  für  dieses  Coofdinaten- 

system  =«»-|-a  ist  Setzt  man  ^=<>,  so  findet  sich  auch 

also  geht  die  neue  Curve  durch  den  fregebenen  Punkt.  Setzt  man 
y=0,  so  findet  sioli  entweder  =:  0,  oder  .«'  =  «i-|-a,  also  geht 
die  Curve  durch  deu  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kegelschnitts. 

1.  Es  sei  nun  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder 
Hyperbel,  so  zeigt  sich  folgender  merkwürdige  Usutfatid.  Nennt 
man  den  zu  'im  gehörigen  (conjuc:irten)  Durchmesser  In  für  diu 
gegebene  Curve,  aber  für  die  neue  %tt^  und  2Vj  so  bat  man 

nlso 

2w'ff^=sW*it*  oder  ml :  «fsses  :  «. 

Es  haben  also  die  zosammengehSriffen  eonjugirten  Durchmesser 

in  der  alten  und  neuen  Curve  einerlei  Verhältniss.  Da  nun  «l  be- 
kannt ist  (==;/i»  +  a),  so  lässt  sich  n'  mit  Leichtigkeit  finden;  und 
so  bttt  mau  gleich  vier  hervorstechende  Punkte  fiir  den  neuen  Ke- 
gelschnitt, wodurch'  sein  Lauf  bestimort  ist. 

2.  Bs  sei  femer  der  Kegelschnitt  eine  Parabel.,  also  '«i=oo^ 

po  erhilt  man  woraus  hervorgeht,  dass  der  Parameter 

der  neuen  Parabel  gerade  bajh  so' gross  ist,  als  der  der  alten, 
oder  gleich  der  Snbnormale  derselben,  woraus  sich  eine  hSchsfe 

einfache  Construction  erc^iobt. 

3.  sei  endlich  der  gegebene  Kegelschnitt  ein  Kreis,  also 
p=i%my  so  wird  die  Gleichung: 

=  («» -i- a)ar  —  ^* 

oder,  wenn  wir  «» et  =  2r  setzen, 

=  (2r— arj^a?  oder  auch      -h(a:--r)' =r», 

welche  Gleichung,  einen  Kreis  darstellt»  dessen  Mittelpunktsabseisse 
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*  % 

r=:  4 nnd  dflfBen  Halbmesser  eben  so  f^ross  ist.  Hie 
C^lcichiiüg-  des  g«g)eb€n9B  KreiiM  wif4  mU  !Leidbtigk(&it;  auf  «Ue 
Form  gebracht  *  * 

Wob«i  2r,  wie  oben»  «s  +  a  bedeutet.  Für  den  Fall  nun,  dass  der 
ffeffebene  Punkt  ausserhalb  des  gegebenen  Kreises  liegt,  müssen, 
ncA  olferibur  die  Kreise  scbneideD,  und  die  gcmeinschuftlicbe 
Cborde  wird  erbalteu  durch  Subtk'actibn  der  beitien  Cilcichuugon ; 
ti«  wird  neafiek  dargestellt  dnreli  die  Gleidnmg' 

Die  hier  in  Rede  stehenden  Coordinaten  sind  jedenfulls  reclitwink- 
lig;  also  sieht  man,  dass  diese  gemeinschafUiche  Cborde  auf  der 
AMeimeiiue  ieekrecbt  eCebt   £■  lÜMt  eiek  aker  anek  mek  -Mit 

grosser  Leichtigkeit  nachweisen ,  dm  die  Dan!keeknitlip«Blcte*  die 
eriihrungspankte  der  Tangenten  sind,  die  man  Tom  g^pekenea 
Punkte  nach  dem  gegebenen  Kreise  ziehen  kann. 

Sind  :t'  und  t/  die  Coordinaten  eines  Punktes  ausspriialb  des 
Kreises,  und  mau  zieht  durch  denselben  swei  Tangenten ,  ' so  ist 
die  Gleichung  der  Ckorde,  welche '  die  ^erikmngspunkte  verbindet, 

waBn  JR  den  Radius  bedeatet,  nad  die  Gleidung  aap  den  llittel« 
Ifvakte  lan  Grande  liegt.  Im  .gagaawSitigea  rFalle  kaken  vir  sa 
veknea- 

W'  +  Car  — 2r)  (a?'-Är)=:«»»} 

da  «ker'  der  Paakt,  dank  den  jeiat  die  Taageatea  gezogen  werden 
sollen,  der  Anfiwgapnnkt  der  Goordinaten  lft>  m  ist  y':^»  d/s=sO, 
mithin  ist 

— 2lr^+4r'=«t«  oder  9r^  =  4r«  •^«i*=:(9r-H«»)  (8r— m) 

*  .        '   ■ ' 

d.  i.  2r^  =  a(2r  •  '  •  • 


it'i 


dieaelke  Gleichung,  die  wir  vorher  für  die,'  beiden  Kreisen  gemein- 
schaftliche Chorde  hatten;       i^^t  miihin  unsere  Ocdinatenaxe  die 

Polare  des  Pi|aktes  af^"^'^^"'^  y=0;  oder  es  ist  dieser 

PVökt  der  Pol  zu  nnserer  Ordioatenuxe. 

Bei  der  Ellipse  und  Hv|ierbel  ei'hält  man,  falls  der  gep^ebene 
Punkt  ausserhalb  des  gegebenen  Kegelschnitts  liegt,  für  die  ge- 
■eiasekaftUeke  Ckorde  eiaea  gaas  kknllekea  Aasdradk:  auta  fiadet 


aenlick  ^ 


>   c(2<w-ha) 


was  gaas  dasselbe  ist,  wie  oben  kein  Kreise,  weaa'maB 
setst.  Dieser  Wertk  aad  äker,^  die  Gldckaag  -der  Carre  gesetsti 
thAU.  .  28- 
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Wlirde  swei  alttolut  ^leitibe  WeiVlifc  fär  y  geben ;  ei  wifd  alm  Je-' 
denfelli  die  gemeinscjiafdiehe  CÜorde  mit  dem  zugeordneten  Dnrcli« 
mesaer  oder  nnserer  Ordinatenaxe  parallel,  und  von  der  Axe  der 
a:  balbirt.  .  , 

Am  einfiicliBten  etelU  sieh  dieae  Eigenschaft  der  gemeinschaft- 
Ueht«  Cborde  für  die  Parabel  herwM,  w«  win  erhält  «:9Bt%  md 

also  )rs= 


Nacbscbrift  des  Herausgebers. 

Rfi  dem  ungemein  prosson  Reirhtbumc  der  Mathematik  hat  es  für  den 
ileraiisgebcr  einer  matliemaiischen  Zeitschrift  häufig  grosse  Schwierigkeit, 
sicher  zu  entscheiden,  ob  eine  solche  specielle  Aufgabe  wie  die  yorstehende 
nicht  schon  anderwärts  behandelt  wonirn  ist.  Auch  zweiüe  ich  kaum,  das» 
dies  bei  der  obig;en  wirklich  (U  r  Fall  ist,  da  dieselbe  eigentlich  nur  eine 
JITevallgMneinorunff  des  bekannten  Satzes  enthalt,  dass  die  Mittelpunkte, 
aller  parallelen  Chorden  einer  jeden  Linie  des  zweiten  Grades  in  einer 

Seraden  Linie  liegen,  oder  dass  der  geometrische  Ort  der  Mitteluuukte 
Der  «inander  parallelen  Chorden  einer  jeden  Linie  dps  zweiten  Grades 
eine  p^erade  Linie  ist.  Da  aber  das  Archiv  nicht  bloss  absolut  Neues  mit- 
sutheiien  den  Zweck  bat,  sondern  auch  scltuu  bekannte,  nur  nicht  in  jedem 
Lehrbnche  sich  findende  Sätze  und  Aufgaben  aufnimmt,  überhaupt  auch  eine 
gewisse  praktische  Richtimg  verfolgt,  unt  Lehrern  bei  ihrem  l^nterrichte 
sieb  nützlich  zu  machen:  so  werde  ich,  wie  früher,  auch  fernerhin  keinen 
Anstand  nebmen,  auch  solchen  Aufsätzen,  deren  Inhalt  mir  zwar  nicht  ab« 
solut  neu,  aber  doch  instrnctiv,  und  den  Zwecken,  welche  ich  durch  das 
Archiv  zu  erreichen  beabsichtige,  in  irgend  einer  Beziehung  fdrderlicb  zu 
ailn  scheint,  die  Anfriahine  ntent  su  versagvn.  Dabei  verMebt  sich  aber 
von  selbst,  dass  ich  auch  Gegenreden  immer  sehr  gern  einen  Platz  in  mei* 
ner  Zeitschrift  vergönnen  werde;  nur  eigentliche  scharfe  Polemik,  nament> 
lieh  wenn  sieh  dieselbe  nieht  bloss  auf  das  rein  Wissenschaftliche  beschran- 
ken sollte,  muss  ich  ganz  ton  derselben  entfernt  halten,  so  wie  ich  selbst 
mir  nie  erlauben  werde,  ein  Unheil  über  eiumal  aufgenommene  Aufsätze 
itt  fallen  oder  dieselben  mit  kritisnrenden  'Braverfcongen  so  begleiten.  Ich 
WiJnsche  diese  gelegentlichen  Bemerkungen  von  den  Lesem  dSf  Arehicw 
als  eine  allgemeine  Erklärung  aufgenommen  zu  sehen.  ^  ■ 

Was  Sbriffens  die  in  dem  oMgen  Anfiatse  behsnddte  Aufgabe  insbe- 
sondere betriff,  so  scheint  mir  dieselbe. ihres  Interesses  wegen  wohl  auch 
eine  ganz  allffemeiue  analytische,  von  der  allgemeinen. Gleichunff  der  Linien 
des  zweiten  Grades  ausgebeade  Behandlung  niTerdieneD*  yielteiehcmSefate' 
auch  eine  rein  geoB|etrisehe  Attflosnng  derselben  in  bMBofccnswerdien  Re- 
sultaten führen» 
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XXXVI. 

FlbMAcei,  der .  erste  ehrisfliehe  Verftusseir  eimer 
Abhandlung  über  die  Algebra  *). 

'  s  Von  d9m 

Ilejnrn  Doctor  Gerhardt 
Lelirer  mß  Gymnasium  ni  Sabwedel. 


Unter  der  Menge  kleiner  Staaten,  in  welche  Italien  gegen 
Ende  des  12tcD  Juhrhundertä  getheiit  war,  zeiclineteu  sich  besuu- 
den  die  Repeblikeo  Venedig,  Geilaa^  Pisa  ans,  deren  HaupCftildte 
währond  der  Zeit  der  Kreuzzüge  sich  des  ganzen  Handels  nach 
dem  Orient  bemächtigt  hatten.  Sie  waren  dadurch*  reich,  mächtig,  . 
blühend  geworden.  Genuesische  und  Pisanische  Kaufleute  Latten 
Niederlaf^B  auf  der  NonikliBte  Afrikas;  aaf  den  loseln  des  Archi. 
pclagus,  in  allen  grossen  Städten  des  Orients,  und  kamen  hier  ' 
überall  mit  den  Arabern  in  Berührung,  die  damals  die  Träger  der 
Wissenschaften  waren.  Auf  ihren  Reis^p  dahin  sammeitcu  die  ita- 
lienisdKäi  Rltnflefite  ausser  vngefaeuern  Reicl»tb3«iem  einen  jSfbati 
neuer  Anschauungen  und  neuer  Kenntnisse,  die  sie  wiedernni  in 
ihrer  Heimath  verhrpiloten.  So  erhielten  die  Christen  von  Jrni 
Arabern  fast  gleichzeitig  die  Algebra  und  die  Boussole,  so  wie 
auch  die  Philosophie  des  Aristoteles, 

Ein  Kanfmaon  aus  Pisa,  I>iConardo  Fihonacci ist  der  erste 
christliche  Verfasser  einer  Abliandlnng  iilier  Algebra.  Von  den  l^e- 
bensumstäuden  dieses  Mannes  kenneu  wir  nur  das  Wenige^  was  er 
selbst  in  der  Vorrede  zu  seinesi  ersten  und  widitigsten  Werke, 
dem  Abbacns,  das  Im  Jahre  1202  lateinisch  geschrieben  ist,  er- 
wähnt. Leonardo  war  noch  Knabe,  als  ihn  sein  Vater,  der  die 
Hechte  der  pisanischeu  Kanfleute  au  der  Douane  von  Kougia  in 
Afrika  wahrnahm,  zu  sich  riet,  um  ihn  seines  künftigen  Berufes 
wegen  in  der  Arithmetik  unterrichten  za'  lassen.  Die  Kordküstn' 
Afinka'a  WBt  damals  in  fiesiti  der  Araber ,Mreldi6  befQ«ders.die 


*)  Nach  Libri  bisc  des  matb.  en  Italfe  Tom.  U.  gearbeitet.  ■ 

*)  Der  Name  Fibonacci  ist  aus  iilius  Bonucci  zusammengezogen,  denn  das 
:  Manoscript  d«s  Abbacas  in  der  Magliabechi.sehen  Bibliothek  zu  Florenz 
aus  dem  ]4ten  Jahrhundert  beginnt  mit  den  Worten :  Inripit  lii)ej-  abbaci 
compositus  a  Leonardo  iiiio  Üonacci  pisano,  ii>  amio  )308.  XiMiretche  .  ' 
Btispiele  ähnlicher  Zu8auimeu9ekun§e|i  Imiim  tkk  M9h  jetsi  iki  tosea« 
niscben  Familienuai^en« 


28' 
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Algebra  mit  biilfe  de«  iodiscbcti  Zahlensystems,  das  sie  sich  ange- 
eignet^ Avciicr  ausgebildet  hatten.    Iliur  lernte  Leonardo  das  iudi- 
scbe  Zalilensygtem  kennen.    Auf  seinen  Reisen,  die  er  später  durch 
Aegypten,  Syrien,  Griecheolan'd,  Sicilien  und  die  Provence  in  Han- 
delsgeschäften untcrnabni,  fibeneugte  er  sich  besonders  von  den 
Vortheileu,  die  dasselbe  vor  ajlen  andern,  in  jenen  Ländern  ange- 
nommenen Rechnuns^swcisen  voraus  hatte.     Desshulb  beschäl^tigte 
er  sich  ernstlich  damit,  benutzte  die  Geometrie  des  Euklid  und  ver- 
'fewte  M  dM  oben  erwähnte  Werk  in  15  Capiteln,  von  denoiidas 
letzte  eine  Ahhaudlung  über  Algebra  cuthält,  auf  die  'wir  weiter 
unten  zurückkommen  werden.    Vom  Jalire  1202,  wo  Fibonacci  zu- 
erst den  Abbacus  herausgab,  bis  1220  lehlen  alle  Nachrichten  über 
nniern  Schriftsteller;  im  letitem  ersehien  von  ihm  ein  iweites 
Werk ,  practica  geometriae  *) ,  worauf  1228  eine  zweite  Ausgabe 
des  Abbacus  mit  Zusätzen  folcfte.    Aussei*  diesen  beiden  Schriften 
verfasste  Fibonacci  noch  eine  Abhandlung  über  die  Quadratzablea 
(man  weiis  nicht,  In  welchen  Jahre),  deren  Mannecript  sich  ib 
neuester  Zeit  ni«dit  iriedor  hat  auffinden  lassen,  die  aber  nach  den 
Zeugiiissen  von  Lucas  Faciolo  und  Ghaiigai  sehr  geistreiche  Unter»' 
sucbungen  über  die  Zahlen  enthielt. 

Das  ist  Alles,  was  sieh  iiber  Fiboüacei's  t^bensnmstlnde  bei- 
bringen lässt.  Kein  gleichzeitiger  Historiker  gedenkt  seiner;  dess« 
halb  ist  auch  das  Jithr  seines  Todes  unhokannt.  Nur  das  weiss 
man  noch,  dass  Fibonacci  von  seinen  Mitbürgern  mit  dem  Spott- 
'namen  Bigollone  -bel^  wurde,  indem  er  wahrscheinlich  ganz  sei- 
nen iiebgewonn^en  Indien  sich  hingab,  und  den  Handel,  die  be- 
liebteste ßcschäftigung  seiner  Mitbürger,  vernachlässigte  Seine 
Werke  blieben  bis  auf  unsere  Tage  iu  dem  Staube  der  Bibliothe- 
ken vergraben;  Commandin,  der  gelehrte  Uebersetzer  der  griechi- 
schen Geosieter,  gedachte  einst  die  Practica  gcometriae  durch  den 
Druck  zu  verön'entlichcn,  aber  der  Tod  liiuderte  ihn  daran. 

Unter  den  Schriften  Fiboüacei's  ist  das  wichtigste  der  Abbacus, 
das,  wie  schon  erwähnt,  in  15  Capitel  getheilt  ist uud  unter 


Der  voUständige  Titel  desselben  ist:  Iiici|)it  pratica  ge.ometrie  compo» 
Ata.  deonardolBigollosio  ffllto  Bonacü  pisano,  in  anno  MCOiSXI« 

**)  Des  Inhaltsverseicbnlsa  derselben  muge  hier  eine  Stelle  finden: 

1)  De  cognitione  novem  figuranun  Yndoruiu  et  (^iialiter  cum  pIs  om- 
nis  numeris  scribatur,  et  qui  numeri  et  qualiter  retineri  debeant 

V  in  manibtti  et  de  introdn'cdonis  ahbaei«  .  ^  ' 

2)  De  multlplicatione  integrorum  numerertnu* 

•  Sl  De  addicione  ipsorum  ad  invieem.   "  ' 
. .  4)  De  extraetione  mfaioram  numeronun  ex  mejoribus. 
,  •     *  5)  De  (livisloiie  integroruni  numerorum  per  integros. 

6)  De  uiultiplicatione  integrorum  numerorum  cum  rupds,  atque  rupto* 
rum  sine  sanis.  '  ^ 

7)  De  adtlitione  et  extractione  et  divisione  mmipronim  integrorum 
"    cum  ruptis  atque  partium  numerorum  in  aingulis  partibua  re- 

ductione. 

8)  De  emptione  et  yenditione  reruiii  venaliura  et  similium. 

^      9)  De  barattis  rerum  venaitum  et  de  empcione  holseualiae  et  qaibus- 
dam  repiHs  similibus. 

10)  De  societatibus  factis  inter  consocios. 

11)  De  consolamme  nranetsnun  atque  eenun  rsgnlis  qoae  ad  eonso»  * 

lamen  pertinenc  , 
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andern  eine  Darsteliang  de»  iodisclien  Zahlensystems  und  in  dem 
letzten  Capitel  eine  Abhandlung  über  Algebra  enthält«  Da  dieaes 
Capitel;  io  dem  2ten  Theile  von  Libiri't  Qeaeliiebte  der  Malbamatik 
hl  Italien  vollständig  abgedruckt  ist,  so  können  wir  uns  genan 
Yon  scinrm  Inhalte  überzeugen.  Es  bestellt  aus  3  Thailen :  in  dem 
ersten  ist  über  ProportioneD,  im  zweiten  über  geometrische  Pro- 
Mene,  im  drittes  iaer  Alfrel»ra  gehandelt.  ^  Dteaer  letale'  Thell  ist 
der  interessanteste  des  ganzen  Werks;  jedoch  zeigt  eine  Ver- 
gleicbung  desselben  mit  (fem  bekannten  Werke  Mobammed  ben  Mu- 
sa'sy  dass  Fibonacci  bei  der  Abfassung  desselben  das  berühmte 
Werft  dieses  arablAclien  Scbriftatellars  var  aieh  batte  and  danadi 
arbeitete.  Er  giebt  zuerst  dieselben  JSiidarun^en  ,  betrachtet  dar* 
auf  dieselben  sechs  Fälle  von  Gleichnngen,  namlieh  dr^  Mnlaclia,: 
wohin  die  Gleichungen  von  der  Form 

gehikiBO»  und  drei  zusanaMligefletate,  d.  h.  Gleichnngea  von  der  form 


jedea  eiaselnen  Falles  obne  Beweis.  In  allen  Fillen  werden»  eben- 
falls nach  dem  Beispiel  der  Araber,  sämmtliche  Glieder  der  Glei« 
chungen  als  positiv  angenommen.  Zuletzt  folgt  der  Beweis,  der 
in  einer  geometrischen  Constmction  der  Gleichung  besteht..  Das 
Ctense  beadiliesst  eine  Menge  von- Aufgaben,  von  denen  jed^  anf 
einen  der  pben  erwähnten  sechs  Fälle  zurückgeführt  wird. 

Demnach  scheint  dieser  alg-ebraische  Theil  nur  eine  Bearbei- 
tung des  oben  erwähnten  arabischen  Werkes  zu  sein.  Die  Wissen- 
aehaft  selbst  ist  hier  TOn  Pibonaeei  nicht  weiter  sefSrder^  denn  er 
lllasjt  ebenso  via  die  Araber,  die  zweite  Wurzel  bei  der  Lösung 
der  Gleichungen  des  zweiten  Grades  unberücksichtigt;  ja  er  ist 
nicht  einmal  so  weit  gegangen»  als  Mohammed  ben  Musa,  der 
4i6  Bxistens  der"^  «weiten  Wnrzel  wenigstens  filr\die  Gleichung 
ajp*  -f  -  Ä = co^-  angedeutet  hatte. 

Wir  sind  jedoch  weit  entfernt,  diesen  Mangel  Fibonacci  zum 
Vorwurf  zu  machen;,  seine  Schritten  zeichnen  sich  nicht  aliein  vor 
denen  seiner  Zeitgenossen,  sondern  auch  fot  denen  eines  Baco, 
eines  Raimundus  l^ullns,  eines  Albert  des  Grossen,  die  nacb  ihm 
schrieben  und  die  ausgezeichnetsten  Männer  ihrer  Zeit  waren, 
rühmlichst  aus,  indem  sie  nur  Wahrheiten  enthalten,  anstatt  dass 
man  in  den,  Werken  der  damaligen  Zeit  deu  finstersten  Aberglauben  ' 
mit  einseinen  richtigen  Aussprüchen  and  Urtbeilen  ge|MMrt  findet 


12)  De  Solutionihu.s  inultaruin  po&itarum  qiiaestionuui  quas  erraticas 
appellanius. 

IS)  De  reguia  eleatayin,  qssliter  per  ipsnm  fere-onmes  emtieseqoss. 

stiones  solvantur. 

14)  De  reperiendis,  radicibns  qasdratis  et  cubiis  et  malliplicatione  et 
divisione  seu  cxtractione  earinn  in  sSi  et  de  trsetstu  binomierom 

'     et  recisorum  ci  corum  nuliciuiu. 

15)  De  regniis  et  proportionibus  geometriae  pertinentibus,  de  qnsestio- 
nibns  algehrse  et  almachsbelas. 
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Fibonacci  liatte  auch  bei  der  Abfassung-  seines  Abbacus  nur  das 
rein  Praktische  iui  Auge  er  wollte  seine  Mitbür^^er  mit  den  Vor- 
^ileo  kekanit'  mackeii,  die  iai  indiMhe  Zablensysteni  ia  4er 
Rechnung  ?or  denen  Yorans  hatte,  die  bisher  in  Italien  und  andern 
Ländern  gebrHuchlich  waren.  Dies  ist  sein  Hauptverdienflti  wofür 
ihm  die  Nachwelt  den  grössten  Dank  schuldig  ist. 

Da  aber  die  ftHrif^en  Sebr^n  Fibonaed'e  erwUuit  worieü 
rind,  so  möge  jetit  noeh  eine  kurze  Beschreibung  derselben  fol-  * 
gi'n.  Die  !*rartica  {^eometriae  ist  ein  sehr  voluihinöses  Werk,  das 
iu  N  nistiuctiuuen  eingetheilt  ist  und  von  dem  verschiedane  Rlanu- 
scripte  eidstiren,  die  beweisen,  dass  es  der  Verferaer  «ehmala 
überarbeitet  hat.  Den  Hnuptinbalt  desselben  bilden  Untersuchunges 
über  die,  Ausmcssiioa:  der  Körper;  besonders  zu  bemerken  ist  aber, 
das»  darin  das  Theorem  vorkommt,  iu  welchem  die  Fläche  eines 
Dreiecks  durdi  die  3  Seiten  bestimmt  wird,  ein  Satz,  der  sich  schon 
in  den  Schriften  Brahmeguxta's  findet**).  Fibonaeti  bat  ihn  wahr* 
sclieinlich  ans  einer  Sclirift  des  Juden  Snvosarda  entlehnt,  der  im 
läten  Jabrbundert  lebte  nud  dessen  Werk  von  Pluto  von  Tivoli 
ins  Lateinische  übersetzt  ist.  Indessen  werden  auch  iu  der  Practica 
geometriae  algebraische  Gegenstände  abgehaiidelt;  so  findet  sich  ia  « 
der  zweiten  Distinction  die  Ausziebung  der  Quadratwurzeln,  in  der 
fiinfteu  die  der  Cubikwurzelo  und  am  Bode  des  Werks  Probleme 
aus  der  unbestimmten  Anulysis.         .     ,  . 

Fiboüafy;!  Cat  auch  eine  Abbandloog  Sber  die  Hiiadralsablea 
geschrieben,  die  von  ibm  selbst,  von  T^ucas  Paciolo,  (ahaligai»  X^* 
lander  und  Baldi  erwähnt  wird,  die  aber  in  neuester  Zeit  nicht 
.wieder  hat  aufgefunden  werden  können.  Paciolo  hat  einen  Theil 
derselben  seiner  Satima  aritbraedca  einverleibt,  und  Ohaligai  scheint  ' 
alles  das  daraus  entnommen  zu  haben,  was  er  über  unbestimmte 
Analysis  sogt.  Aus  einer  Vergleichungf  beider  Schriften  lässt  sich 
^die  Behauptung  Xjlander's,  Fibonacci  habe  diese  Abhandlung  aus 
'der  Arithmetik  des Diophantns  entlehnt,  a^rüekweisen;  lieide  babett 
keine  Aebniichkeit  mit  einander.  Fibonacci  gieht  unter  andern 
darin  die  Summe  der  Reihe  der  natürlichen  Zahlen,  die  ihreT  Qua- 
drate, so  wie  auch  die  allgemeine  Formel  zur  Bildung  aritbmeti- 
scber  Dreiecke;  es  findet  sich  auch  daselbst  die  Lösung  eilMs  be-  / 
sondern  Falles  von  dem  schwierigen  Pri>hlem:  eine  Quadratzabl 
zu  finden,  so  dass,  wenn  man  zu  derselben  eine  gegebene  Zahl 
addirt  oder  davon  subtrahirt,  sie  immer  ein  Quadrat  bleibt. 


')  Sane  hic  Uber  magis  quam  ad  iheoricam  speccat  ad  praeticam ,  8ag;t  .er 
in  der  Vorrede. 

*")  Vergl.  die  historischen  Notizen,  die  Chasles  über  dieses  Theorem  in 
seiner  tieschiclite  der  Geometrie  (p.  480  fl.  der  üeberüetziing  von 
Sobnke)  beibringt.  Derselbe  sagt,  dass  es.sich  in  der  Practica  geome* 
triae  nach  der  Art  der  Aiaher  bewiesen  findet:  hieraus  kennte  man 
Kchliessen,  dass  Fibonacci  es  uninTtft'lltar  von  «len  Arabern  entlehnt 
habe,  und  nicht  vou  öavosanla,  wie  Libii  meint,  zumal  da  ia  dem 
Werbe  des  letitem  der  Bewei«  Mdt, 
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lieber  den  Ursprung  und  die  Verbreitung  un- 
seres gegenwärtigen  Zahlensystems 

Von  den 

Herrn  Doctor  Gerhardt 
Lehrer  am  GjrmnaeiMi  lü  Selzwedei.  ^ 


Zwisciion  Libri  und  Chasles,  dpm  \  erfasset  des  „Apergu  liisto- 
rique  sur  roriffiiie  et  le  developitcment  des  inetliodes  en  Geometrie 
etc.  Brax.  1837''  (ins  Deulsclie  übersetzt  von  Solioke)  ist  io  ueue.- 
ster  Zelt  ein  heftiger  Streit  über  den  Ursprung  unteres  gegenwär- 
tigen Zahlensystems  nusgebrucben.  Jener  behauptet,  dass  die 
Christen  dasselbe  den  Arabern  zu  verdanken  hätten  und  dass  na- 
mentlich FibuDucci  zuerst  die  kenntniss  desselben  verbreitet  habe; 
«(ieter  meint,  dnfi  unser  ^«blensystem  ans  den  der  Gr!eehe)i  und 
Romer  entstanden  sei,  und  Tvill  das  erste  Vorkomaen  desselben 
den  Werken  des  Boetius  vindicirt  wissen,  der  es  wiederum  den  l'j- 
thagoräerp  zuschreibt.  Librt  hat  jedoch  die  kühnen  Hypothesen 
ona  Irrigen  AnsieBten  des  letzteren  genügend  widerlegt,  und  Cbns* 
les  selbst  hat  in  einer  Note  am  Ende  seines  Werkes  seinen  Irrthum 
bekannt.  Die  Stelle  des  IJoetius,  auf  welche  Cbasles  seine  Ansich- 
ten basirt«  und  die  man  in  dem  oben  genannten  Werke  vollständig 
ubgcdrnckt  fibdef,.  beweist  weUer  nichts,  als  dass  man  sich  snr 
Zelt  des  Boetius  gewisse  'Abknrsan^en  in  der  Multiplica^ion  und 
Division  erlaubte,  und  besonderer  kunstc^riftV  und  Zeichen  dabei 
bediente^  ;i¥ie  es  schon  seit  den  ältesten  Zeiten  Sitte  war,  und  die 
Fibonacci  aoeb  anf  «seinen  Reisen  fand.  Chasles  batte  neb  dareh 
diese  Stelle  zu  der  offenbar  irrigen  Ansiebt  Verleiten  lassen,  dass 
die  Zahlensysteme  der  Griechen  und  Römer  von  dem  unsrigen  nur 
wenig  verschieden  wären.,  denn  beiden  läge  eine  Progression  nach 
Zehn  zu  Grunde  und  beide  drückten  {rfFead  eine  Zahl  auf  dieselbe , 
^rt  durch  Einer,  Zehner,  Hunderte ,  l^auseude  n.  s.  w.  aus  mit 

Hülfe  der  neun  Grundzahlen  Eins,  Zwei,  Drei,  Neun.  Aber 

es  ist  bel&anjit,  dass  unser  Zahlensystem  von  denen  der  Alten  sich 


^)*Aus8er  Libri  bist,  des  math.  en  Italic  ist  hierbiM  noch  benutzt  Chasles 
Geschichte  der  Geometrie  übersetzt  von  Sohiikei  und  üüUmann  über, 
dss  Stidtsfiesea  de«  Mittelalters« 
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huuptsHchlicli  dadurch  uutcrscheidet,  duss  einmal  ia  dem  unsrigeu 
der  Werth  der  Ziffera  tod  ihrer  Stellung  abhängtj  apd  sweitens 
das«  "Wir  aus  den  nenn  Zahlzeichen  mit  Hülfe  der  Null,  deren - 
lateinischer  Name  Zephirum  offenbar  arabischen  Ursprungs  ist,  alle 
Zahlen  bilden,  anstatt  dass  die  Griet^hen  und  Kömer  zur  Bildung 
der  Zahlen  äber  Zehn  hinaus  nenfer  Zeichen  sich  bedienten.  Ansser- 
(1<  iu  werden  auch  unsere  gegenwärtigen  Zahlzeichen  von  allen 
christlichen  Schriftstellern,  die  in  der  frühesten  Zeit  über  Arithme- 
tik unü  Algebra  schrieben,  wie  Fibonacci,.  Sacrobosco,  Jordanus, 
Valla,  o.'a« .m.  indische  genannt.  .     '  '  ^ 

l^ine.  andere  Frage  ist  aber  die,  ob  nicht  vielleicht  schon  tot* 
Fihonacci  unser  gcgenwärtitccs  Zahlensystem  von  den  Arabern  zu 
den  Christen  herübergekommen  ist.  >  Libri  sagt,  es  K^be  Alauu- 
Scripte  von  Ungewissem  Datum,  die  vor  dem  jTabre  ab^efasat 
tn  sein  schienen  und  in  welchen  sich  nenn  Zahlzeichen  tändeo, 
deren  Werth  von  ihrer  Stelle  abhinge;  aber  sie  sbhietu  ii  siimmtlich 
von  Juden  geschrieben  oder  von  Christen  während  ihres  Aufenthal- 
tes bei  den  Mauren  in  Spanien,  und  entschieden  desshalb  nichts 
über  die  erste  EiDführung  unseres  Zahlensystems  bei  den  Christen  *). 
Nun  ist  es  aber  bekannt,  dass  es  namentlich  die  Juden  waretj, 
welche  den  Verkehr  zwischen  Arabern  und  Christen  vermittelten.- 
L'ebcrall  zerstreut  und  mit  Uandel  beschäftigt  hatten  sie  sich  iu 
Asien ,  in  E^uropa  und  Afrika  ausgebreitet.  Die  sahlreicben  Syna- 
gogen, welche  sie  im  Süden  Frankreichs,  in  Spanien  und  Italien 
hatten,  C()rjes[»oudirten  mil  einander.  Nie  Ubersetzten  eine  grosse 
iUenjg;c  griechischer, und  arabischer  Werke  über  Astronomie,  Philo- 
sophie und  Medicio.  Sollten  sie  bei  diesesi  GescbSfte  sich  nicht 
auch  mit  dem  Inhalte  der  Werke,  die  sie  unter  den  Händen  hatten, 
hcfasst,  und  die  aruhischeu  Zahlzeichen,  die  überall  in  diesen  Wer- 
ken vorkommen  musstcu,  bloss  copirt  habeu,  ohne  ihren  Werth 
kenn<(n  .  zu  lernen?  Ks  lässt  sich  wohl  annehmen,  daäs  sie  bei 
Ihren  fortwährenden  Correspond<  nzen  auch  einander  ihre  Kennt- 
nisse mittlieilteii,  und  dass  eine  ]\littheilung  des  arabischen  ^ahlcu- 
systems,  das  vor  aliea  übrigen  damals  gebrauchten  so  grosse  Vor- 
teile gewährte,  an  ihre  Glanbetisgenosseu ,  M  ihrem  eo'tschiede- 
nen  Hange  zu  Handel  und  (.ewinn,"  gewiss  nicht  uoterblieh.  Gleich- 
wohl muss  man  gestehen,  «lass  alles  das,  was  von  den  Juden,  einem 
verachteten  und  manuichfach  gedrücktca  Volke  ausging,  von  den 
sich  erhaben  dnnkendeo  Christen  verabscheut  wurde. 

Was  nun  aber  die  Christen  betrifft,  die  Dach  Spanien  gingen, 
um  sich  hei  den  Mauren  sa  unterrichten,  so  ist  wohl  nicht  wahr- 


*)  Libri  bleibt  in  seinen  Heljaiipttingen  ni<-ht  conseqnent;  denn  <iiif  Seite 
298  £F.  IQfarc  er  ein  Mauuscrioc  au,  das  im  Jahre  1134  mit  Tliilfe  eines 

.  Juden  ans  rl?ih  Arabischen  rtberse,t9St  ist  unil  Arithmetik  enthält.  Ainsi 
ce  manuscript,  fährt  er  fürt,  iic  peut  founiir  aucun  argom«|i!t'eontre  la 
priorite  de  l'Abbacus  de  Fibonarci,  qui  ce|)€iidant  (comnic  noiis  le  re- 
eonnaissons  avec  la  niuparc  de  ceux  qui  ont  diücuie  ce  puiut  de  Tlri- 
stoire  des  scieuces)  n  a^pas  et^  le  premier  ouTrage  facin  oü  Ton 
ait  empipyo  les  chiffres  arabes,  mais  qui ,  jusqu'a  ce  qiie  d'autres  faits 
Tiennent  prouver  lo  contraire,  doit  etre  cousiderv  commc  le  nremiec 
traitü  avec  tlate  certaine  ecric  originairemenc  en  latin  par  un  Cnretien, 
oü  les  regles  de  k  aouvelle'  arithmetique  se  tronvent  ezpos^es* 
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scLeinlich,  dass  sie  ihre  dort  erworbeoen  Kenntoisse  für  sich  be- 
hieheu  und  ^ie  Ausbreitung  derselbeo  unter  ibreu  Landsleaten  un«. 
terlieiMD.  Als  Beiapiel  mag  hi«r  der  bekannte  Gerbert  erwiliai 
werden,  der  zu  seiner  Ausbildung  nach  Spanien  zu  den  Sarazenen 
gegangen  war  und  nach  seiner  Rückkehr,  im  Jahre  999  unter  dem 
Namen  Sylvester  II.  den  päpatltchen  Stuhl  bestieg.  Auf  seinem 
Rilekwe((B  irerkniteto  er  eifrigst  btHoB  KeMUtoiiMe,  »bbr  die  Un- 
witieftbeit  seiner  Zeitgenossen  war  so  ungeheuer,  dass  nan  ihn 
seiner  neuen  Lehren  wegen  verketzerte  und  der  Ma^e  anklagte. 
Seine  g«OBQtriHcbei\  Schriften  behandeln  zwar  nur  die  elementar, 
■teil  GegemifSnde,  aber  vDmöglich  kann  diese  Anleu  sn  sweiÜBla 
^ben,  oB  (Berbert  wirklieb  eeine  Kenntnisse  den  Arabern  Terdnkl» 
wie  Chasics  zu  behaupten  geneigt  ist;  vielmehr  beweist  es  meiner 
Meinung  nach,  dass  Gerbert  ein  guter  Pädagog  war,  der  erkannte^ 
daw  die  beben  KemitDisBe,  die  er  l>ei  den  Arateni  geireBiieB  hatte, 
für  seine liandsleute  eine  zu  unverdauliche  Speise  waren.  'Von  grSa- 
aerei*  Wichtigkeit  scheinen  seine  nrithmetischen  Schriften  zu  sein, 
die  grösstentheils  i^och  unedirt  in  der  Bibliothek  des  Vatikan  liegen. 
Ks  findet  sich  darin  nach  der  Behauptung  Chasles  ein  Zahlensystem, 
von  dem  damals  gebräuchlichen  lateiniaeben  verscbleden  ist.  Der 
Thätigkeit  und  dem  Lehreifer  Gerberts  verdankte  namentlich  die 
Schule  zu  Rheims  ihre  Blüthe.  Wissbcq-ii  riuc  Männer  strömten  aus 
Frankreich  und  Deutschland  herbei,  um  nun  unter  ihm  zu  bilden, 
nnd  die  binterlasflenen  Hannscripte  eilMB«  Adalboldus,  Bischofs  Yon 
Utrecht,  eines  Heriger,  Ahts  von  Laubes,  und  Bernclius,  die  Sämmt- 
lich  seine  Srhiilor  waren,  beweisen,  dass  Gerbert  denselben  seine 
bei  den  Arabern  gewonnenen  Kenntnisse  mittbeilte.  Sie  setzten 
daa  angefangene  Werk  ihref  |lleistera  eifrigst  fort,  nnd  noch' in' 
ISten  Jahrhundert  gewährten  die  Bäume  Schatten  und  Früchte, 
welche  Gerbert  Im  lOtcn  in  Rheims  gepflanAt  halte.  Durch  Spröss- 
linge  davon  sind  in  Frankreich  und  Deutschland  verschiedene 
Stftmaie  nnmittel-  oder  mittelbar  veredelt  ia orth>^  Solange  jedlitik 
die '  bisber  In  dem  Staube  der  BiblibtlKicen  vergraben  liegenden 
Manuscripte  nicht  veröffcntliclit  werden,  lässt  sich  über  die  Thätig- 
keit und  Wirksamkeit  Gerberts,  wie  seiner  Schüler,  nichts  behaup- 
ten, nnd  Fmnztsen  und  Deutsche  nfissen  ^or  der  Hand  zugestehen, 
dass  xuemt  von  Italien  ans  durch  Fibonacct  unser  gegenwäitigea 
Zahlensystem  in  Furopa  verbreitet  worden  ist.  Das  steht  aller- 
dings fest»  dass  iu  Deutschland  die  Geistlichen,  denen  die  Sorge 
des  Ünterrfehts  oblag,*  im  Uteq,  ISten,  13ten  Jabrbnndert  an  nieata 
weniger  dachten,  alä  Tür  Bildung  tbätig  zn  sein.  Seitdem  hohe, 
wie  niedrige  Stellen  kännich  wurden,  seitdem  die  hohe,  wie  die 
niedrige  Geistlichkeit  dahin  strebte,  immer  mehr  weltliche  Macht 
sich  zu  verscbaften,  seitdem  jene  den  lebhaftesten  Antheil  an  der 
Politik  nahm,  und  diese  sieh  sogar  mit  Handel  befasste,  da  gingen 
<nneh  die  letzten  Spuren  der  ächten,  wissenschaftlichen  Bildung  ver- 
loren. Der  Unterricht  beschränkte  sich  auf  nothdürtu2:es  Lesen  und 
Schreiben.  Es  blieb  ihnen  keine  Zeit  übrig,  au  ihre  eigene  Aus- 
l^ildung  so  denken,  fortwäbrenda  iltreitigkeitan  mit  den  Birger» 
Schäften,  in  deren  NKbe  sie  wohnten,  über  Gerichtsbarkeit  und  welt- 
liche Macht  nahmen  ihre  ganze  Thätigkeit  in  Anspruch,  und  sie 
kielten  ihit  aller  Gewalt,  die  ihnen  zu  Gebote  stand,  das  Volk  iu 
Unwissenbait  «ntek  nnd  binderten  jedes  kibne  Eaiporsirabon.  * 


.  Dies  änderte  sidi  Je4ec]ii  als  io  Fotg^der  Kreuuäge  eio  kräf- 
tifrer  Biirgeratsod  «icn  so  biMen  anfing,  dar  sieh-  batoadera  mit 
Handd  beschäftigte  und  zur  Förderung  des  Kunstflcisses  sebr  tbft« 
tig  war.  Zur  Zeit  Friedrichs  II,  des  grossen  Hohenstaufen,  kam 
aine  grosse  Uaodelsstrasse  von  Wien  nach  Venedig,  in  ipiang,  da 
Wim  i»B9  Zeit  Ganstantinopel  aufliörtc,  Hauptniederlage  der  nor« 
genländischen  Guter  zu  sein  und  die  Venctianer  dieselbe  in  ihrer 
htadt  einrichteten.  Schon  seit  der  IVlitte  des  13ten  Jahrhunderts 
zogen  die  reichen  Kaufleute  von  Augsburg,  Nürnberg,  Olm,  Meia- 
miDgea,  über  die  Alpen  nach  Venedig,  und  12^  dachte  mau  da« 
aalbst  «af  dia  Aalcgung  eiaißfl  eiganaa  Kaufhauses  filr  die  Deut- 
schen. Aber  nicht  allein  gingen  deutsche  Kaufleute  nach  Italien 
und  verweilten  dort  längere  oder  kürzere  Zeit,  sondern  auch  Itali- 
ener, besonders  Venetiauer,  Florentiner,  Lombarden^  besuchten  die 
grossen  Bandelspliitse  Miltelearopas,  nnd-arbieltaii  die  Brlaabnisa, 
sich  daselbst  häuslich  niederzulassen.  Grüsstentheils  war  das  Wech- 
selwesen in  Deutschland,  Frankreich,  England,  in  den  Niederlanden 
in  den  Häodeo  Italienischer  Kaufleute,  von  denen  die  meisten  aus 
der  Lmnbardei  und  Toseana  gebürtig  waren,  basandera  ans  FJamn 
■od  Siena.  Damals,  bei  diesem  wechsalaeiligBn  Vertelir,  gescbabat 
wahrscheinlich,  dass  die  Deutschen  zum.  zweiten  Male  mit  unserem 
gegenwärtigen  Zahlensysteme  bekannt  wurden,  nachdem  der  von 
verbert  ausgestrenta  Same  längst  spurlos  versebwnnden  wmr.  Dann 
Libri  zeigt,  dass  es  dasiak  in  allen  Städten  Italiens  MatbesiatÜLar 
gab^  besonders  in  Florenz,  wo  lange  Zeit  die  von  Fibonacci  ge- 

grüudete  Schule  blühte.  Alle  Bibliotheken  Italiens,  Frankreichs, 
nglaads  und  Deutschlands  enthalten  eine  Menge  Manuscripte,  dio 
von  Italienern  über  versebiedene  matbematische  Gegenstände  im 
14tcn  und  15teo  Jahrhundert  geschrieben  worden  sind,  und  in  eini- 
gen wird  ausdrücklich  bemerkt,  dass  sie  für  Kaufleute  bestimmt 
waren,  für  welche  die  Kenntniss  der  Algebra  Bedürfoiss  war.  Ge- 
wiss  brachten  damals  aueh  devtsehe  Ranieote  solebe  Manaseripte 
in  ihre  Heimath  oder  im  Auslande  lebende  Italiener  verbreiteten  sie 
in  ihrem  neuen  \  aterlande.  l  ud  wahrlich,  es  gereicht  Deutschland 
Kur  Ehre,  dass  dieser  neue  Same  auf  keinen  unfruchtbaren  Boden 
fiel;  denn  in  dar  That,  aait  dem  Anfange  djss  16^  Jahrbnnderts 
wurde  in  Deutschlund  und  von  Deutschen  eine  Menge,  namentlich 
arithmetischer  Schriften,  verfasst,  deren  Titel  ,,die  coss,  Wälsche 
Practica,  u.  s.  w/^  zwar  italienischen  Ursprung  verrathcn,  die  aber 
nichts  destaweniger  der  Deutschen  mgentbusuiebe  Foütaebritt»  ui 
der  Behandlung  der  Arithmetik  zeigen  *).  Hierher  gehört  beson- 
ders der  Gehrauch  der  Zeichen  -f-  und  — ,  die  nach  Lihri's  aus- 
drücklicher Bemerkung  in  den  Manuscripten  italienischer  Matbena- 
üfcer  ilieaer  Zeit  nicM  TorKommen.  *  Geirisa  vird  äaeh  noch  sMbr 
dergleichen,  ms  den  Deutschen  zum  Ruhme  gereicht,  zu  Tage  ge> 
fördert  werden,  wenn  ein  deutscher  Mathematiker,  der  Gelegenheit 
hatj  die  Bibliotheken  Nürnhcrg's,  Wien's,  Müochen's,  Augsburg'« 
n.  8.  w.  zu  benutsen,  sich  mit  der  Lösung  der  von  der  FBrstliob 
iaUannwakiscban  .fianeUschaft  za  Leipzig  für  das  Jabr  1842  ge- 


*)  Vergl.  Drubisch  de  Joan.  Widiiianni  Egeraui  Compendio  A/lüuneticae 
inercatorum,  wo  p.  33.  gezeigt  wird,  dass  Reabnungsbeispide  aas  4mn 
,  Abbacus  Fibonaea's  sich  bei  Weidauum  finden. 
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stellten  Preisaufgabe  befassen  sollte,  ob  es  nHmlicb  vor  RudolflP  von 
Jauer  deutsche  . Kossisten  ffegebeo  liube,  welche  die  Algebra  auf 
eigpeiithiiiilidie  W«iM  «ubildeteo. 


Ueber  «ue  Aufgabe  der  praktischea  Geoinetrieb 

■  *  • 

Von  dem  , 

Herrn  Prof.  €.  A«  Bretschiieider 


■in 


öotha. 


Im  ersten  Tliellc  von  Mei«r  Hirscb's  Samiuliiu!:^  treometriMelier 
Aufgaben  findet  sich  folgendes  Frubl<)m  in  149.  vorgelegt:  aus 
den  drei  S[iitzen  eines  gegebenen  Dreieckes  wird  ein 
Thurm  gesehen,  dessen  l^''uss  mit  dem  preiecke  in  Biner 
Ebene  liegt;  die  Winkel,  aiiter  welchem  er  aus  denael*« 
ben  erscheint,  sind  gegeben:  man  soll  dio  Entfernung 
des  Thurmcs  von  jedem  dieser  drei  Punkte  finden.  Die 
Lösung  hat  der  Verfasser  dadurch  erhalten,  dass  er  zwei  Hülfs- 
fialen  eiBfUhrt,  und  f^,  welehe  nietet  am  ywei  Gleickuagen  ge* 
firnden  werden  mässen,  von  denen  die  eine  vom  ersten  und  die 
andere  vom  zweiten  Grade  ist.  Die  CoefGcienten  dieser  Gleichun- 
gen sind  aber  bereits  so  zusamneogesetzt  und  so  wenig  elegant 
oder  Jiyniiietriwli  ffebaut,  das«  Meier  Hirseb  sieh  begnügt  bat,  die 
ernifliiiteii  Aidgleicbungen  aufzustellen  und  die  wirk^ie  Rntwick»- 
lung  von  a?  und  f  auf  die  jedesaalige  nvnerisehe  Kecbnang  sv 
verweisen.    .       '         •*  •  •  *  ' 

IndeMen  liist  die  vorgelegte  Aufgabe  äne  aefar 'einlM^ie  und 
ancb  ziemlich  elegante  Lösung!  lic/eicbnet  nun.  nftmlich  die 
Winkel  des  gegebenen  Drcieekes  mit  yJ/iC,  ihre  Gegenseiten  mit 
ade,  die  Höhe  des  Thurmes^mit  Ay  seiue  Abstände  von  den  Drei- 
«eksspitzen  ABC  bcsiiglieli  "mit  «r,d,r, ,  feraer  die  xwiacben  «r, 
und  r,  nnd  -awiaiehea  4,  «nd  r,  am  Fasse  des  Thurmcs  liegenden 
Winkel  respectivc  mit  o  und  w,  und  neunt  endlich  die  Winkel, 
unter  welchen  der  Thurm  von  ABC  nuB  gesehen  wird,  der  Hciho 
nach  (xßy,  so  ist  die  Auflösung  in  fulgeoden  einfachen  Formeln 
ealbalten: 

.                           .     .      a-  cot  »a-i-A*  cot             cot  *y 
co8(C  +  o-i-«)  =   .  2«»  cot  «  cot /!  ^ 
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 ^  , 

■"""cot  »rr-i-cot  »/S  — 2i;ot  a  cot  ß  cos  (o-f-w)'  • 

«,         cot  a,  b^-=zh  cot         =:A  cot 

Die  Aufgabe  bat  übrigens  cioe  Uoppelte  Lösung',  da  C+o-f-M 
kleiner  oder  grösser  als  180**  sein  kann.  Die  Gründe,  auf  welchen 
vorstehende  Formeln  .beruhen,  sind  sehr  einfach,  —  Es  bildet 
Dänlich  der  Fiuspankt  des  Tbnmiea  nit  den  Spitzen  des  gegebe- 
nen Dreieckes  ein  Viereck.  Nun  habe  ich  aber  in  einem  bereite 
früher  in  diesem  Archive  mitgetheilten  Aufsatze,  die  trigonometri- 
schen'Relationen  des  geradlinigen  Viereckes  betreffend,  4^n  8atz 
bewiesen,  dass  in  jcdesi  beliebigen  Viefecke  das  Quadrat 
des  Produktes  beider  Diagonalen^  gleich  ist  der  Sannie 
der  Qinidrjite  von  den  Produkten  je  zweier  Gegensei- 
ten, weniger  dem  doppelten  Produkte  aller  vier  Seiten 
in  den  Cosinus  der  Summe  zweier  .Gegenwinkel.  Dies  aof 
das  vorliegende  Viereck  angewendet  giebt  nie  Gleicbnngen: 

=  -4-cV,«  —  2ÄÄ^cr,  cos  (r+oH-w) 

^'Ä,' c^Cj' — 'laa^cCi  cos  {H  —  o) 
=  +  ^*^,«  — 2^^,«»,  cos(^^lf) 

Sabstitoirt  man  hierin  die  Werthe  von  «i^i^,  aus  den  GleiebnugeB. 

at=:i6  cot  a,  ^,  =  ^  cot      Ct=:/i  cot  y 

so  fällt  A*  als  ^emeinschaftlicber  Factor  amf  beiden  Seiten«  gens 

heraus,  und  man  erhält: 

2&e  eotß  CQty  cos  (r-l-o-|-«)=a»  cot*a-|-Ä'  cot  cot  V 

%tc  cot  a  wir  coa  (i?— •)     s«*  cot  *a— ^«  cot  *ß-h€*  cot  V 

M  cot  a  cot  ß  cos  {ji^ «)  cot       ^* .  eot  V+ ^  cot  V 

woraus  die  Winkel  o  nnd  ft  gefunden  werden.  Nur  bleibt  hierbei 
die  in  der  Natur  dieser  Au%abe  liegende  Zweideutiglbeit  sarück,  ob 


C+  0  H- »  ^  ISO*  nnd  mitbin  B' 


9  und 


ist,  d.  h.  ob  der  Fuss  des  Thurmes  innerlinlh  oder  ausserhalb  des 
um  das  Dreieck  AB C  beschriebenen  Kreises  liegt.  Lässt  sich  die- 
ser Punkt  nicht  anders  woher  entscheiden»  so  hat  die  Aufgabe  swä 
l^snogetf.  Es  ist  nun  ober  ferner 

^» sssr,»-HÄj*— 2«4*i  cos  («tH«) 

=  ^'(cot  •«•+-cot  *ß — 2cot  a  cot  ß  cos  (o  +  u)) 

woraus  sich  sofort  k  und  mit  dessen  HiilfB  ansiittelbar  er« 
giebl.    Wollte  mun  der  Sicherheit  der  Kcchnung  halber  oder  aus 

einem  anderen  Gruude  ulic  drei  Werihe  von  /t  berechnen,  so  würde 
die  Uechiiuiig  am  schicklichsten  nach  folgenden  transformirten 
Ausdrücken  angestellt  werden.   Man  setzet 


«r  cot  a=a»  6  cot /S  =  $,  «cot/==c 


so  ist- 
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•  .4»  •• 
.»Dg  iM— )=±K5^+Ö7fä+^ 

tang  — =5=  K  (ft-H^H-c)  (a+>~f) 

danii  bereebna       die  HiMnrialid  jp^y^s^t  •!»  den  «GleickaDgeD; 

CM      s^  eoB  2^  eoi  S||^+ub  8^  nn     «oa  « 

€08  .3j^s=5€0s  Sa  eoi  8^*t-aiih  tfe  ain  3/  coa  • 

coa  2sp,  =eaa  9a  caa  V-^*^  Sei  ain  8j|}  eoa  (a+«) 

so  wird  ^    '    • .  * 

-     #  gin    sin  y      ^  sin  g  ain  y       c  ain  g  ain  /3 
ain  9i  tin  *~  «n 

Tranina  aieb  viedernm  flr,/>,r^  nnaiitt^liar  emban.  —  Beiapiela. 
halber  füge  ich  noch  die  Resultate  einer* ftfecfinnsg  bei,  die  nacb 
Zeigenden  Daten  gefiilirt  wurde: 

.     .         €=1370,059.  rs=t.9f  54' 

A=z  870,447  ßssW  2Sf  , 

«=  707,805  a=sn*W, 

IKea  gab  surSrderat:      ^  • 

r=180«  iV,  8',88  nnd  c=78S0,<)65 

Ä=  S3  18  30,66      '^  =  4658,687 

A=  26   30  ll,i6    "   a  =  3262,180.  . 

Hieraus  ergab  sich  nun  in  dem  einen  Fall,  nämlich  A'^u^ 

<»-|-üs=75«  23' 2o'',96    c,  =1282,52 

•  =  42  28  50,00   ^.  =  1197,98  ii='223,836 

»=32  54  35,06     1  =  1032,37 

Ihr  den  andern  Fall  A'^m  biageigen  wurde 

•+ii=:44*  I4f  10^,28   0«  =2058,26  . 

a=94>  8  29,32  ^,  =  1982,59  il=359,W 

•=20    5  46i,96  a,=  1656,81 

gefunden. 


Ich  bemerke  bei  diesw  CSeli^nbeit,  daas  dos  Pothenoi'sche 
Problem  sich  mittelst  der  von  mir  fiir  das  geradlinige  Viereck  auf- 

Efandenen  Relationen  ebenfalls  sehr  schnell  uod  direkt  lüs^n  jä^st. 
hilt  Kan  nttailieb'  die  Bevelebming  dea  Voiliergehenden  bei,  in« 
dMi  BMI  den  FnaaponlU  dia  Tbnmea  ab  vierten  Pnnkt  batraab» 
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tct,  der  durch  die  p^omesseneo  Winkel  o  und  u  gefunden  werden 
soll,  so  ist  jederzeit,  wenn  nao  xur  AbkürzuDg  die  Hülfsgrössen 
o^Y  mittelst  der  Gieichungen 

•    '       *       o  sin       —  v)  =  0 

8  sin  (Ä  — =  * 

Y  sin  (C-|-o-f-fr)se 

•lonilirt»  ODnittelbar  wid  gsra  allgemein: 

^  sin     — o) 

<^  lin  (C-f-  o  -t- 1<) 

wtbel  TOB  den  beid«ii  Zeichen  im.  NeMiar  aleti  dasjenige  genom- 
■en  werden  ■ou»  waa  die  Werthe  tob  äxhxCx  poaitiT  packt. 


Einige  Eigenscliaften  der  biuomiseheii  Koefii- 

zieoten. 

,   •      •  Von 
Herrn  O.  S^lilöiailcli 

ni  Wien. 


-  I.  Eine  wichtif2fc  Rolle  apieka  die  BinOMialkoeffisienteB  bei 
folgender  Untersuchung:  * 

Es  sollen  die  Bedinc'ungen  aufgefunden  werden,  unter  welchen 
die  beideo  nneDdli^hen  Reiben  *  * 

»jar-f-  «30:*  -h  +  <ri,H.i»r«+i  -f-  , . . .  (I) 

deren  Conrergenz  vorauBgeaetift  Ulriid,  identiaeh  aiad. 
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Maa  «fUlt  «M       siNÜteir  Übe  dürek 

Glieder: 

*,d?*H-  *,Är*  — ......  =!=«o   *i  ^■'■^ 


aller 


•  •  • 


Folglieh  dnreh  Vergleiehiiag  . 

Diess  scheint  auf  folgendes  Gesetz  zn  deoten:         '  -  * 

^==(<»—l).«j+(i»--l}t«,-i-(»— l)»-*««*  (*) 

T^ir  Vollen  niiD  AoiieliiiieiiV  .das«  diese  Relation  füt-  diesen  »ikd 
alle  vorhergehenden  Koeffizienten  richtig  sei  und  dann  den  folgen- 
den Koeffizienten  <5„+i  daraus  ableiten.  Durch  lerfl^icbaog  der 
allgemeinen  Glieder  von  (1)  und  (3)  erhält  man  sogleich: 

Folglich,  wenn  wir  jeden  der  KoefE&ieDte&^^ii,  .^t-.^,.^ .  aus  der 
Formel  (4)  hestimmen :       "  , 

bn^lt=znn-i{(n  —  l)o«i  -H  (»  —  1),«,  +     —  1)2«»      •  1 

—  <^.-^l(»  —  2)o«i-M»-2)»«,  +  («-2),«, +  1 

4-  3).«,  +  («  —  3),«,  C+-  («  —  3),«,      . . .  ^ 


oilv,  weni  wir  diiM«  Reiben  in  veiitnEaler  Riebtang  nuMirea:  . 

-f.  —  1),  —         —  ?),     «t-i(«  —  8),  -r  - . .  .k» 

-H  [nn^i{n  —  1),  —  Mn-2(«»  —  2)i  -I-  iiit-4(A  —  3),  — . . .  ]«r, 

4-   •   .  • 

Da  nun  nn-\-=n^^  »„-2  =  *»^^ . . .  fsf,  fo  Iftsst  sich  jedß  der  ein- 
geklammerten  Reihen  nach  der  bekannten  Fermel  ' 
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•  «r  =  i)r -r  il^«  •-•  2)r.+ r~  d)». •  . . 

■ 

\      Mmmiren,  iDdem  man  r==0,  1,  2,  .  .  seist.  So  hat  man 

AH4^«o«'i+ilt0a.+  »saa  +  ***.-/.^.+««ii«>»«-I.  (5)*) 

Dieas.lat  aber  ganz  das  nämliche  Gesetz,  wiei  dai  io  (4)  ausge« 
nroeiiene.    Es  gilt  daber  dasselbe  für  b„^\^  wenn  es  für  dx» 

.  .  .  l*n  ricbtig  war;  d.  b.  aligemein,  da  es  für  nz=z\  gilt. 

Diese  scbon  für  sich  bemerkenswertbe  Trunsfurmation  einer 
Reibe  lässt  eine  fruchtbare  Anwendung  auf  die  Entwielieinng  yer* 
scbiedener  Eii^cnsrhaften  der  Hinoiniulkoeffizienten  zu.  Kann  mau 
nämlicb  unabhängig  von  ilicsem  IMicoremc  irgend  eine  Funktion 
in  zwei  Reiben  von  den  Formen  (1)  und  (2)  entwickeln,  so  kenut 
■an  die  Koeffisienten  a^,  a,, ...  ikad  ^^»4.1.*  Da  dieae  sogleich 
die  Gleichung  (5)  erfüllen  müssen,  so  giebt  diese  eine  Bigenscbafik 
der  Binomialkoet'fizienten  einea  poaitivieo  ganien  Ex|ioneB&n.  Da* 
von  einige  Beispiele. 

II.  Es  ist  identisch  l-f-^  =  (l  — (X  +  ^)«  folglich 

sc 

jKl^*)^=Cl'~njIj)^f:j:^5.*l«*  ^"»n  beide  Binome 
«ntwickeitr 


l.S  .     l.S*5  ^ 


2.4.6' 

1.3 


1.3.5  (2«  — 1).  x 

2.4.6  (2ii)/lH-^ 


Es  sind  daher  die  Koeffizienten 

1 .  3  .  5  ...  (2«  —  I) 


2.4.6.....  (2«ii 


■   -    1        _1  .8 

»   •  4>  •»        "  JJ  f  •«  —  O  A 


und  nach  (5) 


1 .3 


«4  = 


1.3.5 


2.4» 

1.3.» 
2.4.6' •  • 


1.3.5  .  ..'...(8»  —  1)   __-L«   '  «  (R\ 

2.4-6  (2«)""^     2"«  ^2.4*»  2.4.6''» 


m.   Aas  der  identiseben  Gleichnng         = ^ 

1  X 
Log  j-^— =  —  Log  (l-|-ar)  =  Log  (1  —  1^^)  und  durch  bei- 
derseitige Entwickelung:        «        .  '  "  '  ' 


*)  Dieses  Theorem  wurde  mir  ohne  jUeweis  vou.fieira  Professor  Kunze 
au  Weimar  mitgetlieUt. 
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'0^1=^-:^»  «1  =  *>    =  — 2"»    —  »»^*'^""T' 

«Bd  Mich  (5)  ' 


1 

2^1 


1 


...  (7) 


Diese  schon  bekannte  Eigenschaft  der  Binomialkoeffizienten  findet 
.sich  gewöhnlich  mit  bei  der  Integration  iQgarithmischer  Differen- 
sialei  Will  man  einmal  höhere  Analjsis  zulaiseo,  lo  kann  man 
alle  hier  entwiekelteD  Formeln  sehr  kurz  mittelst  bestimmter  lote- 
grule  ublmtoBt  wf  welcliMi  Weg«  ab  fuch  g«)cg!9Btlicli  ^efvuten 
werden.  '        '.      '    ,  . 

IV.  Eine  andere  ähnlich  gebildete  Relation  beruht  auf  der 
Sume  der  Reibe  . 


(8) 


Um  dietea  8  ma  Hsden  moltiplisiraii  wir  die  ReiBe  mit  X+jt^  nni 
erlialten  so: 


i  : 


=  r-Log,(l  -7  jf) 


lUbin 


1  •+•  * 


fiia  «weiter  Auadruck  filr  dieaea  S  findet  aach  ao.  £a  iat 

-  Log  (1  -     =  Los  (1  -~)  -  L.g  (1  -  5;j:^5 

folfflicb,  wenn  man  noch  mit  l  +  or  dividift  jüd'  die  Li^arithaen 
in  Reihen  verwandelt, 


Tkeil  II. 
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MvlCiplizirt  man  noch  beide  Warthe  von  S  mit       so  kommt: 
2  — 1/   o:   V.  .  2»  — 1,  .  2«--l/  ar 


=^ii]i>' +=T^r:f3)-  -*-T^ri-5)' 

Bi  iind  daher  die- KoeffitientM :    *'  ' 

*      2"  1         ^  1  11 

und  • 


(9). 


V.  Ein  Füc  ftodere  'ReltttioBeii  erge&wn  siek  «nt  dev  beiden 
belcennten  Reiben: 

*  Arctan»  =  »»— -i«* —  y»» -i-  ..;(10) 

*  ,  •  •  • 

«    *  /  .    2^    »«        .  2.M.  .  1 

*  Areten»  =  i:^)  +  I^hPf)'  +  375^11:^)  *  nn 

f.,  2.4.6...(2.)      (_^^^^  ,  r 

Nehmen  wir  zuerst  4'=d;,^80  folgt 

1  11 

nMv 

2. 4,6.. ..(2«)   -      «.1.         i.      _  * 

J 

«ad 

'     8.A.6>...(2«)    _i_-L.      JL.  j_  nft\ 


^  VL  Nehmen  wir  deg^pen  = — «lae .»»  =  —  j^j:^» 
10  veitüriMhen  (10)  und  (ll)iihre  Rollen  and  ee  w^: 

2  2.4         2 .  4  . 6  *  •  r 


dgitized  by  Google 


«lio 


uod 


4d9 


=»•  ""T*'     375*»  " STöT?'»» 


was  mau  als  die  UmkehruDg  ^der  vorhergehenden  Formel  an 
mImh  luui«. 


XL.  . 

Berechnung  des  Wheatstone'scheii  V^shcImi 
znr  Besttminiing  der  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des  eleetrischen  Lfclites. 

»    .  Von  * 

•    Herrn  J.  Flesch 
Lehrer  der  Mathem*  und  der  Naturwissensch,  an  der  Realschule  tu  DüsseldoiH 


•  \ 


*  Eine  breite  Metuliplatte,  in  Form  einea  Parallepipedon,  mit  zwei 
polirten  GrenzebeneS  bewege  sich  um  eine  verttj^ale  Achse,  welche 
die  Platte  in  der  Mitte  ihrer  Dicke,  dev  Tier  yerUkileD  SeitetoflScben 
parallel«  durchsetze.  A  (Tal  V.  6.)  sei  ein  leuchtender  Punkt, 
AO^^a  seine  Eotfernunf^  von  der  Drehungsachse,  die  in  O  auf 
der  Ebene  der  Figur  senkrecht  stehe;  OS  der  Durchschnitt  des 

J letal!  -  Doppelspiegels  mit  einer  den  leuchtenden  Punkt  enthalten- 
en Borizontal^bene;  und  A"  die  Bilder  des  leuchtenden  Punk- 
tes für  die  Lagen  des  Spiegels  OS^  und  OS"'^  es  sei  ferner  der 
Drehungswinkel  des  Spieorels  OS"=za.  Dann  ist  auch  A'AAfzssa^ 
und  Ap^=>  a  cos^k;  folglich  AA"  =  ''ia  cos  Uj  mithin  ist 

r  =  20  cos  a  .  .  .  (I.) 

die  Polargleichnng  der  Kurve,  welche  dus  Bild  des  leuchtenden 
Punktes  beschreibt,  der  Pol  derselben  der  leuchtende  Punkt  selbst 
Auf  reehtwinklige  Coordionten  vom  Anfangspunkt  A  und  der  Ab* 
iciMeiineliie  AO  benogeu  büimI  dlemlbe  die  Cleitalt 


0  I 
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y«  =  lax  —  ^»  (II.) 

an,  stellt  nlso  einen  Kreis  dar,  dessen  Radius  a  ist.  Jeder  Punkt 
,  einer  leucbtendea  Linie  wird  also  bei  der  Umdrehung  eines  ebenen 
Spiegels  um  eine  dnreh  seine  Mitte  gebende  Achse  einen  Kreis 
beschreiben ,  dessen  Radius  gleich  ist  der  Ent^rnnn^  des  Punktes 
von  der  Rotationsachse.  Ist  din  Iriirlitcnde  i^inie  eine  Grade  und 
parallel  der  Umdrehiuigsachse  des  Doppelspiegels,  so  ist  die  .von  - 
ihrem  Bilde  besehrietiene  Fläche  ein  aenlcreehter  Cflinderj  dessen 
Basis  ein  Kreis  ist,  der  als  Radius  die  Entfernung  irgend  eines 
leuchtenden  Punktes  von  der  Umdrehungsachse  und  zur  Höhe  die 
Länge  der  Liohtlinie  selbst  hat.  Das  Bild  dieser  Linie  durchstreicht 
nach  und  nach  alle  Seiten  der  Cvlinderfläche.  Geschieht  die  Be- 
wegung-des  Spiegels  so  schnell,  dass  zu  einer  ganzen  Umdrehung 
höchstens  so  viel  Zeit  erfordert  wird,  als  der  l^ichteiudruck  auf 
der  Netzhaut  des  Auges  andauert:  so  sehen  wir  auf  einmal  alle 
Cy lindersei ten,  folglich  die  ganze  Cylinderüäche ,  erleuchtet  Nen- 
nen wir  dns  eben  bexeiehnete  Jfaximnm  der  Dmdrehnngsieit  #, 
werden  wir  für  die  Umdrehungszeit        nur  den  »ten  Theil  der 

fanzen  Cylinderfläche  erleuchtet  sehen,  welcher  über  die  ideale 
lache  eine  progressive  Bewegung  hat.  Wäre  die  Empfindung 
des  Liehteindmckei  im  Momente  des  Entstehens  augenblicklich 
andi  wilMhlr  verschwunden,  io  Würden  wir  bei  jeder  beliebig  schnei* 
len  Bewegung  des  Spiegels  iwnrar  Wir  eine  leuchtende^  Seite  der 
Cylinderfläche  wahrnehmen.  '  * ' 

'2. 

Es  sei  nun  (Taf.  V.  Fig.  7.)  AB^m  der' von  dem  lenehten- 

den  Punkt  zu  durchlaufende  Weg,  v  dessen  Geschwindigkeit,  P 
die  Zeitdauer  des  I .ichteindruckes ;  dann  ist  AM=.vt'  der  Weg, 
den  der  ieuclitendc  Punkt  in  der  Zeit  t  durchlauft:  wenn,  derselbe 
also  in  Jlf  anlangt,  erlischt  sein  Eindmck  in  ^  und  die  leuchtende 
Linienlänge  AM  —  vt'  scheint  sich  jetzt  mit  der  Geschwindigkeit 
V  längs  AB  nach  B  hin  zu  heweg-en ;  denn  nach  einer  gewissen 
Zeit  $  hat  der  Punkt  A  Weg  vt  zurückgelegt  und  das  vom 
Punkte  A  angerechnete,  schon  enoschene  Bäck  d^r  leochtenden 
Linie  beträgt  offenbar  {t^t(\v\  folglich  itt 

die- fibng:hleiaeii'de*)enchliBode  XinienliUigej  also  unabhängig  von 

ist  dieselbe  auch  =0,  und  der  leuchtende  Punkt  scheint  «ch  also 

mit  der  Cesclavindigkeit  t',  olme  eine  Spur  SU  hinterlassen,  von  A 
nach,  ß  bin  zu  bewegen,   tis  sei  nun 

und  c  die  Hotationsgeschwindigkeit  des  Spiegels;  dann  bat  nach 
einer  gewissen  Zeit  t  der.  leuchtende  Punkt  den  Weg 

•      '  AM'=.vt .  .         7.  . 

'  *»  ■  .  • 

«tod  der  Spiegel  den  Bogen  '  . 
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Wicbrieben;  folglich  scheiot  der  leuckteDde  Punkt  durcli  die  Be- 
wegung des  Spiegels  statt  in  M  m  N.  wh  au  befinden  und  den 
We|f  ^/iV  durchlaufen  zu  haben,  während  er  doch  wirklich  den 
Weg  zurückg-clegt  hat.  Seine  scheinbare  Geschwindigkeit 
auf  dem  Wege  AP  zur  wahren  Geschwindigkeit  auf  den  ei^at- 
jich  durchlaufenen  Wege  AB  verhält  sich  wie  -   .  •     '  • 


ist  also  grösser  geworden, 
bt  nun  aicür 


. . . ;  (III.) 


.1  ^ 


dauert  also  der  Licbteindrnck  eine  Zeit  lang  fart,  so  erscheint  B. 
wem  4ar  lenohteiide  Punkt  in  M  aalangt,  ae&i  Bild  io  N»  Ii«« 
daniyrt  aber  der  Lichteindmck  in  iV  während  €  Scknadan  fort ;  der 
Spiegel  beschreibt  während  dieser  Zeit  den  Bogen  rf',  folglich  be- 
adireibt  auck  das  Bild  des  leucbleadeu  Punktes  M  von  JSi  aus 
.iiMii  gleliA«ii  Bo0M  ef»  Der  leBcirttfBde  liielitweg,  welcher  fi&r 
^sO  eine  blosse  Lkie  ^  iat,  wird  eise  fär  ^'>0  ein  Paralle- 
logramfli  sein,  dessen  andere  Dimension  folglich  ci\  gleich  dem 
Produkte  der  RotatiuDso^esciiwindigkeit  iu  die  Zeitdauer  des  Licht- 
eindruckes  ist;  also  uuubliängig  von  v. 

Bs  sei  Biitt  a  der  Winkel,  um  welchen  das  Bild  der  leuchten- 
den Linie  TOB  der 'vertikaleil  Lage  abgelenkt  eraeheiBft;  dann  ist 
offenbar.       •       ^  .    f   ' 

"  '  c  =  f  Jang  a  . .  .  .  (IV.) 

.  und  bievattf'  eigiebk  Hdi  dio:  Geacbwindigkeil-  de«  leucbtewlen 
.Punirtea  '  . 

Macht  z.  B.  der  Dop^elspiegel  in  1  Sekuqde  n  Rotationen,  so  wird . 
das  Bild  eines  lenchtepden  Punktes  in  derselben  JBehr  Sit  Kreisim- 
fange  durchlaufen;  ist  der  Radius  des  Kreises  =r,  so  ist  also  der 
in  1  Secunde  ton  dem  Bilde  des-  Lencbtenden  Punktes  beschrie- 
bene Weg 

■  •  • 

c  =  ^nr 

und  dieser  Wertb»  in  die  Formel  (V^  substituirt,  gibt 

3.  •       ' '  ■ 

Aus  dieser  Gleichung  geht  hervor,  duss  unter  übrigens  gleichen 
Usftständen.  die  zu  bestimmende  Geschwindigkeit  des  leuchtenden 
'Pnnktes  'um  so  grösser  ist,  je  weniger  sich  das  Bild  seines  Licht- 
i^eges  von  der  vertikalen  Lage  entfernt.  Bliebe  letzteres  bei  jeder 
beliebig  grossen  Rotationsgeschwindigkeit  des  IVletalispiegels  und 
jeder  möglichen  Entfernung  der  leuchtenden  Linie  yon  der  Um- 
drebnngsaehse  stets  tenkreeht,  so 'könnte  die  gesuchte  Geschwin- 
«Bg^elt  asr  luoDdlleli  gmM  i«b.  Oi  aknr  eise  absulft  «wcndttche 
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Geichwindiffkeil;  ia  der  Katiir  kaum  denkbar  ist,  so  mugs  io  jedem 
IpeeoBdero  Falle  'efaie,  -MiBglflch'  für  umer  A«ge  Mlbst  üelit  webr* 
nehmbare  iiud  für  OBMure  iBatrameote  nicht  measbare,  Abweichung  dea 

leuchtenden  Bildes  von  der  normalen  Lage  iiutbwendig  vurbauden 
sein;  und  es  wird  nunmehr  blos  darauf  aakommen,  durch  eine  ge» 
schickte  Wahl  d«r  MinffendeB  UiMtSiide  ^eMlb«  m$|^1iehst  groM 
m  machen.   Diesaa  erreiebt  man  abw  w  vorlie^ebdem  Falle,  wie 
Formel  (VI.)  zeigt,  wenn  man  n  und  r,  d.  Ii.  die  ünidrelmngsffe- 
scbwindigkeit  des  Spiegels  und  die  Entfernung  der  leuchtenden 
Linie  von  der  Rotatioosachse  so  gross  nimmt,  als  es  angeht.  Wili 
es  aber  dennoch  nicht  gelingen,  eine  merkliche  Abweichung  dei 
Bildes  von   der  vertikalen  Lage  mit  BcNtimmtbeit  naclizuweisen, 
und  weiss  man  ausserdem ,  dass  ein  c^ewisser  DekHuationswinkel 
fo  den  Messungen  nicht  entgehen  könnte:  so  hat  man  wenigstens 
^  MMÜniini,  Irelebes  die  wirklich  vorhandene  Abweichung  nicht 
erreicht,  und  hieraus  ergiebt  sich  mittelst  der  Gleichung  .(VI.) 
«in  Minimum,  welches  die  verlangte  (>esrliwindis:koit  nothwendig 
übertrifipt.   Eu  ist  dieses  dasselbe  Verfahren,  wozu  man  hei  Unter- 
Biiebnng  der  Phänoniene  der  Nstnr  so  oft  'eeine  Znlncht  niBMl, 
wenn  direktere  Wege  nodi  nicht  zu  Gebote  stellen,  so  %,'B,  bei 
BestiMMDg  der  PBralkize  und  Entferpang  der  Fi&aterae« 

4. 

Bekanntlich  hat  Wheatstone,  dem  wir  so  manche  sinnreiche 
Versuche  im  Gebiete  der  Naturwissenschaften  verdanken,  die  im 
Vorhergehenden  besprochene  Idee  zuerst  angeregt  und  zur  Bestim. 
ni^ng  der  Fortpflanzungs^cschwindip^keit  der  li)lectricitat  benutzt. 
Denkt  man  sich  nämlicli  die  I..iclitlinie  (Art.  2.)  erzeugt  durrli 

einen  elektrischen  Funken,  der  zwischen  zwei  senkrecht  über  ein- 
ander liegenden  Metallkugeln  von  A  nach  jß  überspringt,  lässt  je- 
doch im  iJebrigen  Alles  ungeändert  ood  giebt  nun  jeder  der  bei- 
den Kugeln  eine  Entfernung  r=4  Meter, von  der  ümdreliungsachae 
und  dem  Doppelspiegel  eine  Geschwindigkeit  von  »  =  50  itotatio^ 
nen  während  1  Zeitsekunde:  so  ist  alsu         '  '  - 

.  Jjnnr          800 . 3. 1415920  , 

tang  a  tang  «      '  " 

Der  Winkel  a  der  Abweichung  des  leuchtendeu  Bildes  von  der 
vertikalen  Lage  ist  durch  direkte  Messnng  sn  ermittelo.  Hier  fol- 
'  gen  einige  coiires^oniKrende  WerAe  von  a  und  v. 

Für  .a=s3CK  ist  oaerftcb  fr=     3S  geographische  Heilen 


.  a=80' 

-      «==  #58 

a=W  - 

vas  116 

azsz  S' 

-      .«SS  211. 

a=  r  - 

«  =  30"  - 

4 

a=10"  - 

*  ^ 

«=  r  - 

»  =  69800 

■ 

g— gtiyhiecbe  Meile,  w  7420  Metw  g«r«4tbiiet.  '  DitiM  iat  Ae- 
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sultat.  der  Rechuucg^  der  Versuch,  aber  zeigt  unter  den  angeführ- 
te! BediogungeD  dM  Bild  dtr  IcniebteideB  iJoie  ▼ollkonme^«  vw- 
tik«l,  was  uns  also  zu  dem  Schlüsse  bereehtigt,  dam  die*  Ge« 

scbwindigkeit  des  elektrischen  Lichtes  nnsserordentlich  gross  sein 
müsse»  so  dass  wir  auf  diesem  Wege  nicht  «m  Stande  zu  sein  schei- 
neo,  dicielbe  nimerisch  s«  |ie>tim«en.  WheatstoDe'  hat  deshalb 
diesen  Versuch  dahin  abgeändert,  dass  er  dem  oben  beschriebenen 
Spiegelapparnte  0  gleich  grosse,  anf  derselben  Vertikalllnie  befind- 
liche, Metallkugeln  gegenüberstellt  (Taf.  V.  Fig.  8.),  von  denen 
die  erste  a  mit  der  äusseren  Belegung  eioeti  geladeoeo  Condensa- 
tors,  z.  B.'  einer  Irdener  Flasche,  die  beiden  folgenden  6  nnd  0, 
so  wie  d  und  aber  durch  2  Meäsingdrähte  von  gleicher  und  mög- 
lichst bedeutender  Länge  mit  einander  verbunden  sind.  In  dem 
Augenblicke  nun,  wo  man  die  Ku^l  /*  mit  der  inneren  Belegung, 
der  Flaseh'e  in  Verbindung  setzt,  zeigen  sieb  S  elektrieebe  Fanken, 
welche  von  a  nach  6,  von«c  nach  fl  und  von  e  nach  y  übersprin- 
gen. Jeder  derselben  bildet  eine  senkrechte  Licbtlinic,  deren  Bild 
vollkommen  vertikal  erscheint.  Das  Auge  erkennt  die  'i  Funken 
eis  ffleicbseitige,  aber  der  Spiegel  zeiet  dnreb  Rellesleii' die  Bilder  , 
der  beiden  ianseren  in  denelben  Vertikallinie,  das  Bild  de»  wiitle  1 
ren^hingegen  merklicli  von  dieser  l^inie  entfernt.  Hieraus  scblie- 
ssen  wir,  düss  die  beiden  äusseren  Funken  genau  in  demselben 
Augenblicke  überspringen,  der  mittlere  dagegen  an  eine  nicht  zu 
Ternachlässigende  Zeitgrösse  gegen  die  anaern  verspätet  ist.  Und 
dieser  Zeitraum  ist  oH'enbar  derselbe,  den  die  Elcctricität  gebraucht, 
um  einen  dtr  beiden  Metalldrähte  //gc=zfiAe  =  p  Meter  2U  durch- 
laufen. Misst  man  nun  den  Bogen  c&z=zq  Meter,  den  während 
derselben  Zeit*der  Spiegel  durchlaufen,  so  findet  ■«■•die  gesaelrtt* 
Gteiib«rl^digiceit  dee  elektriaebeii  Ploidsn»  dnnAi  Idie  Plnvf ofti«r  • 

folglieb  ist 

'     r  =  ^  Meter.  (VII.)  • 

Auf  diesem  Wege  fsnd  Wbeatstone,  dass  die  Blectricitllt  auf 
einem  Messingdrahte  von  0,002  Meter  Dicke  mit  einer  Geschwindig. 
keit  von  ungefähr  4t)0000000  Meter=:62000  geographischen  Meilen 
in  1  Secunde,  also  bei  weitem  schneller  als  das  Licht,, sich  fort- 
pflanze. Man  vergleiebe  Laad  €oara  de  physiqne  de  l'^le  poly-  . 
teebnique.  717. 

Ich  weiss  nicht,  ob  ich  mich  täusche;  aber  mir  scheint  dieser 
Versuch  ein  nicht  unwichtiges  Element  zu  Gunsten  der  v>ymmer'scben 
Hj^prthese  iber  di«  BMili&tat  bh^  eothaUieii;  den^  die^eiMi«ei(;|g. 
keit  der  beide»  UMMren  Funken  und  die  Verspätung  des  mittleren 
gegen  jene,  so  wie  überhaupt  die  Symmetrie  der  lürscheinung,  von 
(der  Mitte  aus  betrachtet,  scWpcu  eu£  zwei  verschiedeoei  einander  - 

gegenseitig  entgegenstrdnende  und  In  der  Mitte  mcbjieHtntnireBde 
loida  hinzodenten  \  —  jedoch  sei  diese  alte  Streitfnge  Minne/« 
▼■■  gediegeseraai  Urtbeii  übergeben. 
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XLL 

•  Malhematuche  Bemerkmigeii« 

VOD  • 

Herrn  j.  Fleseh 

hthnt  Amt  Mathem*  und  der  NatumiMMiflch.  an  der  Kealscbulf  su  DfifMldort 


£9  seien      b  nad  e  die  drei  Seiftee  eiaee  Dreif^ei  aed  der 
Kfirse  lielber 

ao  iit  der  lii|ialt  dea  Qreieckea 

Jz=i\/u{u  —  a)  (w  —  ö)  («  —  c). 

Beseicbnet  inan  nun  die  Radien  derjenigen  drei  Kreise,  vun  de- 
■ee  der  erste  Mit  deei  DieieeiL  gleielieB  lebaift,  der  «edeiegleicbea 
Hiifeng  baft  und  der  dritte  deeieelbeD  eingeaebrieliqv  tat,  respective^ 
durch  r,  ^  und  q',  so  hat  man  Mr  Beatieimapg  dieaer.  drei  Upafa»^ 
bekanntlich  die  Gleichungen, 

•4^  

 Km(i»— tf)  ju-'b)  jU  —  c)  '■  ' 

./~ 

g  =  —  nod 
— ^  ^  

nnd  bieieiia  folgt 

•  Der  ftadim  desjenigen  Krela«^,  weletfer  nift  eiee»  Oreieek  « 

gleichen  Inhalt  hat,  ist  also  die  mittlere  reometiiael»  Pro|perCleMle 

zwischen  den  Radien  derjenip^en  beiden  iireise,  von  denen  der  eine 
.mit  dem  Dreieck  gleichen  Umfang  hat,  der  andere  deaMelben  ein-  ^. 
geacbrieben  ist. 


Ea  sei  P  eine  durch  eine  Parallelebene  mit  der  Basis  abge- 
stutxte  «aeitige  Pyramide»  B  mA  6  ihre  GruadUfteheii  end  ^  iere 
aahe,  so  ist 


Diyiiizeü  by  GoOgle 


p—SB-^b^vms  (1) 

Denn  zerleg  man  dieselbe  in  »  dreiseitige  Pyramiden,  so  hat 
man  ^  (Elements  de  g^m^trie  par  Legendre  lir.  VI.  prof».  21)  unter 
iliDliaitB  Beieiehrattg«!  folgs^adcrcQipie&oiigeii:  * 

ff^\\&*^ir^VW¥\,        (2)  •  g 


h 


;»^-;>*-^;>'''+etc.===-5^l^-^-^'H-iff'"^-etcO^-(^4-^'^-^''^ 

üfan  aber  ist  offenbar  '  .| 

M§«l|iebriit 


«II  , 


''Ea'flialRi''ü1ilo  Docb'gezeigrt  w«r<leii^ilan' 

»^iflf;&  =  1/ +  B"  +  /f  "  +  etc.)  {6'  -h  ^ "  +     H-  etc.) 

=  l/5^-|-k^^+k'^'^'-|-etc  j(5) 

Aber 

p=  ^  =  ^  s  ete.,  adtfaiB  (ArGbiv..Tb.  1,  S.  m)  iat  aiicb 

waaa  MB  baidarauta  bU  (a'H-^4-^+ate.)P  AQltip]^^ 

(Ä'H-i»''+Ä'''HHBtc.)(Z?'H-^H-^'Vetc.)=e:^^^^  also 

l^(i^+^+Ä«»-|-etc.)  (<^+Ä''+4-4-etc0=(^Hh<«+#^c0V'^|^ 

Bs  gilt  also  diesar  aiarkwärdige  Sats  (l)«  walcber  in  den  Lehr- 
büchern der  Geometrie  gewöhnlich  nur  für  dreiseitige  Pyraaudaa 
bewiesen  wird,  für  jede  beliebige  Anzahl  von  Seitenflächen. 
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XLII. 

M  i  s  c  e  ]  1  e  n.  ^ 


lo  Nr.  446.  der  astronomischeu  Nacbrichteu  hat  Herr 
Tbonas  Clausen  eine  lebr  Iremerkenawerthe  Anfl8gna|f  'dea  lire»^ 

dueiblen  l^alls  bei  den  cubiscben  Gleicbungen  durch  die  K|tt^* 
brüche  gegfeben,  welche  ich  im  Folgendeo  mittheilen,  und  mit  eini- 
.||[en  zur  «trengen  Begründung  dieser  schiHien  Metbode  mir  nöthig 
■cbeinenden  Zusätzen  begleiten  iverde. 

Die  gegebene  cnbiiche  Gleiebang  sei  '* 

wo  m  nnd  b  posiCiTe  GiMen'-ai'nd;  ttad  <^4«*  ist  In  dieseai 
Falle  bat  die  Gleichung  drei  reelle  Wurzeln,  von  denen  jederzeit 
die  eine  positiv  ist,  die  beiden  andern  negativ  sinii ,  welches  am 
einfachsten  aus  der  bekannten  Lösung  dieser  Gleichung  durch  die 
gyniometpischen  Wormeln  erhellet,  welche  wir  daher  hier  im  Kur- 
sen recapituliren  wollen*): 

Man  bestimme  den.  niriseben  0  nnd siar.fliiegfndeB  Bogan  9», 
welcher  der  Gleichung  .     ^  • 

genügt,  welches  immer  möglich  ist;  dann  sind 

•^os  |y  .  |/f ,  -«cos  4it»+9')  .  |/f »  •M"^^'>>  •  |/t 

die  drei  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung. 
Setst  man  nun 


und  -|(^)^  =  «» 


.i|a  f erwandelt  sieb  die  gegebene  Gleiebnng,  wie  -maa  leicbt  findet, 
ln'4ie.«D|gaMe^  •  -  .^    ..  \  l 

Weil  276« <W*. ist,  so  ist 

ünd'folgUai  aneb     •  '  '      '  ;.     •      *      '    <      '  ^  -  • 


*)  lf.t.0.  A.  meine  Sltmente  der  ebenen,  sphäriseben 
'roiAiseben  Trigonometrie.  Jueipsig.  18S7.  S.  139. 


und  spbä< 
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woraos  sici4  leicht  ersieht,  dass  die  Gleicbuag  ' 

y«_3y  —  2c  =  0 

auch  zum  irreducibJen  Falle  gehört,  und  daher  drei  reelle -Wurzeln 
hat,  voa  deueu  die  eine  positiv  ist,  die  beiden  andern  negativ  sind, 
weichet  übrigens  aoeb  nniidttelbar  «ns  4er  Pomel 


geadiloMeD  werden  ksnii,  da  ap  oQr  eimu  reellen  potilnrea  Werth, 
luul  mwei  reelle  negative  Weitte  haben  kann.  Setet  Banjetat  ' 


und  führt  diet  in  die  obige  Gleichung  für  y  ein,  so  erhält  nan  anr 
BeitiaiBinng  Ton      nach  leichter  Rechnung  die  Cüeicbnag^  "  "  ' ' 

od^y  wenn  nan 

■etstj  die  Gleichung 

Da  nach  4tm  Obigen  e<<l  ist,  to'iat  offenbar^  anch  0,  ^ll,  und 
die  vorhergehende  Gleichung  gehört  folglich  wieder  zum  irrednci« 
.bleu  Falle,  so  dass  also  auch  ^,  drei  reelle  Werthe  hat;  von  denen 
der  eine  jederzeit  jHiiitiv  ist,  die  beiden  andern  negativ,  s^pd.  Setat 
■an  nnn  femer  .    *•  .   ..i  > . 


y.  ' 

nnd  führt  diee  in  die  obige  Gleichnng  Dir  yi.ein,  so  erhil^  aan' 
gans  wie  vorher  inr  Bestinnng  von      die  Gleichnng 

.  •  « 

oder  wenn  men 

y    2^~~  »  '•• 
■etat,  die  Gleichnng  -* '    ,  . 

Weil  nach  dem  Vorhergehenden  C|  •<!  1  iit,  so  ist  ofi'enbar  auch 
<Z  1,  und  die  vor^eßn^B  Gleiehnnff  gehört  folglich  wieder  mm 
irredncihlen  Falle,' so  das» 'also  y,  drei  reelle  Werthe  hat,  von  de- 


* 

» 

neo  der  eine  positiv  ist,  die  beiden  andern  neffativ  sinü.  Wie  man 
auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kanlki  unterliegt  keinem  ZweifeL 
Setst  BiMi  «Isa  ,  ' 


n.  t.  w. 


nn'd  ISaat  jetzt 


y»  yiv^z»  y%y  **-  -t/n 

die  leeQtB  positiftn  Wnnetn  der  Gleidmngen 

y,*-3y, -2c,  =0, 

bedeuten #  was  offenbar  veratattet  ist;  so  ist  nach  dem  Vorher- 
gebenden  • 

,  2c- 

y.  =  H--, 
O.  I.  w.  ' 

=  1  -f- 


folglich 


1-1-—., 
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Weil  nach  dem  Vorhergehenden  Cj,  tf,,  e^^-e^^.,  .Cn  und  auch 
ynt  wie  gross  man  auch  n  annehmeD  nag,  Uoter.  poaitive  Gröiaen 
•ind;  so  ist,  wenn  man  '       »  '   '    '  '       '  «  , 


V 


letxt,  nach  der  Theorie  der  Kettenbrüche  y  nHtehen  jeden  zwei 
.einwider  benaehlMrrteD  Partialbrflcbeo  dei  KetteBbniefii  anf  dar 
raehten  Seite  des  Gleichheitszeicheaa  als  Gränzen  eat^gdton«.  wul 
diaser  Ketteobruch  kann  also  zur  nnDäbcrnden  Berechnung  von  y 
aabr  zweckmässig  gebraucht  werdei^.  Hat  man  aber  auf  diese 
Wille  y  gefunden,  so  erbStt  infMt  ferner  pittelat  der  Forael 


aabr  leiebt  die  reelle  positive  .Wsneiy.weldie. die  Gleicbiiog 

im  irreduciblen  Falle  jederzeit  haben  muss. 
Zur  Berechnung  der  Zahler  ttfl4  Jenaer 

Mo»  Äi»  •  • 

I 


I 


**0»  '•4»    **»  • 


•  •  • 


des  oben  für  y  gefundeoen  Retteobruchs  hat  man  nach  der  Theorie 
der  Kettenbrüche  bekanntlich  die  folgenden  Formeln: 


**o  — J*. 


■»9  MB  «*'^"»«f 

Mg       Ml^  "I"  f 
Ml^      tfPg  ~4~  3^4Wj , 
•ig  — f-  2<7jMI,) 
U»  S.  W. 


und 


1    .... .  ^ 


•f 


Digitized  by  Google 


458 


2r, 


1"  • 


Hai  flian  auf  diese  Weiaa.'die^tn  Rade  Mkwdiw^itSunt  Wradi» 
Detj  so  sind  die  Partialbrüche  dea  (iben  ffir  y  gafimdeneB  Katten* 
bmcha  offenbar  nach  der  Reihe: 

äi  ffs  (i± 


Clausen  bat  seine  Methode  erläutert  und  ihre  Zweckmässigkeit 
' nacbgewiesen  un  dem  aus  dem  Mathematischen  Wörterbucbe. 
Tbl.  L  S.  390.  eBtlebntea  Beispide  . 

ir^— 4!06  ir'— "24000  =  0, 

wobei  wir  jedocb  hier  nicht  länf^er  verweilen  wollen,  da  die  Rech- 
nong  nach  den  obijgen  Pormela  keine  Schwierigkeit  bat 

Nach  dem  Obigen  sind  die  Grössen  c,  c,,  c„  «4, . .  • , 
sämmtlich  kleiner  als  die  Einheit.  F^eicht  kann  man  aber  auch 
zeiffen,  das«  dieselben  fortwä(irend  wachsen,  und  sich  daher  der 
BiBbeit  ianer  BMhr  and  Bialir'üaieni.,  «Bi  ist  nSailieb  äberhftnpt 

BBd  folglieb  ,    

^■44      1/1  -f-c«   1  /  1  ~ 

em        V    2cn^        V  2cn  2c«»' 

Weil  nun  r„<l,  also  aucb  ^»<1  iat»  ao  iat  20h <lt»  aa  wia 
2c«»  <  2,  und  folglich  * 

also. 


-1-  ->±  _L_ 


1 


d.  i.  BBcb  den  VorbergeboBdan"  '  « 

—  >!  oder  <v, 

,     ,    ,  • .      <^  .  T  •.  •     .  f  ..'7 

wia  behauptet  wurde.       „  ^ 

•  •••    •  •r*  *  \,  ^ 


Ii  ri. 


G. 


.  Digitized  by  Googl 


^od  by  Google 


V. 

Literarischer.  Bericht 


Einleitang  in  die  Biatiiematik«  Methodik. 


Bttcyclopftdlselie  Vebertlcht  der  Hatlemstik  nach 
Begriff,  Metliode,  Nutzen,  Bintheilung  nad  Lebrvor- 
trag  derselben.  Ton  Dr.  Job.  Jos.  Igo.  Hoffmann.  Fraak- 
furt  a.  M.  1841.  8.   8  ggr. 

♦ 

Heber  den  mathematiscken  Uaterricht  in  Real*Scbu-  ' 
len  TOB  J.  A.  Pflaaz.  Stuttgart.  1841.  8.  <6  ggf. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Lehrbuci)  der  Mathematik  für  Gymnasien  yoi 
CSttstav  Wander,  Prof.  an  der  Köniüflichen  Landeisebnle 

St.  Afra  in  Meissen.  Vierter  Thei*l.  Die  Storeomctrie, 
ebene  und  sphärische  Trigonometrie  und  die  Lehre  von 
den  Kegelschnitten.  Mit  eilf  Fiffurentafeln.  Leipzig. 
1841.  8.  2Tblr.  . 

Blit  diesem  vierten  Theile  Ist  dieses  Werk,  welches  *wir  für 
eins  der  gründlichsten  und  Tollständigstcn  der  in  neuerer  Zeit*  er- 
schienenen Lehrbücher  der  Elementar  -  Mutheoiatik  halten,  beendigt. 
Cebar  die 'Art,  wie  daaielbe  bei*»  Uaterriebte  auf  Sdiatea  mit  deai 
Heilten  Erfolg  an  gebrauchen  ist,  hat  sich  der  Herr  V&  in  den 
Vorreden  zu  den  verschiedenen  Theilen  mit  vollkommener  Deut- 
lichkeit ausgesprochen,  und  dadurch  selbst  am  besten  die  Zweck- 
mässigkeit seines  ganzen  Plans  den  Lesern  vor  die  Augen  gefiilirt. 

II.  7 


n  Carl 
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Der  vorliegende  vierte  Tbcil  enthält  mandies  Eigehthiimliclic ,  i\-ie' 
z.  B.  einen  ailgemeineu  lU'wcis   der  bekannten  Ausdrücke  für 
sin  (($d=/?)  void  cos  (ai±:/?),  Einiges  io  der  Behandlung  der  Kn- 

f^eldreiecke,  in  der  analytiscHn  DarstelluDg  der  Lehre  tob  den 
Jnien  des  rw'eiten  Grades,  u.  s.  w.  lu  der  Trig-onometrie  nament- 
lieh  sind  die  den  verschiedenen  Aufgaben  bei^etügten  vollständig 
ausgerechneten  Beispiele  eine  sehr  zweckmässige  Zugabe  und  ge> 
währen  jedenfalls  dem  Lehrer  grosse  Brleichteruiig  bci'm  Unter- 
richte. Audi  hat  der  Herr  Vf.  überall,  wo  es  die  Natur  des  Ge- 
genstandes gestattete,  die  Anwendungen,  welche  sich  von  den  vor- 
getragenen theoretischen  Lehren  machen  lassen,  besonders  berück- 
'  sichtigt,  welch«!  der  Belebung  des  Vertragt  and  der  Erhöhung  des 
Interesses  der  Schüler  an'  dem  mathematischen  Cntcrrichtc  nicht 
anders  als  äusserst  förderlich  sein  kann,  («utes  Papier  und  deut- 
licher Druck  diencu  dem  Buche  ebenfalls  sehr  zur  Empfehlung.  ' 

r 

Vollständiger  Lehrkurs  der  reinen  Mathematik  vo>n 
L.  B.  Franceeor.  Nach  der  yierten^Terhesserten  und  ver- 
mehrten Origin al -Ausgabe  (1S37)  ans  d'em  Französischen 
übersetzt,  mit  Anmerkungen  und  Zusätzen  versehen, 
von  Dr.  ü).  Külp^  Lehrer  der  Math,  und  Physik  an  der 
.höhern  Gewerbschnle  su  Darmstadt  Ernten  .Baddes 
erstes  Buch.  Die  Arithmetik.  Ersten  Bandes  zweites 
Buch.  Die  niedere  Alorebra.  Ersten  Bandes  drittes. Buch. 
Die  Elementar-Geometrie.  Ersten  Bandes  viertes  Buch. 
Die  analytische  Geometrie  in  der  Ehene,  Zweiten  Ban- 
des erstell  Buch.  Die  hShere  Alffcbra.  Bern,  Clfor  «nd 
Leipzig.  1839—1841. 

Francoeur's  Werk  über  die  gesammte  reine  Mathematik  ist  in 
Deutschland  hinreichend  bekannt  und  in  Frankreich  wegen  seiner 
Deutlichkeit  und  Vollständigkeit  sehr  beliebt,.  WOfon  achon  die  wie- 
derholten Auflagen  desselben  hinreichend  zeugen.    Seine  üebertra- 

§ung  in's  Deutsche,  wenn  wir  dieselbe  auch  nicht  gerade  tlir  ^ 
edürfniss  halten  können,  erscheint  doch,  wie  auch  der  ilerr  Leber- 
setaer  in  der  Vorrede  bemerkt,  dadurch  gerechtfertigt,  weil  wir  im 
Deutschen  unsers  Wissens  kein  Werk  besitzen ,  in  welchem  sich 
die  gesammte  reine  Mathematik  von  ihren  niedrigsten  bis  zu  ihren 
höchsten  Theilen  in  einem  systematischen  Zusammenhange,  wie 
dies  in  dem  Werke  tob  Prancoenr  veraacht  worden  ist,  dargestellt 
findet.  Wir  glanhen  daher,  daas  in  dieser  Beziehung  die  vorlie- 
gende Uebersetzung,  welche  als  solche  nichts  zu  wünschen  übrig 
zu  lassen  scheint,  der  französischen  älurache  unkundig^en  Lesern 
erw&nieht  und  Angenehm  sein  wird,  in'a  Einaelne  einzugeben, 
verbietet  nna  hier  am  ao  mehr  die  Beschränktheit  des  Rauns,  je 
mehr  wir  uns  vorauszusetzen  berechtigt  halten,  dass  das  Original 
auch  in  Deutschland  längst  hinreichend  bekannt  ist.  Der  Herr 
Debersetzer  wird  gewiss  auch  die  noch  übrigen,  die  höhere  Analy- 
aia  betreffenden  theile  bald  folgen  laiaen. 

■  • 

Leiirbuch  der  Mathematik  und  Physik  fär  staata- 
und  laud  wirthschaftliche  LehranstAlten  und  Kame- 
ralisten überhaupt  von  J.  A.  Grunert  Zweiter  Theil. 
Zweite  Abtheiinng..  Geod&aie  oder  die  Lehre  Yom  Aaf« 
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nebmen,  das  NWellirea  «nd  di«  MarksebeUel^aatt  Leip- 
zig. 1842.  8.  •  '  .  • 
S.  Praktische  Geometrie. 

Handbuch  der  Arithmetik,  Geometrie,  Stereometrie» 
Trig-onometrie  und  deren  praktische  Anwendung  für 
Forstmänner,  Militärs,  Beamte,  Geometer  und  Alle, 
welche  sich  in  dieser  Wiisensebaft  selbst  nnterriebten 
wollen,  von  Peter  Reber.  I.  Abtheitung  enthält:  die 
reine  und  angewandte  Arithaetik.  Kempten.  1841.  8. 
1  Thlr.  8  ggr. 

Katsfey:  IiiBbrbeeb  der  Matbematik  für*  OranaiieD.  Köln. 
I  Thlr. 


Arithmetik. 


Ernst  Gottfried  Fiseber's  Lehrbneb  der  Arithmetik' 
filr  Schulen.  Zweite  Auflage.  Bearbeitet  von  B.  P. 
Anf^ust.  Leipzig.  1842.  8.  1  Tblr.  (Lehrbuch  dnr  Eie- 
rn cutar-Mathematik  zum  Gebrauch  in  den  oberen  Klas- 
sen gelehrter  Schulen  uebst  Anhängen  und  Aumerkun* 
gen  Tür  solche»  weleke  fiber  die  Gränzen  des  Schulun- 
terrichts hiuantgebeo  wollen.  Von  B.  G.  Piicber.  Zwei« 
ter  Theil.) 

Der  verdiente  Herr  Herausgeber  der  zweiten  Auflage  des  zwei- 
ten Theils  dieses  Yonilgliehen  mathematischett  Lehrbuchs  sagt  In 

der  Vorrede  über  seinen  Antheil  an  dieser  neuen  Auflage:  „Das 
„Buch^  hat  durch  engern  Druck  und  Auslassung  unwesentlicher 
„Sätze,  die  durch  andere  kürzer  gefasste  ersetzt  wurden,  an  äusse- 
,irem  vn^ange  verloren,  aber^  ^e  Ich  hoffe,  an  Branchbarkelt  ge* 
„Wonnen.  iTcberall  wird  es  ohne  Störung  neben  der  ersten  Auf- 
„lage  gebraucht  werden  können,  und  in  Verbindtinp^  mit  der  dafür 
„eingerichteten  Beispielsammlnng  (Sammlung  von  tiebunffsbeispielen 
„und  Aufgaben  cn  E.  G.  Fischers  Lehrbuch  der  Arithmetik ,  tou 
„Dr.  E.  Fischer.  Berlin.  1836.)  zum  gründlichen  und  erfreuliehen 
„Studium  der  Mathematik  auf  Gymnasien  und  höhem  Bdrgeradin- 
^,len  andauernd  beitragen  können." 

.  Mehr  über  das  Buch  hier  zu  sagen,  halten  wir  für  überOüssig, 
•da  seine  Einrichtung  lännt  bekannt  ist.  Aber  fiber  einen  Punkt 
müssen  wir  uns  hier  noch  äussern,  über  welchen  der  Herr  Herans- 
geber sich  in  der  Vorrede  sehr  richtig:  ausspricht.  Wir  meinen  das 
Ausarbeiten  von  Heften  über  den  Vortrag  des  Lehrerp  bei^m  mathe- 
matischen  üntenrtchte  anf  Schnleo,  .weldies  bekanntlieb  In  neuerer 
Zeit  mehffiMhen  Widerspruch  gefunden  hat.  Nach  unserer  Erfab- 
runp:,  die  wir  wohl  eine  vieljähripe  nennen  dürfen,  ist  dieses  Aus- 
arbeiten von  Heften  namentlich  bei  einem  Kreise  minder  fHhiger 
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Schüler  ein  sehr  wesentliches  lürfnrdcruiss  zum  Gedeihen  des  ma- 
thematischen Unterrichts,  wenn  sich  vorzüglich  der  Lehrer  die  möff- 
liehat  gleieWnSssif^c  Ausbildung  einer  ganzen  KlasM  snr  Anigafo 
gemacht  hat,  und  hat  auch  noch  vielfachen  andern  Nutzen  &lt  die 
allgemeine  geistige  Ausbildung  des  Schülers.  Und  wenn  wir  auch, 
unter  der  nie  zu  erlassenden  Bedingung,  dass  der  Leh- 
rer seinen  Vortrag  strensr  an  ein  gutes  Lelirbuch  an- 
schliesst,  zur  Brsparung  vonZeit  die  Ausarbeitung  des  sogenann-  .  ' 
teu  Hauptheftes  aufzugeben  oder  vielmehr  in  den  eigenen  Willen  und 
Flciss  der  Schüler  zu  stellen  uns  entschliessen  möchten,  so  würden 
wir  doch  niemals  die  mit  grösster  Sauberkeit  und  grösstem  Fleisse 
«inszufubrende  Ausarbeitung  des  sogenannten  Uebnngsheftes  erlas- 
sen, wodurch  u.  A.  der  Schüler  eine  Sammlung  von  nicht  in  den 
gewöhnlichen  Lehrbüchern  stehenden  Sätzen  und  Aufgaben  erhält, 
die  für  ihn  von  bleibendem  Werthe  sein,  und  ihm  den  grössten 
Gewinn  Inr  seine  matfaematiscbe  Bildung  bringen  muss.  Unc^- 
.ftthr  wenigstens  in  gleichem  Sinne  spricbt  auch  der  Barr  Her-  • 
ansgeber  sich  aus. 

fr 

OJivier:  Aritboi^qne  usuelle,  cours  conplet  de  calcnl  th^ri- 
que'  et  pimtique.  Paris.  1841.  1%  2  Fr.  50  c. 

Raccoltu  di  problemi  di  Aritmetica,  proposti  sopra 
cMi  i  piu  frequenti  nella  Tita  commune  e  disposti  eol 
respettivi  risultati  in  ordine  ai  paragrafi  di  testi  supe- 
riormentc  prcscritti  nelle  scnole  clcmentari  del  regpo 
Lombardo  -  V  en eto  da  Antonio  Ciementini.  Viceuza, 
1841.  —  Quattro  parti  in  due  fascicoli. 

Saigey:  Les  poids  et  mesures  du  Systeme  m^trique  daos  leors 
simplicit^  primitive.  ,  6me  edition.  Paris.  18.   15  Fr. 

Die  Reihenfolge  der  Elemente  bei  den  Tersetsungen 
mit  und  ohne  Wie  <1  er  holungen  aus  einer  oder  mehrern 
F 1  c  ni  e  ti  t  c  n  -  R  e  i  h  e  n  und  ihre  Anwendung  a  u  f  W  a  h  r  s  c  h  e  i  n- 
lichkeitsrechnuugt  neb  st  einer  Berechnung  des  Vorlh  eil  s, 
4ler  Bank  bei  den  Pharao,  mit  fänf  Tabellen.  Von  Dr.. 
L.  Oettiuger,  ProfL  an  der  Ünir.  Freiburg  i,  B.  Freibarg 
1841.   4.    16  ggr. 

Die  in  dieser  lesenswerthen  Abhandlung  aufg^elösten  und  auf 
die  Wahischeinlichkeltsrechnung  angewandten  €onri»inatoriiehen  Pro- 
bleme sind  folgende: 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen   aus  den  Elementen 
a|,  0,,  0s,...<3(i»  zur  ^ten  Klasse  werden  gebildet   Wie  gross 
ist  die  Anzahl  derjenigen  Gruppen,  worin  weui^tens  Ji  Elemente 
in  der  natiriichen  Ordnung  ihrer  Stellenzahlen  hinter  einander  er- . 
scheinen? 

Die  Versetzungen  ohne  Wiederholungen  aus  den  Elementen 
«Ti,  «r,,  »3,  .  . .  dTjn  zur  ;>teu  Klasse  werden  gebildet.  Wie  gross 
ist  die  Zahl  der  Gruppen,  worin  wenigstens  Jb  Elemente  in  der 
Reihenfolge  ihrer  Stellenzahlcn  erscliciiien  ^ 

Die  \  crsetzungen  mit  WicdcrhoUiugen  aus  m  Elementen  wer- 
den zur  {psjtea  Klasse  gebildet  und  in  s  Abthcilupgeu  geschieden 
angenommen.   Die  p  Elemente  einer  jeden  Abtheilnng  werden  ala 
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snBSMmeBgellörig  betrachtet.  Wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Grup- 
pen, worin     zaB«DiBeBg«h9rige  Emente  nur  eine  und  dieielM 

Stellenznl^l  trac^en? 

Die  V  ersetzuoffen  ohne  Wiederbolungeu  aus  r  Elementenreiheu, 
Too  denen  jede  es  filenente  säblt^  werden-  snr  {p9)ten  Klasse  ge- 
bildet und  in  g  AbtheiluBgen  zu  je  p  Elementen  geschieden  ange- 
nommen. Die  p  Elemente  einer  jeden  Abtlieilung  werden  als  zu- 
sammengehörijgp  betrachtet.  Wie  gross  ist  die  Anzahl  der 'Gruppen,. 
worin  in  eine  Abtheiloog  gehörige,  Btemente  nur  eine  und  die- 
selbe Stellenzahl  tragen?  > 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  werden  aus  m  Elemen-» 
ten  zur  pteu  Klasse  gebildet.   Wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Grup- 
pen, worin  irffend  ein  Element  wenigstens  ihnal  hinter  einender 
erscheinen  wird? 

^  Die  V^ersetzungen  ohne  Wiederholung-en  aus  r  Elementenreihen, 
von  denen  jede  m  Elemente  zählt,  werden  zur  pten  Klasse  gebil- 
det. Wie  gross  ist  die  Zahl  der  Gruppen,  worin  wenigstens  ^ 
Blenente  von  einer  nnd  denelben  Stellensnhl  hinter  einander  er- 
■cheinen? 

Ausserdem  enthält  diese  Abhandlung^  noch  eine  Anwendung  auf 
die  Berechnung  des  Vortheils  der  Bank  bei'm  Pharao ,  welche  hier 
vollirtindiger  als  irgendwie  ▼!»  iwei  Tencbiedenen  Antichten  aui 
enturickelt  nnd  durch  die  fünf  beigefügten  Tabellen,  wenn  ne 
in  bestimmten  Fällen  nuneriscb  ansgefiilirt  werden  soll,  erieicb- 
tert  wird. 

•  "        ■        •  • 

Tbe  Theory  of  Eqnations.   By  tbe  Rev.  Robe.rt  Mur- 
phy.  4s.  olotbn 

Gregory:  Differential  nnd  integral  ealenia«.  8.   18  tb. 


Geometrie. 


Die  ersten  Elemente  der  Geometrie  und  Trigonome- 
trie von  H.  Beck,  Lehrer  der  Mathematik  am  GymnasinHi 

sn  Bern.   Bern,  Cbnr  und  Leipzig,  1842.  8. 

In  der  ebenen  Geometrie  tfnd  Stereometrie  hält  sich  der  Vf.  an 
Legendr e,  in  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  an  Le* 
fdbure  de  Fonrcy.  Die- Darstellung  ist  denflieb  und  daa'Boeli 
kann  in  den  Händen  eines  geschickten  Lehrers  mit  Nutzetf  bei*ni 
Unterrichte  gebraucht  werden.  Besondere  Ri^cnthiimlichkeiten,  wo- 
durch dasselne  sich  von  andern  Büchern  ähnlicher  Art  unterschiede^ 
haben  wir  nicht  gefunden,  wenn  man  nicht  etwa  die  Trennung  der 
Aufgaben  von  den  Lehrs&tien  in  der  Geometrie,  worin  der  sei- 
nem Vorbilde  Legcndre  treu  geblieben  ist,  als  eine  solche  be- 
trachten will.  Ob  aber  diese  Trennung  gerade  berm  eraten  geo- 


■Mtrischen  Unterrichte  anzurathen  uud  fruchtbringend  ist,  müssen 
irir  dahingestellt  sein  lassen^  da  es  uns  an  bestimmten  Erfahrungen 
in  dieser  Beziehung  fehlt,  indem  wir  immer  dem  euclidischeo  Wege 
gefolgt  aind  und  nodi  folgen.  Schönes  Papier,  dcmtlicto  Draek 
und  gut  an«geföhrte  Fignrentefeln  dienen  dem  Bnehe  inr  Bni|ifeh« 
lung. 

Geon etrie  für  Realseil n-len,  niitZujgrnndleguDg  eines 
neuen  Systems  der  Geometrie  und  mit  vielen  Uebungs- 
•  aufgaben.   Von  J.  A.  Pflans.   Erster  und  «weiter  Tbeil. 
^Stuttgart.  1841.   8.   1  Thlr. 

Der  erste  TheQ  0ihrt  den  besondern  Titel:  Die  construi- 
rende  Geometrie.  Planimetrie  und  Stereometrie  entbaU 
lend.  Nach  einem  neuen  Systeme  geordnet.  Der  zweite 
Tbeil  ist  mit  dem  besondere  Titel:  Die  vergleichende  Geome-  • 
trie.  D^ie  allgemeine  Prouurtionslehre  und  deren  Ad> 
w«ndnng  ant  geoDietrisene  Figuren  versehen«  Aller- 
dings trägt  der  Verfasser  in  dem  ersten  Theile  Jbloss  die  Lehren 
der  ebenen  Geometrie  und  der  Stereometrie  vor,  welche  den  Begriff 
des  Verhältnisses  und  der  Proportion  nicht  voraussetzen,  und  ver> 
weiset  die  ffanse  Lehre  von  den  Proportionen  in  den  aweiten  Tbeil, 
Wahrscbeinlicb  soll  wohl  in  dieser  Sonderung  das  neue  System 
des  Vfs.  bestehen;  denn  sonst  haben  wir  nichts  in  dem  Buche  ge> 
fanden,  wodurch  sich,  dasselbe  von  andern  Lehrbüchern  der  Geo- 
metrie wesentlieb  nnterscbiede.  UntjBr  den  Uebungsaufgaben  ist  mu 
«neb  niebts  Neues  an^estossen.  ' 

Theorie  der  Parallelen  von  Dr.  Eduard  Lyncker. 
Wien.  1841.  8. 

Dass  Parallelentheorieen  nur  in  ausserordentlichen  Fällen  in 
dem  Archive •  beurtbeilt  werden  sollen,  ist  schon  in  Nr.  11.  S.  30. 
iiemerkt  worden. 

Darley's  geometrieal  companion.  ISmo.  48.6d.  eloth. 

Disquisitio  n  es  de  polygonis  solidis  et  polyedris  sim. 
plicibus.  Scripsit  Jo.  Ueur.  Traug.  Müller,  Gymnasii 
Ernestitti  Diroetor.  Gotbae.  ISU.  \ 

Ceber  den  lobalt  «Unser  Abhandlung,  durch  welche  jedenfalls 
die  Stereometrie  in  mehreren  Beziehungen  gefordert  wird,  und  die 
uns  auch  för  die  Mineralogie  nicht  ohne  Wichtigkeit  zu  sein  schein^ 
wollen  wir  im  Folgenden  etwns  ansfübrlieber  bericbteii. 

Unter  einem  oinfachen  körperlichen  »ecke  verstebt  der 
Vf.  ein  Polyeder  von  n  Scheiteln ,  in  welchem  für  je  zwei  benacb* 
harte  Scheitel  nicht  mehr  als  ein  Paar  Ebenen  als  Seitenflächen 

I Seiten)  vorhanden  sind,  die  durch  diese  beiden  Scheitel  zngleicb , 
Indmebgehen. 

Das  einfache  körperliche  Mseit  dagegen  ist  ein  Polyeder 
von  *b  Seitenflächen,  in  welchen  für  je  zwei  benachbarte  solche 
Ebenen  nicht  mehr  als  ein  Paar  Scheitel  als  Ecken  vorhanden  sind, 
die  in  diesen  beiden  Ebenen  augleich  liegen. 

Um  für's  Erste  alle  besondsren  FftUe^  nnmiscbtteMeii»  nlmmi  der 
Vf.  an,  dass 

in  jedem  solchen  «ecke  keine  vier  Scheitel  ii^  einerlei  Ebene 
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U«;seB,  und  in  jedem  solchen  mmte  keine  vier  Bbeneii '  diirelr 

einen  und  denselben  Punkt  gehen, 
was  auf  die  AIlircmeinb(  i(  der  Betrnclitungen  obue  Kinfluss  ist  ,  da 
sieb  uuä  dietieo  Gestultcu  alle  übrigen  wit  Leichtigkeit:  ableiten 
Ipssen. 

Werden  im  neck  drei  nicht  benachbarte  Seiten  bis  zu  ihrem 
gemeinschaftlichen  Durchschnittspnnkt  erweitert,  und  im  /iseit  drei 
nicht  benachbarte  Scheitel  durch  eine  IBbene  verbanden,  so  entsteht 
bezüglich  ein  «Neben ach eiti»!  oder  eine  JNebeneeit^.  Die  Ne- 
benkanten  aber  vehen  dort  ans  der  Verbindung  tweier  nicht  be- 
nachbarten Scheitel,  und  hier  «as  der  Begegnung  sweier  nicht  be- 
nachbarten Seiten  hervor. 

Ana  jenen  BesCiniDungen  folgt  unnittelbar,  «dase  in  «tlen  sol- 
chen »ecken  alle  Seiten,  und  in  allen  solchen  »selten  alle  Ecken 
dreikantig  sind,  während  dort  die  Gk^ken  und  hier  die  Seiten  Melir- 
itantig  sein  können. 

Da  es  zu  jedem  solchen  »ecke  ein  currespondirendes  »seit 
giebt,  so  dass  immer  einer  ntkantigen  Ecke  in  jenem  eine  mkan- 
tige  Seite  in  diesem,  und  umgekehrt,  entspricht,  so  hat  der  Vf. 
die  Vielseite  zunächst  ganz  ausser  Acht  gelassen  und  sich  aal'  die 
Betrachtung  der  Vielecke  beschränkt  • 

flienim  bat  der  Vf.  die  Crmndeigenscbaften  dieser  Körper  nfther* 
betrachtet  und  gezeigt,  wie  man  auf  recurrirende  Weise  alle  mSg- 
lichen  zu  denselben  n  Scheiteln  gehorinen  körperlichen  »ecke  an- 
geben, ihren  Seiten  und  Kauten  nach  vollständig  bezeichnen,  de- 
ren Aniabl  btt^nen  und  sngleicb  diese  Vielecke  nach  der  Be- 
schaffenheit ihrer  Ecken  classificiren  kann. 

Legt  man  durch  einen  Punkt  p,  welcher  mit  keinen  drei  Schei- 
teln eines  gegebenen  körperlichen  »ecks  in  einerlei  Ebene  liegt,' 
nnd  durch  eine  oontinnirhebe  in  sieb  selbst  zurückkebrende*  Folge 
von  Kanten  dieses  Vieledis  eben  so  viele  Ebenen  und  läsSt  das 
von  jener  Umkantung  begrenzte  Stück  der  Vielecksoberfläche  ver- 
.fichwinden,  so  entsteht  unter  gewissen  Beschränkungen  durch  eine 
solche  Bntseitung,  die  auch  zugleich  eine  tlntkantung  wer- 
den kann,  ein  Pofyeder  Ton  («-|-1)  Scheiteln,  welches  2  Seiten 
■nd  '^  Kanten  mehr  hat,  als  das  ursprüngliche. 

Hieraus  wird  gefolgert,  dass  jedes  Sdlchc  einfache  »eck  2^» — 2) 
Seiten  und  3(»  —  2)  Kanten  etc.,  und  eben  so  jedes  »seit  2(» — 2) 
Ecken  und      — %)  Kanten  etc.  bat.  ^ 

Sollen  nun  zunächst  alle  zu  denselben  fünf  Scheiteln  gehören- 
den einfachen  Fünfecke  aufgefunden  werden,  so  ergiebt  sich  aus 
den  verschiedenen  Ijintseitun^sweisen  des  Tetraeders,  dass  nur  zehn 
vendiiedene  FSnfoeke  möglich  sind.  Werden  eben  .so  die  Seebs<> 
ecke  aus  den  vFünfeckeo  abgeleitet,  so  erhält  man  (180 -(-15)  yer* 
schiedene  Polyeder,  welche  durch  dieselben  sechs  Scheitel  bestisunt 
werden  u.  s.'  w«  -  * 

IKeae  Vielecke  Ifwsen  sick  nach  bestimmten  {Gesetien  doMk 
ihre  Seiten  ausdrückejö,  wen«  bis  eiuscbliesslicb  so  allen  Sieben- 
ecken die  Vorschriften  gegeben  sind. 

Auch  lassen  sich  die  zu  gnoerlei  Scheiteln  gehörigen  Formen 
nach  den  Anzahlen  der  darin  vorkommenden  3-,  4-,  5-,  . .,  (» — 1)- 
hantigen  Ecken  gruppiren.  So  enthalt  jedes  Fünfeck  %  dreikantige 
und  '5  vierkantige  Ecken  was  der  Vf.  mit  2,  3^  bezeichnet  hat; 
-  während  im  Secnse€k\entweder  alle  Ecken  vierkantig  oder  2  Ecken 
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drei-,  2  Büken  vier-,  und  2  Ecken- filnfkantig  sind,  so  dass  alle 
Sechsecke  su  einer  der  beiden  Femen  9«  OMr  tt.  3«  %t  gehören 
u.  s.  w. 

An  den  Siebcuecken  ist  gezeigt  worcieo,  wie  man  aus  jeder 
betondern  Form  eine  oder  nenrere  gauz  allgemeine  fSr  jede  Zahl 
*von  Scheiteln  ableiten  und  mit  derselben  Leicbtip^keit  auch  darstel- 
len könne.  8o  sind  aus  der  Siebenecksform  2,  2«  2^  1,  die  bei- 
den allgemeinen  2,  2«  2g  (i» — 0)«  und  2,  2«  (»  —  5)«  1»— i  abge- 
leitet worden. 

Ausserdem  ist  noch  an^pegeben  worden, '  wie  sich  alle  Haupt- 
formen der  Mpcke,  welche  m  der  allgemeinen  öj  6*  C5  b,  . .  U«— 1 
enthalten  sind,  durch  Auflösung  der  beiden  zusammengehörigen  un- 
beitiinBten  Gleiehnngen 

l.b-l-2.c-h8.b-*-. .-!-(»  — 4)u  =  3(»  — 4),  und 

a-+-    6-f-     c-4-     b-h..-f-     u      =  « 

darstellen  lassen,  wo  n,  6,  C,  .  .,  die  durch  Rothe  eioffeführte 
Bedeutung  haben.  Diess  aber  sind  ganz  die  nämlichen  Gleichun- 
^«■11,  welche  man  aufknloaen  hat,  wenn  in  der  Entirickelung  von 
(a -i- da: '\- ca:- -i- äa:' .  .  der  Coefficient  von  jr*C*»  O  unab- 
hängig von  allen  übrigen  gefunden  werden  soll. 

Von  besoudern  Gestalten  ist  bloss  eine  hervorgehoben,  welche 
die  Grundform  der  ToUstindigen  und  abgekuppten  Pyramiden  sowie 
der  Priimen  bildet 

t 
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Lehrbuch  der  descriptivcn  Geometrie  von  Dr.  B.  Gug* 
ier,  Prof.  an  der  polytechnischen  Schule  und  der  Kreis- 
Gewerbschnle  sn  Nfirnberg.  Hit  11  Kupfertafeln.  Nürn- 
berg. 1841.   8.    1  Thir.  20  ggr. 

Sehr  gut  gezeichnete  und  gestochene  Kupfertafeln,  welche  bei 
einem  solchem  Werke  jedenfalls  ein  wesentliches  Erforderniss  sind, 
dentficbe'Darstellang,  fast  völlige  Anssehliessung  analytisch  -  geo* 
.  metciacher  Vorkenntnisse  und  ziemliche  VoUiAändigkeit  empfisnlen 
dieaes  Lehrbuch  der  deacriptiven  Geometrie« 

Ausführliches  Lehrbuch  der  analytischen  oder  hö- 
bern. Geometrie  zum  Selbstunterricht.  Von  H.  B.  Lüh- 
aen.   Hamburg.  1842.   8.   20  ggr.  • 

Dieses  Lehrbuch  der  Klemenite  der  analytischen  Geometrie  in 
der  Ebene  und  im  Räume,  mit  Einschluss  der  I^ehre  von  den  Ke- 
gelschnitteu  und  der  Lehre  von  den  Flächen  des  zweiten  Grades, 
erfüHt  nach  unserer  Ueberveugung  seinen  -Zweck:  von  Anfiinffem 
in  der  'aoalytischen  Geometrie  afs  Leit&den  bm'm  Selbststudium 
dieser  schönen  Wissenschaft  c^cbraucht  zu  werden,  recht  gut,  und 
verdient  in  dieser  Beziehung  alle  Empfehlung.  Vorzüglich  traia^n 
114  in  den  Text  einmdrackte  sehr  gut  anagefiihite  -Ho^lciMihnitte 
wesentlich  zur  Deutlichkeit  und  zur  Veranschaulichung  der,  ersten 
Anfängern  immer  etwas  abstra*kt  vorkommenden  Lehren  der  analy- 
tischen Geometrie  hei,  obgleich  w||||  freilich  auch  auf  der  andern 
Seite  nicht  verhehlen  können,  daas,  von  dem  rein  wissenschaft- 
lichen Standpunkte  aus  betrachtet,  dieses  fortwährende  Anschliessen 
an  eine  Firrur  uns  keinesweges  der  grossen  Allgemeinheit,  welche 
die  analytische  Geometrie  in  allen  ihren  Partiecu  au  erreichen 
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strebt,  sQ  entapnebcn  und  ffenin  sn'  sein  MbciBt,  wMiiftlb  aveh 

durch  das  vorliegende  Buch  das  Studiam  anderei',  allgemeiner  ge- 
haltener Werke  über  analytische  Geometrie  durchaus  nicht  über- 
flüssig gemacht  werden,  sondern  vieimehr  einem  Jeden,  wer  die 
enelytiselie  Gemietrie  In  ihrem  eigentUeken  Wesen  kennett  lernen 
will,  sehr  anzurathen  sein  dfirfte.  ^iir  den  ersten  Toterricbt  kann 
aber,  wohin  wir  ans  schon  oben  ausc^esprochen  haben,  das  vorlie- 

Sende  Buch  einem  jeden,  der  sicl^ern  Leitung  eines  Lehrers  ent- 
ehrenden Anfänger  recht  sehr  empfohlen  werden.  'Als  EinleituoK 
sind  Betrachtungen  über  das  Wesen,  den  Zweek  und  den  prakti- 
schen fintien  der  analjtisphen  Geometrie  Toransgeschickt. 

Das  Programm  der  Realschule  sn  Dfisseldorf  von  Mi- 
chaelis 1841  enthftit  die  folgenden  Abhandinngen:  • 

Beschreibung  einer  neuen  Blasmasejiine  am  minera« 
logischen  Löthrohr  von  Joseph  Duhr. 

Einige  neue  Lehrsätze,  auf  gestellt  und  bewiesen  von 
desi  Director  Dr.  Frans  Beinen« 

Beide  Abhandlangen  sind  beachtnngswerth.  Die  von  Herrn 
Director  Heinen  mitgetheilten  neuen  geometrischen  Fjehrsätze  be- 
treffen sämmtlicb  die  Kegelschnitte  und  lassen  sich  auch  bei'm  Un- 
terrichte swedtmimdg  als  üebnngen-  benntsen.  Wir  werden 
denselben  vielleieht  länftig  Bbiges  in  dem  Archive  mittheilenr 


Prakttsche  Geometrie. 


Geodäsie  oder  die  Lehre  vom  Aafnehmen,  das  Nivel- 
liren  nnd  die  Markscheideknnst  von  Joh.  Aug.  Grnnert 

(Lehrbuch  der  Mathematik  und  Physik  für  Staats-  und 
Inndwirthschaftlicbe  T^ehranstalten  und  Kameralisten 
überhaupt  Zweiter  Tbeil.  Zweite  Abtheilung).  Mit 
dreisehn  Fignrentafen.   Leipzig.  1842.  S.  ,  '  . 

Bloss  mit  Hülfe  elementarer  Lehren  der  Mathematik  lÜhre'ich 
in  diesem  Lehrbuche  der  Geodäsie  den  Lehrling  so  weit,  dass  er 
als  Schlussstein  seines  Wissens  lernt,  wie  bei  Messunffeu  von 
grosserer  Ausdehnung  die  spbftriaclie  CMalt  der  Erde  mit  Hülfe 
des  Legendre*äcbcn  Theorems  an  bericksichtigen  ist.  du  so  we- 
nig als  möglich  Vorkenntnisse  vorauszusetzen,  habe  ich  selbst  die 
sphärische  IVigonometrie  ausgeschlossen  und  Alles  iiloss  mit  Hülfe 
der  ebenen  Trigonometrie  entwickelt,  wobei  es  natürlich  erforder- 
lich war,  einige  notkvendige  Sätze  der  sphärischen  Trigonometrie 
in  den  Vortrap;^  selb^^mit  zu  verflechten.  Auf  die  Beschreibung 
und  Berichtigung  der  Instrumente,  unter  diesen  auch  des  Heliotro- 
pen, ist  vorzügliche  Sorcfalt  verwandt  worden.  Besonders  habe 
ich  mich  eines  systematisdiea  Ganges  beielsiQgt,  der  dfkers  in  den 
Lehrbüchern  der  GeodSsie  vermisst  wird.  Was  mir  eigenthümlich 
ist,  werden  Kenner  leicht  herausfinden;  jedoch  nMite  ich  aof  die 
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.  ffauz  elemeotore  T)i<rorie  der  Fehler  der  Dreiecke,  auf  die  Theorie 
des  Höhenmcüscns  mit  dem  Barometer,  welche,  wie  ich  ^lauhe,  mit 
solcher  Strenge  und  l^videnx  yrle  in  diesem  Werke  bloss  durch 

Suus  elenentare  Bälfinnittel  nocb  nieht  entwlekelt  worden  ist,  uif 
ie  I^ehre  von  der  terrestrischen  StraUeolireehiUig  und  auf  die  Be- 
weise der  hfikatinten  Reihen  fiir  siu  und  cos  ar  im  siebzehnten 
Kapitel  besonders  aufmerksam  zu  machen  und  hinzuweisen  mir  er- 
lauben. Auf  die  neuesten  Nethoden  ist  natürlich  überall  Vorzugs-  ■ 
weise  Rücksicht  genommen  worden,  ünd  Foniigliche  AufaieriuMip 
keit  habe  ich  insbesondere  der  Coordinutenmethode  gewidmet  die 
nach  meiner  Meinunpr  nicht  genug  empfohlen  werden  kann,  und  in 
den  meisten  altern  Lehrbücueru  der  Geodäsie  leider  nur  zu  sehr 
veniachlässigf  «der  gavs  eberflftdklidi  bebsodelt  wird.  ,Ueber  die 
genauen  Methoden  zur  Messung  einer  Basbi  und  die  dabei  noth- 
wendigen  verschiedenen  Berücksichtigungen  ist  auch  ziemlich  aus- 
fuhrlich gehandelt  worden,  und  so  glaube  und  tvünsche  ich,  dass 
diesei  LMirbneli  der  Geodäsie  geeignet  sein  möge,  ältere  znm  Tbeii 
weit  voluminösere  Werke  über  seinen  in  jeder  Beziehung  so  bdebst 
wichtigen  Gegenstand  nicht  bloss  auf  eine  zweckmässige  Weise  zu 
ersetzen,  sondern  den  Lehrling  selbst  einen  ziemlicbeu  Schritt  wei- 
ter zu  führen,  als  in  diesen  ältero  Werken  geschieht,  und  mit  den 
Fortschritten,  welebe  die  Geodäsie  in  neuerer  Zeit  geniaebt  bet, 
innerhalb  der  durch  den  Zweck  des  Werks  aothweodig  gesteckten 
Gränzen,  bekannt  zu  machen. 

Zugleich  benutze  ich  diese  Veranlassung,  die  Leser  dieses  Lelir- 
boebs  der  Geodäsie  darauf  aufmerksam  zu  siaeben ,  dass  sieb  auf 
S.  133  bei  einem  übrigens  höchst  elementaren  Gegenstände  ein 
Rechnungsfehler  eingeschlichen  und  bis  auf  S.  134  fortgepflanzt  hat, 
worauf  ich,  was  hier  mit  dem  verbindlichsten  Danke  zu  bemerken 
aie^ne  Pflicbt  ist,  snent  ton  H.  Prof.  Dr.  tob  Ejanndorff  in  Hano- 
beim  aufmerksam  gemacht  worden  bin.  Diesen  Fehler  zu  verbes- 
sern ist  hier  nicht  der  Ort,  und  ich  bemerke  daher  nur,  dass  der 
nocb  in  diesem  Jabre  erscheinenden  Isteu  Abth.  des  2tea  Theils 
ein,  die  riebtiji^  Formeln  entbaltepder  Carton  beigelegt  werden 
soll,  welcher  übrigens  auch  schon  jetzt  durch  jede  Uaenhaudlung 
von  der  Schwickertschen  Buchhandlung  in  Leip/ig^  unentgeldlich 
bezogen,  und  statt  des  fehlerhaften  Blattes  eingeheftet  werden  kann.. 

Grnnert. 


Trigonometrie. 


Bin  Sehema  nur  Brieiebterung  des  Elementarunter- 
riebts  in  der  Trigonometrie  n«  s.  w.  |^ft  Dr.  B.  W.  Grebe, 
ordentlichem  Hanptlebrer  an  GyMmsium  zu  Cassel. 

CasseL  1840.  4. 

Das  in  dieser  Sebrift  mitgetbeihe  zweekmässige  HäUssiittei 
snr  genauen  Einprägung  der  Grundformeln  der  Geometrie  und  Tri- 
gonometrie in  das  Gedächtniss  verdient  Lebiem  der 
zur  Beachtung  esi^oblen  zu  werben. 
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'  A,  F.  Padlej:  Solotioi»  of  trigonoautrical  frobkinB,  together 
with  Problem  for  ezenise,  8.  4|  ih. 


Mechanik. 


Na  vier:  Rdsum^  des  lecons  de  m^ii^e  doniitei,^  P4eoIe 
PttlyteGhBifiM.  Paris.  1841.  8.  9  Fr. 

'  Die  Mechanik  in  AnwettdiiB{|^  Bttf  KBnite  und  Ge- 
werbe. Zweite  Abtheilung.  Die  Meebsnik  flüssiger 
Körper.  Für  Praktiker  bearbeitet  von  Dr.  W.  A.  Rüst, 
Docenten  an  dei^  Univers,  zu  Berlin.  Berlin.  1841.  8. 
1  Tbir.  6  ggr. 

Den  läen  Theil «.  Nr.  IL  S.  34. 

Die  geom ctriscbe D  Construction^n  der  ebenen  uad 
'  konischen  excentrischen  Rad-  und  Zabn-Curven.  Für 
den  Selbstanterriebt  bearbeitet  tob  Theodor  SebSoe- 
■  ann.   Berlin.  1842.   8.   16  rgr. 

Aach  iB  geometrischer  Besi^ong  beachtangswerth. 

Favierr  'Aaaai  snr  les  lots  du  montetteBt  de  träetioB 

et  lenr  application  au  tracd  des  Voiea  de  coBBOBicatioB. 
Paris.  1841.  8.  6  Fr.  SO  e. 


Astronomie. 


Astronomische  Untersuchungen  von  Friedrich  Wil- 
helm Bessel.   firster  Band.  Königsberg.  1841.   4.   6  Thir. 
Der  Inhalt  dieses  hSebst  wichtigen  Werkes  ist  folgender: 

I.  Theorie  eines  mit  einek  H^osieter  TersebeBOB  Aeqaatoreai- 
Instrumenta. 

II.  Be8ondei>e  Untersuchung  des  Heliometers  der  Königsl»erger 
Sternwarte. 

in.    Einfloss  der  StrableBbrechaBg  anf  MikroBeterhebbadi- 

tangen. 

IV.  Einfluss  der  Präccssion^  Nutation  ond  Aberration  auf  die 
Resultate  uiikrometri scher  Messungen.  . .     •  * 

y.  Beobachtungen  versehiedeBer  'fltemo  der  Plejadea«  . 

VI.  Ueber  die  scheinbare  Fignr  einer  BBToHsliBdig  ericndite« 
ten  Planetenscheibe. 

YU.  Beobachtungen  der  gegenseitigen  Stelinngen  von  38  Dop- 
pelstemen. 

Vill.   Ueber  den  Doppelstem  p  Ophiaehi* 

Die  AbhandlBBgea  U.,  IV.,     «Bd  gani  mo.   Ueber  die  Ge- 
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jiteitBtftDde  d«r  fibrigoo  AbbnndlangeD  hat  Besael  "aebon  friiber 
(lieils  in  Jen  Kttnigsbers^er  BeobliehtUligeB ,  den  AstruuumiscbeD  • 

Nacbricliten,  der  monatllciipn  Correspoiidonz  und  den  Abhaudlung'en 
der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  Arbeiten  beknoot  ^e- 
macbt.  Fast  alle  diese  frübero  Abbandlungeo  werden  aber  bier 
theils  mit  vielen  Zusätzen  bereicbert,  Ilicils  ganz  neu  bearbeitet 
^  geliefert,  und  überhaupt  ist  nach  des  berühmten  Vfs.  eip^ner  An- 
gabe ,.die  Vcranluhäung  des  gcgciiwartia:;en  Werkes  niclit  sowohl 
„der  Wunsch ,  frühere  Abbandlungeu  und  Autsätze  hu  Lineui  Orte 
„lasammenzustellen,  als  das,  durch  \  ermebrooff  der  Hfilfsnittel  su 
„einer  Untersuchung,  oder  durch  Erlangung  besserer  Einsicht  in 
,,ihrc  Natur,  in  vielen  Fällen  herbeigeführte  Bedürfntss,  an  frühere 
„Arbeiten  mehr  oder  weniger  wesentliche  Verbesseruugeu  anzu- 
„bringen/*  IHe  soDBt  ganz  neoe  Abhandlung  Nr.  Tl.  enthält  atich 
in  §.  13. — §.  16.  die  von  dem  Vf.  in  Schumacbem  astronomischen 
Nachrichten.  Nr.  415.  abgesondert  bekannt  gemachten  Unter- 
suchungen über  die  Grundformein  der  Dioptrik»  welches  wir  bier 
wegen  der  Wichtigkeit  niid  Merkwiirdigkeit  dieicr  Uoterracbungen 
besonders  hervorheben.  In  der  Bibliothek  kisines  Astronomen* 
wird  dieses  in  so  vielen  Beziehungen  ausgezeichnete  und  wichtige 
Werk,  zu  dessen  Fortsetzung  wir  dem  berühmten  Vf.  Kraft  und 
Gesundheit  wünschen,  fehlen  dürfen.  * 

Kleiner  astronomischer  Almanach  auf  das  Jahr  18^ 
Vorzüglich  zum  Gebrauch  der  Seeleute  herausgegeben 
von  üerrmann  Karsten,  Prof.  der  [Vlath.  und  Phys.  an  der 
üniveraität  an  Rostoek.    Dritter  Jahriranir.  Rostock. 
•  8.    12  ggr. 

Diese  kleine,  sehr  zweckmässig  für  den  Meridian  von  Green- 
wich  berechnete  Epbemeride  .wird  gewiss  den  Schiffern  willkommen 
uod-  Dfitslich  sein.  Alter  aadi  aiaaeher  Uehhator  der  Astrononle, 
dem  die  grösseren  Epbemeriden  zu  tlieaer  nnd,  wird  dieselben  mit 

^Nutzen  (rebrauchen  können ,  da  sie  überhaupt  zweckmässig  ein^e* 
richtet  sind  und  das  bei  Beobachtungen  Unentbehrlichste  ziemlich 
vollstibidig  enthalten. 

Astronomisches  Jahrbuch  für  physische  und  natur- 
bistoriscbe  Uimmclsf orscher  und  Geologen  mit  den  für 
das  Jahr  1842  vorausbestimmten  Erscheinungen  am  Him- 
mel. Berausgegeben  T.on  Fr.  V.  P.  Gruitbnisen.  Viertes 
Jahr.  Mit  drei  lithograahirtea  Tafeln.  München.  18tö. 
8.  ,2  Thlr.  16  ggr. 


Physik. 


Lehrbuch  der  Physik  Yon  Dr.  J.  Güt^,  Prof.  am  6y.m< 
nasium  zu  Dessau.  Dritter  Band.  Hit  drei  Pifforenta' 
fein.  Berlin.  1842.   8.   1  TUr.  8  ggr. 
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Aucb  unter  dem  besondern  Titel: 

Die  wichtigsten  Lebren  aus  der  Astronomie  und  Me- 
teorologie TOD  n.  8.  w.  ^ 

F8r  ein  Lehrbuch  der  Physik  enthält  > dieser  dritte  Band  insbe- 
sondere die  Lehren  der  Astronomie  ziemlich  ausführlich.  80  ent- 
hält z.  B.  §.  LXXXlll.  auch  die  Oibers'scbe  Methode  zur  Berech- 
nung der  Cometenbahnen  aas  drei  geoceotrieelMii  BeobMlituugco, 
aber  bloM  die  Formeln,  nach  denen  die  Rechnnng  sa  fohrea  iat, 
ohne  deren  Kntwickclung.  Offen  müssen  wir  eestehen ,  dass  wir 
-  eine  solche  blosse  Aufstellung:  von  Formeln,  ohne  Angabe  der  Gründe, 
.  auf  denen  dieselben  bcruheu,  am  wenigsten  in  einem  Lehrbuche  für 
Anfänger  sweekmiUsi^  finden  können,  oiiek  selbst  für  nlitxlos  kel- 
teo  müssen.  Auch  wird  gewiss  Niemand  die  bei  der  Bestimmung 
einer  Cometenbabu  nötliigen  Recbnnngen  mit  Siclierheit  ausfuhren 
können,  wenn  er  nicht  so  tiele  matbemutiscbe  Kenntnisse  besitzt, 
welche  nöthi^  sind,  usi  sieh  eine  deutlieke  Einsicht  in  dicT  Grinde, 
auf  denen  die  bei  einer  soldien  Recbnung^  erforderlichen  Formeln  , 
herüben,  versebaffen  zu  können.  Die  Meteorologie  scheint  uns  in 
einem  Lehrbuche  der  Physik  im  Verbältniss  zur  Astronomie  zu  kurz 
behandelt,  und  berücksichtigt  su  wenig  die  neneren  grodlen  Fort- 
^schritte  diesec  Wissensehaft. 

Pinaud:  Programme  d'un  cours  ^l^mentaire  de  Pbjsique.  2die 
ddition.   Toulouse.  1841.  8.   6  Fr. 

Soubeiran:  Pr^cis  ^I^mentaire  de  physiqne,  onlVaitd  de  |ihy^  ' 
sique  fncil.  Paris.  1841.  8.  6  Fr.  50  c. 

A.  Belicliarlat:  Cenn  des  sciences  physiques.  1^  S|>  Fr. 

Beweisführung,  dass  die  Lehre  der  neueren  Physi- 
keir  vom  Drucke  des  Wassers  und  der  Luft  falsch  ist^ 
nebst  einest  Versnehe,  die  Erseheinnngen  an  flissigen 
(  Korpern  ohne  atmosphärischen  Luftdruck  zu  erklären» 
Von  Friedrich  von  Drieberg.    Berlin.  1841.    8.   8  ggr. 

Der  Titel  dieser  Schrift  characterisirt  dieselbe  hinreichend,  und 
wir  kSnnen  hier  den  Rausi  sn  etwns  bessefesDi  als  «t  einer  Rela« 
tion»ilber  diesellie  oder  gar  an  einer  Widerlegnng  benntaen. 

The  undulatory  Tbeory,  as  applied  to  tbe  Disper- 
.  sion  of  Light;  including  in  tbe  substance  of  several  Pa- 
pers  printed  in  tbe  Philosophical  Transactions,  and 
otber  Journals.    By  tbe  Rcv.  Baden  Powell,  Savilian  Pro« 
fessor  in  the  Uoiversity  of  Oxford.  8.  9  s. 

<  Magnetisehe  nnd  sieteorologisehe  Beohaektnngen 
an  Prag,  in  Verbindung  mit  mehreren  Mitarbeitern  aus> 
ffefnhrt  und  auf  öffentliche  Kosten  herausgegeben  von 
Karl  Kreil,  Adjuncteu  der  k.  k.  Sternwarte  und  ordent- 
'liehem  Mitgliede  der  k.  bSbmisehen  Gesellsckaft  der  - 
WisseuscbaftcD.  Erster  Jahrgan ^:  Vom  1.  Jnli  1839  bis 
3L  Juli  1840.    Pra^,  1841.   4.   4  Tblr.  8  ggr. 

Es  ist  böcbst  ertreulich  zu  sehen,  wie  viel  jetzt  auf  öffentliche 
Kosten  fÖr  Magnetismus  und  Meteorologie  geschieht,  und  wie  viele 
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nüsgezeichncte  Beobachter  jetzt  aaf  diesem  Felde  thätig  sind,  wo> 
von  auch  das  vorli^ende  Werk  eioeo  nenen  erfreulichen  Beweis 
liefert^  Die  Tielen  verdieiiite^  welche  sidi  der  Herr  Herausgeber 
schon  in  aeiner  frühern  Stellung  zu  Mailand  inabesondere  um  die 
Lehre  von  dem  IVlasrnetisinus  erworben  hat,  sind  ans  den  astro- 
nomischen Nachrichten  hinreichend  bekannt,  ynd  in  Prag  bat 
er  mm  audi  die  Ifeteoroloffie  in  den  Kreis  seiner  Thätigkeit  ge- 
legen. Die  dem  Register  der  Beobachtungen  vorangeschickte  sebr 
lehrreiche  Einleitung  enthält  die  folgenden  Abschnitte.  Erster 
Abschnitt.  Absolute  Bestimmung  der  m ag^n etischen  Ele> 
mente.  Die  Beobachtungen  wurden  vom  18.  August  bis  3.  Sep- 
tember 1840  in  dem  abgesperrten  Theile  des  aogenannten  Kaiaer- 
gartens  auf  dem  Hradschine  mit  den  auf  bekannte  Weise  construir> 
ten  Instrumenten  ausgeführt,  während  gleichzeitige  Beobachtungen 
auch  an  den  auf  der  Sternwarte  aufgeatellten  Variations- Apparaten 
angestellt  wurden.  Wir  können  hier  natilrlieb  die  Resnital»  der 
Beobachtungen  nicht  in  extenso  angeben^  und  begDÜg<ra  nna  daher 
mit  der  Angabe  der  folgenden  Mittel : 

Declination  ....  1^^  «(V.  ^ 
#  Indlnation  ....  66*.  9^,  41         *  - 

inteniitüt  dea  herisontalen  Theils 

der  magnetischen .  Kraft  .  •  •  •  1,90656 
Intenaiti&t  der  gesammten 

magnetischen  Kraft  .  ^  .  .  4,7152 
Die  Vergleichung  der  durch  die  Beobachtungen  gewonnenen  Reanl- 
täte  mit  der  Theorie  des  Erdmagnetismus  zeigt  eine  genügende 
üebereinstimmung.  Zweiter  Abschnitt.  Variations-Beob-  ' 
achtuugen.  Besqhi'eibung  der  Instrumente,  ihre  Auf- 
ateflnng,  Terfabren  bei  den  Beoba^shtungen  nnd  ihre 
Berechnung.  1)  Beobachter  und  Tertheilung  der  Beobachtungen. , 
2)  Aufstellung  der  magnetischen  Instrumente.  3)  Verfahren  bei  den 
VahatioQS- Beobachtungen.  4)  Aufstellung  der  meteorologischen  In- 
atraaente.  6)  Reduetien  der  meteoroloeiaehen  BeoMchtungen. 
6)  Bridürnng'  der  nachfolgenden  Regiater  der  Tariations-Beobach« 
tungen.  Wir  halten  diese  Einleitung  für  eine  sehr  gute  Anwei- 
sung aar  zweckmässigen  Anstellung  magnetischer  und  meteorologi- 
adier  Beebaehtungen  und  eaiffebien  sie'  einem  Jeden,  wer  aicb 
aelbrt  mit  dergleichen  Beobachtungen  beschäftigen  will,  zur  Beech- 
tung.  Auf  die  Einleitung  folgt  zuerst  das  Register  der  Varia- 
tions-Beobacbtungen,  dann  die  Resultate  aus  den  mag- 
netischen und  meteorologischen  Beobachtungen,  und  zu- 
letat  die  für  jeden  Botanflter  gewiss  höchst  interessanten  Vegeta- 
tinnS'Beobachtungen  von  Herrn  Karl  Fritsch,  welche  sich 
ungefähr  auf  240  verschiedene  Pflanzen  beziehen,  und  vorzüglich 
folgende  Momente  aus  dem  Leben  der  Pflanze  ins  Auge  fassen: 
'  Butwiekeiuttg  der  Blattknospen,  Blitter,  BKithenknospen,  BIfitben 
und  Frfichte,  Fruchtreife,  Farbenänderung  und  Blätterfall.  Die 
magnetischen  und  meteorologischen  Beobachtungen  sind  fast  stünd- 
lieh mit  Uebeigehuog  einiger  auf  einander  folgenden  Nachtstunden 
in  den  eisten  Monaten  angestellt*  worden^  und  haben  also  einen 
ungemein  grossen  Aufwand  von  Zeit  und  Mühe  in  Anspruch  ge- 
nommen. Sie  beziehen  sich  auf  Declination,  horizontale  Intensität, 
Inclination,  Schwingungsdauer,  Barometer,  Thermometer,  Spannkraft 
der  Dünste,  Windesrichtung,  Windesstärke,  Heiterkeit,  Niederschlag, 
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Wolken.  Mehr  über  dieses  wichtige  Werk,  welches  io  den  Händen 
keines  Meteorologen  wird  t'cliien  dürfen,  hier  zu  sagen,  verbietet 
die  Beschränktheit  des  Raumes,  weshalb  wir  den  Beubacbtern  und 
Hmh  Berm  Bemntgeber  nir  Boek  GeModbeit,  Kraft  nnd  Amdaner 
bei  ibfem  schwierigen  Unternehmen  von  Herzen  wfinscben. 

Verbinden  wollen  wir  hiermit  noch  die  kurze  Anzeige  der  bei- 
d«B  folgenden  von  Herrn  Kreil  in  der  Königlich -Böhmischen  Ge- 
Mlliebul  d«r  WitteMcbaftcB^leflCMB  iBtoremBtta  AbhandlBB|reD; 

Versuch  den  Einflnss  des  Mends  auf  d««  at»eapnä- 
.  risehen  Zustand  QBserer  Erda  aas  einjähriipaB  Baobaeh- 
tungen  arkeaneo; 
und 

Kurzer  Ahriaa  dar  Entstebungs-  and  Entwicklungsge- 
schichte des  magnetischen  Vereins,  und  n ab ere  Bei e u •!!• 
tu^off  des  Standpunkts,  welchen  Prag  darin  einnimmt. 

'  In  der  ersten  Abhandlung  untersucht  der  Herr  Vf.  nur  diejeni- 
gen Aendernngaa,  welche  der  MoBd  in  dem  atmosühänacben  Zn* 
Stande  der  Erde  nacli  seinem  verschiedenen  Abstände  vom 
Meridian  und  Zeuith  des  Beobachters  hervorbringt,  al-, 
ao  bloss  die  Periode  des  scheinbaren  täglichen  Umlaufs 
daa  Hoada  iiai  die  Erde.  Die  gewoBBaaeB  Ecsnltata  aiiisea 
ia  dar  Abbaadlaag  salbst  Bacb|ifesahaB  verdea. 

D.  Lai;dner:  A  manual  of  electricity,  magnetism  and  meteo- 

•  r 
) 


t  ralaffT.  ¥ol.  I.  6  ab.  (Avcb  aatar  desi  Tital:  C^bbafc  Cyclopaa- 
dia.  Ya|.  130. 


*  Form  of  contemporaneous  sieteorological  observa* 
tlaas.  Siagle  ^ets,  1  s.;  ar  8S  Sats,  SO  s.  (Sat,.  2  Urga 
Sbaats). 

La  Gal vanoplastica,  ossia  Processo  per  otteaere 
immediatamente  in  via  galvanica  lastre  o  altre  data  for- 
me solide  di  rame  dalle  solnxionidi  qnesto  metailo;  me- 
moria del  dr.  M.  H.  Jacobi  etc.  Versione  dal  tadaaeo  del 
dr.  Gaetano  Giussani.    In  Milano^  1841.  8. 

Das  Original  s.  Literarischer  Bericht  Nr.  L  S.  15. 

Report  of  the  Committee  of  Pbysics,  inelnding  Me- 
teorologj,  on  the  Objects  ol  Sciaatific  laijBiry  iB  tbaaa 
Sciences.   8.    1  s. 

»  » 
Ueber  die  Anweadnag^dar  ttatheiaatik  auf  4ia  Cba- 

mic  von  A.  Teil  kämpf.  Uannoyer.  1840.  4.  (Prognsn  dar 
hohem  Bürfferschule  zu  Hannover  von  Ostern  1840). 

üeber  oaii  Zwaek  dieser  selr  befebtaMswerthen  Abhandlnair 
spricht  sieb  der  Herr  Vf.  selbst  aaf  folgende  Art  aus:  ,,Seit  aas 
„erkannt,  dass  die  Gewicbtsmengen  der  Bestandtheile  eines  Kör- 
„pers,  statt  in  beliebigen  Verbältnisseu  zusammenzutreten,  bei  jeder 
„chemischen  Verbindung  eben  so  bestimmte  als  einfache  Gesetze 
„befolgen,  bat  mn  auch  hier  die  GrosMlIage  der  matbesMtiseiiaB 
„Behandlung  in  arithmetisch  zu  combinirenden  Zahlen  gefunden. 
„Aber  gerade  die  grosse  Einfachheit  der  Zablenverbindnngfen ,  zn 
„denen  man  durch  jene  Gesetze  veranlasst  wird,  seheiat  von  einer 
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„uusdrücklir})  mntlicmntiscben  Befrachtung  derselben  ab£(eb<iUen 
„zu  haben;  denn  da  sie  in  der  Tbat  auf  die  elementarsten  Sitze 
,»der  Proportioiiilebre  surilekkoflinraB,  glaubte  nao  io  den  Lehr« 
„bUchern  der  Chemie  nur  auf  diesen  Umstand  hinweisen  und  acb 
„auf  einzelne  Beispiele  der  Anwendung  beschränken  zu  dürfen; 
„ein  Verfahren,  das  mao  sogar  in  den  Schriften  über  Stöchio- 
„metria  baobaelitet  iodet,  denaB  aa  —  ao  weit  diaaelban  mir  be-  < 
,,kannt  geworden  sind  —  nicht  an  vielfachen  vbd^  inAaieiaavteii 
j,Bcispielen  numerischer  Berechnung,  wobl  aber  an  einer  genngen- 
„den,  rein  -  mathematischen  Begründung  derselben  'i^hU. 
„Unter  solchen  Umstünden  erschien  es  mir  der  Bfübe  Hiebt  nnwerth, 
j,den  Gegenstand  ausschliesslich  von  dieser  Seite  zu  betrachten,  ua 
,,fiir  die  unendliche  Mannigfulti|Tkeit  specieller  Fälle  allgemeine 
„iiiätze  und  Regeln  in  der  kurzen  und  präcisen  Ausdrucksweise  der 
„Mathematik  zu  gewinnen^  wodurch  die  folgenden  Mittheilungen 
„veranlasst  wurden.*' 

Und  wir  fügen  hier  bloss  noch  hinzu,  dass  nach  unserer  Ueber- 
zeugung  der  Herr  Vf.  durch  diese  Mittheilungen  seinen  löblichen 
Zweck  recht  gut  erreicht  hat. 


•I 


yemuschte  Schritteii. 


Der  erste  Band  der  Acta  Societatis  Fennicae  **)  enthält  die  fol- 
genden mafbematiacbaB  Abbaodinngent  « 

Ueber  die  GrundprindpiaB  der  Algebra. 

Ueber  die  geometrische  Theorie  der  körperlichen  Winkel. 

Ueber  die  Bestimmung  der  dritten  Seite  ein^  geradlinigen 
Dreiecks  ana  den  beiden  andeni  vhd  dein  «BgescblosseBeB  WinKel. 
'    Ueber  die  Theorie  der  Maxina  und  Minima. 

Vorstehende  Abhandlungen  haben  sämmtlich  Herrn  Professor 
von  Schulten  zum  Verfasser,  und  sind  französisch  geschrieben. 

Ueber  die  Vereinfachung  einiger  trigonometriscben  FomalB  TOB 
1  Herrn  Boren  ins  (lateinisch). 

Ausserdem  enthält  dieser  Band  noch  drei  AbliandlnngeB  M^o- 
rologischen  Inhalts  von  Herrn  Professor  Hüllstroem. 

liöge  die  Gesellschaft  in  ihrer  rühmlichen  Thätigkeit  fortfob* 
ran.  Wir  werdea  nicbt  ermangeln,  jederxeit  so  bald  als  irgend 
mSglich'  den  Inhalt  ihrer  Acteq,  Bad  Aasiilge  ans  doBMlban  in  die- 
aär  Zeitsehrift  mitautbaüen.  .  . 


*)  Die  nor  erst  vor  einigen  Jahren  gestiftete  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften zu  ITelslngfors  in  Finnland  hat  schon  ietrt  eine  höchst  rühm- 
liche Thätigkeit  entwickelt.  Herr  Professor  Nathanael  Gerhard 
▼on  Scbulten  ist  bestimdiger  Sekretair  denelben. 
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Abbasdlungen  der  Köntglicheu  Böhmiscben  Gefell- 
•«liftft  d«t  Wissettftebafteii.  Pütiftef  Folge  emCer  Band, 
Von  deo  Jtthteu  1837-1840.    Prag,  1841.  4. 

Dieser  erste  Baud  der  fiinffen  Polge  der  Abbandlunffcn  det 
Königlich  Böbmiscben  Gesellscbatt  der  Wissenscbaften  euuiält  die 
folgenden  kleinern  oder  grössern  mathematischen  und  physikalischen 
AqMIi»  nad  Abhandlungen : 

Neuer  aoalytiscber  Beweis  <irs  Satzes  vom  Parallelogtanima 
.der  Kräfte.    Vod  Prof.  Dr.  J.  P.  kulik.  S,  2. 

Ueber  einen  neuen  elektromagnetischen  Indnctions- Apparat  und 
deseeo  sehr  krüftige  jphysiologiscbe  Wirkungeo  (EnebStleningen)^ 
Von  Prof.  Hessler.  S.  12. 

Untersuchungen  über  die  Kettenbrfiekenlinie.  Entworfen  von 
Prof.  Dr.  J.  P.  Kulik.    Prag.  1838.  . 

TeffMch  einer  aaaljrtieeben  Behandlung  beliebig  begrenftCer  nnd 
anaawmengfenetrtnr  Linien,  Flächen  und  Körper;  nebst  einer  An- 
wendung davon  auf  verscbiedeoe  Probleme  der  Geometrie  deterip- 
tive  und  Perspective.    Von  Prof.  C.  Doppler.    Frag*  1839. 

Jede  Liener  AtAandlntigen  bietet  ein  eigenthümficbet  latdMtM 
dar.  * 

Donkschriften  der  Königlich  Bayerischen  Akademie 
der  Wissenschaften.  ISr  B  d.  nnd  16r  Bd.  Iste  Abth, 
Abhandlungen  der  mathematisch-physikaliseben  Klasse. 
2r  Bd.  und  3r  Bd.  Istc  Abth.  die  Äbpandlungen  aus  den 
Jahren  1831  bis  1840  enthaltend.  München.  1837»  40.  n. 
8  Thir.  '  ..... 

Novi  Commentarii  Academiae  scientiarnm  Institut! 
Bononiensis.  Tom.  IV.  V.  enthalten  die  folgenden  mathemati- 
schen. Abhandlungen :  Jo8.Venturoli:  Altitudines  Tiberis  ad  hv- 
droHketmsi  romannm  qnotidie  snb  neridiem  observatae;  Pet.  CaU 
iegarix  De  nova  solutione  problematis  Fermntii  nec  non  ali<Mnui 
quae  ex  iisdem  formulis  deducuntnr;  Fr.  Berteiii:  De  ioflexione 
laterum  in  micrometris;  AI.  Casinelli:  Nova  methodus  evehendt 
ad  patentiam  quanicunque  quantitates  polynanias;  Oers.»  Daaeqna- 
tionam  algebraieamm  resolntione  observationes  analyticae. 

J.  A.  Coombe:  Solutions  of  the  Cambridge  problems  for  1840 
and  1841.  8.   8i  sb. 

( 


Die  Akademie  der  Wissenschaften  an  Petersburg  bat  auf  den 
Antrag  ihres  fefekretairs,  des  Herrn  Staatsraths  von  Fuss  Excel lens, 
beschlossen,  eine  Sammlung  bisher  ung^druckter  Briefe  des  altern 
Johann  Bernoulli,  seines  Sohnes  Daniel  Bernoulli,  von 
-  Nicblans  Bernonlli,  Gabriel  Cramer,  Lambert,  Naud^, 
Paleni«  Goldbach  an  Leonhard  Knier,  nnd  nngl^cb  der  in 
««.Sil.  .  ^  ^  8  • 


* 


den.  Ceatral  •  Archiyjeo  zu  Afosesn  autgeftiodcnen  Antworten  Buler« 
aof  die  Briefe  voo  Goldbach  lierauszugebeD.  Alle  diese  Briefe 
betreffen  Gegenstände  der  Wissenschaft,  und  sollen  in  jeder  Be- 
ziehunp^,  insbesondere  aber  für  die  Cleschichte  der  Ylatiicmatik.  wich- 
tig sein  uod  das  ff''**^'^^^  Interesse  gewähren.  Zugleich  beabsich- 
tigt Herr  Steatamtb  von  Fuss  dieser  Sannluog  von  Briefen  eil 


vollständiges  und  mit  der  grömtee  Sorgfalt  angefertigtes  Verzeieh- 
oiss  aller  Abbandlunsren  Eulers,  deren  Zahl,  ohne  die  g^rössern 
separat  gedruckten  Werke,  700  übersteigt,  mit  einer  ffeuauen  Nach-^ 
Weisung  der  SckrifteD,  in  denen  dieselben  ab^^mckt  rind,  voi^' 
drucken  zu  lassen.  Der  Herausgeher  des  Archiv  s  halt  es  für  seine 
PIliclit,  die  Leser  desselben  auf  dieses  in  jeder  Beziehung  wichtige 
und  zeitgemässe  Unternehmen ,  durch  welches  die  Ikaiserliche  Aka- 
demie der  Wissenschaften  sich  gewiss  alle  jUnthematiker-nn.  dea, 

frössten  Danke  verpfliehten  wird,  aufmerksnsi  sn  Machen,  und  seine 
eitschrift  zu  benutzen,  die  Machricht  von  deiuseibeu  in  einem 
möglichst  weiten  Kreise  zu  vcrbreiien.  In  vSch  uujachers  astro- 
nomischen Nachrichten.  N.  437.  91  iindet  man  den  Extrait 
'du  proc^s  verbal  de  TAcad^mie  Imperiale  des  sciences 
de  St.  Petersbourg  du  24.  Scpfeinbre  (6.  Octobre)  1811  ab- 
gedruckt, welcher  ^as  Weitere  und  Nähere  über  das  in  Hede 
stehende  wichtige  und  buchst  interessante  Unternehmen  enthält. 

e. 
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Idterarischer  Bericht. 


Systane,  Lehr-  und  Wdrtorbtclier. 


Von  im  H«ni«iMlMm  Atn  Arefahrt  bekmiiitoM  Lekrbneke  der 

Alaihematik  für  die  obern  Classen  höherer  LehranstuU 
ten.  4  Theile.  Brandenburg  bei  Wieseke  erscheint  jetzt  die 
dritte  Auflage,  uod  zwar  zuerst  vod  dem  zweiten,  die  Stereo- 
metf  le  «ntiiaJtendeB  Tb^lc. .  Die  ^neue  Auflage  dieiM  Tbrili  wird 
ia  d«a  vichsteii  Tagtn  ▼«nandl  werden. 

Die  Aofangsgrüude  der  Zahlen-  und.  Raumgrössea-. 
Lekre.  Als  Leitfsdea  ftlr  den  metlieinetigekeo  Unter- 
richt an  den  Königl.  Artillerie-Bri|ifade-Scbulen,  so  wie 
cum  Selbstunterricht  für  die  Avancirteti  der  Artillerie 
bearbeitet  von  F.  M.  Rost,  Pres.  Li.eiit.  und  Lehrer.  Ber- 
lin.  im  8.  .1  Thlr. 

H.  Forir:  Essai  d'un  cours  de  math«*matique8  a  Tusage 
des  Cleves  du  College  eo^nunal  de  Liege.  1841.  8. 
1  Thlr.  12  ggr.        '  . 


AriÜimetik. 


Klenienti  di  Aritmetica,  di  G.  B.  Roata^no  Hella  com- 
pagnia  diGesu,  ad  uso  delle  scuoie  della  medesiaa  com- 

pagnin.   Tol'itto..  1841.  12. 

#  '  •  . 

Dr.  G.  F.  Ursin:  Arithmetik,  udarbeidet  med  stadigt 
Hensyn  til  den  praktiske  Anwendelte.  1841,  8.  80  scb. 
Bandit.  9 


.90  ■^' 

V-.   '  ........ 

Grundrisa  iler  «lementarea  Algebra  zum  Gebrauch 
bei  Vorträgen  uod  dem  Selbstuni  orriclite.  Von  ft.-Sime- 
sen.   Altouii.  1841:   8.    1  Tbir.  6  ggr. 

The  Elements  of  Algebra.   Desiffned  for  the  Ose  of 

Students  in  the  rTiiversity.  By  Jonn  Hind,  M,,A.  late 
Fe  1 1 u  w  an d  1' u  t  (> r  n  ^'  S  id  n  e  v  S  us'se  x  Co  1  le^e,  Cambridge« 
Fillb  editiou.  iSU.    8.    Ii  a.  O  d.  boarda. 

Trnttatetlo  elementare  di  Algebra,  composto  ad  uso 
dcl  collegie  e  liiDeo  di  ljugaitut  Ilai  |K  4*  6» -y.  Hiulirftiii 
c.  r.  somascö.   Lu^a^o.  1841.  12.       "  . 

C.  Jürgeoseo:  Elementnir  Arithnetik  og  Alarebr*. 
Andep  üdgave.  1841.  8.   1  Rbd. 

-  Aufg'aben  für  Anfänger  in  der  Bnchatabvorfrclioiinff, 

Algebra  und  WahrschcinllcbkeitsrachDUnlT.- '.Vmi  Dr.  w, 
A.  Jahn.   Leipzig.  1842.  8.   1  TbIr.  .       -  '  ' 

Algebraical  Problems,  prodnciog  simple  and  Quadra« 
-tic  Equationa,' wit^  their  alolutionsjf  designed  as  aa  In- 
•tTodnction  to  tbe  biirlicr  brauch  es  o  f  Anaivtirs.  To 
•wliicb  is  addcd  au  AppcDdix,  coiitairiiug  a  collection  of 
•Problems  Oü  tbe  i\at>irc  aud.  Suiutiuu   uf  tlquatiuns  ot' 

higher  dimensiooa.   By  Milliea  Bland.    Eiffjilh  editiou. 

1841.  8.   10  8.  6  4.  boarda,. 

Neue  Methode  zur  Aut'liudung  der  reellen  Wurzeln 
böhei^ter  BliiierlBcher  Gleic.hnngea  n'nd' sor  Anaziehung 
der  xlritten  und  der  höhere  Wnrzelu  aus  bestim mteu  Zah- 
leo.    SSnaacIist  nach  englischen  Uueilen  bearbeitet  von  ' 
t>r.  L.  C  Schul«  vou  Strassn icki,  ö.  o.  i*rof.  der  Elemen*  . 
tar-MatheniAtik  am  K.  K»  polytechnise^ien  Institnie  z« ' 
Wien.    Wien.  1841  8. 

Die  vou  dtim  Vf.  in  dieser  Schrift  dargestellte  und  entwickelte 
Metbode  zur  Aufiindung  der  reellen  Wurzeln  der  numerischen  Glei- 
chungen verdankt  man  im  Wesentlicben  4em  vor  zwei  Jahren  ven- 
storbenen  englischen  Mathematiker  W.  G.  Horner,  welcher  die* 
selbe  zuerst  in  den  Pbilusophical  Transactions.  1819  bekannt 
machte,  aber  durch  einen  sehr  dunkeln  Vortrag  ihrer  weitern  Ver- 
breitung schadete.  Ausserdem  üudct  sich  Einiges  über  diesülbe  in 
J.  R.  xoang'z' kbeory  and  Solution  of  algebraical  equa* 
tions.  London.  1S35. ,  und  in  zwei  ebenfalls  mit  sybillinischer 
Kürze  vcrf.isston  Aufsätzen  von  Horner  in  Leybourn's  new  ^ 
series  of  matbematicul  Rcpository.  Nach  diesen  Schriiteu. 
,  die  aber  eigentlich  ilor  bis  BrochstSeke  zu  betrachten  sind  und 
selten  die  Beweise  der  nufgesleilten  Regeln  liefern,  hat  der  Herr 
Vf.  der  obitjen  Schrift  die  Hornersche  Methode  sehr  deutlich  und 
vollständig  dargestellt,  weiter  entwickele  und  d^rch  eine  grosse 
Anzahl  vollständig  ausgerechneter  Beiapiele  erlänteft,  fWodom  «leb 
derselbe  allerdings  ein  wesentliches  Verdienst  erworben  hat,  da  die 
im  t^atizeti  sehr  einfache  und  in  mehreren  Rücksiebten  andern  he-  ~ 
konnften  JI|etiiodeii  .vofzi|zif»heBdc.HoriMBr*ac^e  iNetModo  wenigstem 
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ui  (^utfQ^iauU  bis  jetzt  8<i  ffut  wie  gar  nicht  bekannt  gewesen  «it. 
ä«e  selM  «ne^  mr  l^lir««  DsnCellimg'dieser  ]lletliod0  liier  su  ge- 
ben liegt  natürlich  gfir  nicht  in  dem  .Zwecke  dieser  literarMchetf 
Berichte;  jedoch  hoffen  wir  im  Archive  selbst  auf  dieselbe  znröck- 
zukoinmen,  und  die  Leser  mit  ihrem  Wesen  bekannt  zu  machen. 
Für  Iptf musep  wir  uns  bcgyügen ,  auf  d}e  VM  dem  Herrn  Vf. 
selbst  In  4«F  Vurrede  anf^e^ebenen  Vorzüge  der  Homer'scben  Me- 
thode vor  andern  Methoden  hinzuweisen.  Derselbe  sagt  nämlich: 
-  ),Die  V^orziige  der  Horner's'chen  Methode  vor  der. Fourier,« 
aind  in  Kür^e  folgende:  -  ' 

1.  IKe  ungemeine  Leichtigkeit  der  ^nbstitntidn  einzelner 
WeMhe  sowohl,  als  bei  der  Substitution  einer  arithmetischen  Reilic 
von  Werthen,  wodurch  die  .Trennung  4er  einzeloen  Wurzeln  sehr 
erleichtert  wird,         .  iii  -  "  '     *  , 

-  2.  '  Viel  siir«iehendere  jm4  sebnellbr' fordernde  KeDqceiebea 
för  die  Ima^inarität  der  Wurzein. 

3.  Bei  der  Horner'schen  Methode  braucht  man  nicht  früher 
die  gleichen  Wurzeln  wegzpschaffien,  die  Wiederholung  derselben 

'  ergiebt  sieb.aelbBt  im  Verunife  der  Recbmfng. 

4.  Der  RechiMipgt|MredeM .  ö^r  einzelnen  Wurzeln  nach  der' 
Homer'schen  llletlu>de  ist  /Jisammenhängend ,  Ziffer  für  Ziffer  wird 
bestimmt,  und  hier  ist  es  viel  mehr  als  bei'm  Fourier'scheu  V  ertah- 
Jen  der  PaJU  dass  nicht  eine  einzige  Ziffer  mehr  b'enecbnet  wird, 
als  nothwendig  ist  j 

Wissenschaftlich  höher  als  unsere  Methode  steht  die  GräflVsche, 
besonders  nach  ihrer  Verbesserung  und  iürweiterung  durch  iicrrn 
Encke,  da  diese  auch  die  imaginären  Wurzeln  liefert,  was  mir  bisher 
mch  der  Homerischen  nicht  gelingen  wollte,  obwohl  ich  aleher 
hoffe,  dass  für  die  ianaginären  Wurzeln  ein  eben  SO  ein&eliec  Jlecb^  ' 
mmosproecss  sich  aufiioden  lassen  werde. 

TiVas  aber  die  reellen  Wurzein  betrifft,  so  wird  hoffentlich  nie> 
mendrflilibMidliv  ^  fliMMt  Mf  prektisöhe  Berecbnung  denelben,  de# 
Homerischen  vor  der  Gräffe'schen  den  Vorzug  einzuräumen,  um  so 
^.  mehr^  da  man  bei  der  Gräffe'scben  Methode  alle  Wurzeln  zugleich 
suchen  nuiss,  wiüirepd  doch  nur  die  reellen  für  den  Praktiker  einen 

Zum  iBchhis»  wAiten  Vir  dea  Berm  Vf.  nur' eif  iie 

aehitift: 

ISeae  Meiihode»  die  reellen  rationalen  und  irrationu.  ' 
^  len  Wnrxelii  nameriscrber  Glefehimgeii  zu  finden^  von 
C.  A.  Bretso^nefder,  Professor  am  Realgymnasium •  sa 

.    Gotha.    Lrfjip zig.  1838.    4.    12  ggr. 

aufmerksam  machen,  in  welcher  gheich  von  vorn  herein  ein  dem 
.    Hoener'sdien  ganz  ähnlicher  AlgOKitbmus  zur  Bestimmung  der,^e- 

vitten  gegebenen  Werthen  ihrer  anpbbängigen  veräaderiicien  GrKr 

ssen  entsprechenden  Werthe  der  ganzen  rationalen  ala^^ehraischen 
Ruactionen  gelehrt  wird,  uud  die  daher  überhaupt  bei  diesem  Gf*. 
genstande  genauer  verglicben  zu  werden  verdient.  < 

Teorica  .e  Pratica  del  Probabilc,  dell'  nbate  Giuseppe  ' 
Bjavi.     Seconda  edizione  notabilmente  .aeereaeiota. 
Bergamo.  8.  Due  vol.  ''s 

0rbievyatioae«v4lverMi>caieaH,differeiittalls  priiiei. 
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pia  stringentes,  quas  speciminis  loco  publicae  ce'nsurae- 
defert  Mag.  Carolus  Dun.  Aroseoins,  «d  Schol.  Triv.  Fah- 
lun.  Coileffa.   Reep.  Petr.  Gust.  TeairBaD.  Aroaiae.  1S40. 
Ii  ark.  4i        ^  .  . 

• 

Bxaaplea  of  tbe  Proceases  of  tbe  Differeatial  «iid 

Integral  Cnlculus.  Collected  by  D.F.Gregory,  M,  A.  Fel- 
low  of  Trioity  Collage,  i^o'ndon  (uad  Canbridge.)  1841. 
S.    18  8.  .  . 


Geometrie. 


Ijcitfaden  für  den  Vorbereitungsunterricht  in  der 
Geometrie.  V on  Dr.  E.  W.  Grebe.   Cassel.  1840.  8.  4  Tblr. 

Geometrie  für  höhere  Volksschulen  und  SchuUehrer- 

scminarien  von  .1.  W.  Straub,  Lehrer  an  der  Bezirks- 
schule  zu  Baden  im  Aargau  and  Gemeindescbulinspector« 
Zürich.  1841.   8.    15  ggr.  '  ^ 

Lehrbuch  der  Geometrie.  Ausgearbeitet  von  Dr.  C.  L. 
A.  Kunze,  Professor  der  l^Iathoinatik  am  Gymnasium  zu 
Weimar.    Erster  Band.  Planimetrie.    Jena.  lo42.  8.  1  Tbir. 

Diesel  Lebrbncb  der  Geometrie  ist  ons  eine  sebr  erfrenliebe 
Erscheinung  gewesen  und  verdient  nachdrücklichst  empfohlen  und 
ajlg^emeiner  bekannt  zu  werden.  Ueberall  befleissigt  sieb  der  Ver- 
fasser der  euclidiscben  Strenge,  ohne  an  irgend  einem  Orte  zu 
weitläufig  oder  fiir  den  Anf&nger  an  scbwieng  zo  werden.  Daa 
Hauptverdienst ^dieses  Buchs  finden  wir  aber  in  deta-Tersebiedenen» 
den  einzelnen  Kapiteln  beigefugten  Anhängen,  in  denen  der  Ver- 
fasser von  den  Ergebnissen  der  sogenannten  neuern  Geometrie  eine 
aebr  zweckmässige  Answabl  getrdmn  nnd  einen  sebr  veretilndigen 
Gebrancb  gfemadit,  ;iber  auch  manches  aus  eignen  Mitteln  hinzuge- 
than,  namentlich  mclirerfl  Sätze  bloss  mit  den  ihm  durch  das  Lelir- 
bucb  selbst  dargebotenen  Hülfsmitteln  auf  eigeothümliche  Weise 
und  meistens,  so  weit  die  Natur  des  Gegenstandes  es  'zuliess,  sehr 
einfach  bewiesen  bat.  Sehr  werden  dem  Verfoaser  mtt  nns' viele 
Lehrer  auch  für  die  an  vielen  Orten  eingestreuten  interessanten 
historischen  Notizen  dankbar  sein,  die,  wie  jeder  erfuhreoe  Lehrer 
weiss,  immer  sehr  zur  Belebung  des  mathematischen  Unterricbts 
b'eitragen.  *  Leider  verbietet  uns  liier  der  Raum,  ans  dem  reidita 
in  den  verschiedenen  Anhängen  enthaltenen  Schatze  viele  Einzeln- 
heiten namhaft  zu  machen,'  jedoch  können  wir  uns  nicht  versagen, 
den  Leser  u.  A.  auf  Folgeudes  besonders  hinzuweisen.  So  ist  z.  B. 
in  dem  Anbange  zum  neunten  Kapitel  ein  nenea  sebr  elnfoeb^  nnd 
sinnreiches  Verfahren,  die  Seite  eines  in  einen  gegebenen  Kr^js  zu 
■beacbreibeniien  regelmässigen  Vielecks  näberinigeireise  sa  finden. 
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«ilgifllkeUt ,  weichet  eine  sehr  artige  Erftodi^ng  Sr.  Hoheit  des 
Heriogs  Carl  Bernhard  zu  Sachsen  Wcitn.-ir-Eisenach  ist, 
"■od  eine  weit  schnellere  Annäherung  und  grössere  Genauigkeit  als 
die  oft,  z.  B.  in  Kästner's  geometrischen  Abhandlungen. 
1.  S.  266,  besprochene  Regel  voD  Renal dini  gewährt.  Der  Vf. 
hat  die  neue  Kegel  mit  Hülfe  trigonometrischer  Kechntin£r  für  alle 
Vielecke  mit  ungerader  Zahl  bis  zum  23eck  p^cprüft.  und  sie  immer 
mit  Ausnahme  des  Secks  und  5ecks,  wo  sie  nicht  anwendbar 
ilt,  sehr*  nahe  richtig  gefujidea.  Ferner  machen  wir  anfmerksan 
auf  tlen  Beweis  der  Steiner'schen  Constniction  des  Halfiitti** 
sehen  Problems,  die  man  auch  in  dem  Anhange  zum  nennten 
Ka|iitel  üodet,  auf  die  gauze  Behandlung  des  Fall's  der  lncommeo> 
■vrabilitit  in  der  Leire  iron  den  Piroportionen  n.  t.  w.»  anf  die 
Rectification  und  Quadratur  des  Kreisea  und  *vie1es  Andere,  was 
hier  besonders  anzuführen  der  Raum  nicht  ziilässt.  In  einer  Zu- 
ffabe  am  Ende  des  Buchs  hat  der  Verfasser  auch  die  im  2ten  Hefte 
.  am  ersten  'iTbeils  des  Archivs  (S.  193)  ansführiieh  besprochene  Auf- 
gabe 'voll  der  Bestimmung  der  Anzahl  der  verschiedenen  Arten,  auf 
welche  sich  ein  Vieleck  durch  DiBgonalen  in  Dreiecke  zerFegen 
lässt,  auf  eigenthümliche  Weise  aufgelöst,  wobei  er  zwei  recurri- 
rende  Formeln  iindet,  durch  deren  Vergleichung  mit  einander  sich 
dann  die  Bnler'scbe  independente  Formel  ergiebt  Wir  wiederho- 
len» daas  uns  hier  der  Raum  fehlt,  auf  alle  Vorzüge  dieses  Lehr» 
bnclis  specieli  aufmerksam  zu  machen,  empfehlen  es  aber  nament- 
lich auch  denen,  welche  ai^h  etwas  weiter  als  im  Kreise  der  ge- 
wtthnliehen  Btenente  mit  der  Geometrie  bekannt  maeben  wollen, 
■oebmais  ans  voHer  Cebcrteuguog,  und  wünschen,  dass  der  Ver? 
fasser  Zeit  und  IVlusse  haben  möge,  recht  bald  den  zweiten  Theil/ 
welcher  die  Stereometrie,  Jiebst  der  ebenen  und  sphärischen  Trigo- 
nometrie* nmfiusen  wird,  Inäehfolgen  sn  lassen. 

Nur  in  einem. Punkte  können  wir  mit  dem  Verfasser  nieht 

S*'8nz  einverstanden  sein,  nämlich  in  Bezug  auf  seine  Darstellung 
er  Lehre  von  den  Parallellinien,    t^r  geht  nämlich  dabei  von  der 
folgenden  Definition  ans:  ' 

Eine  lanie  von  der  Beschaffenheit,  dass  alle  ihre  Punkte  (in 
•  einerlei  E^beoe)  von  einer  Geraden  gleichweit  abstehen,  beisst 
eine  Parallellinie  oder  eine  Parallele  zu  derse^benf  >  ^  .  . 
und  fü^t  hierayf  den  Grundsatz:  ^   '  v 

Die  Parallele  m  eiupr  Geraden  ist  seihst  eine  Gerade 
hei,  auf  welchem  er  dann  das  Gebäude  der  Lehre  von  den  Paral- 
.  leliinien  allerdings  mit  völlig;er  Cousequenz  aufführt.  Dass  man  in 
dieser  Lehre  von  einem  eigenthümlichen,  derselben  allein  an^ehö* 
renden,  Gtinidsatie  ausgeben-  tellsse;  damit  sind  wir  Ttttlig  einver^ 
standen.  Dass  aber  der  obige  Satz  die  zu  einem  Axiome  nöthi^e 
innere  Evidenz  habe,  möchten  wir  bezweifeln,  so  wie  uns  auch  in 
der  obigen,  bekanntlich,  schon  von  ältern  Mathematikern  vielfach 
benatvften,  DefiäÜtlMi  der  Parallelen  das  Prtneip  der  Gleidibeit 
ddr.  ge^nseitigen  Ldge  zwcüer  geraden  Linien,  anf  welches  es 
nach  unserer  Ueberzengung  in  der  l^ehre  von  den  Parallellinien 
'  doch  vorzüglich  und  eigentlich  nur  allein  ankommt,  nicht  gehörig 
ausgesprochen  sn  sdn  scheint.  Hält  man  dieses  Princip  ^t,  so 
ll^  es  uns  immer  geschienen,  dass  der  Satz:    *  . 

Zwei  gerade  Linien,  die  beide  einer  «Irltten  parallel  sind  (d.  h. 
die  beide  ge§pen  eine  dritte  gleiche  l^age  haben),  sind  jeder- 


>    94  /  • 

.  seit  einattder  aellbit  perallel  (4.  h.  Iiebe&  gegen  ehuMler 

gleiche  Lnge)       ■  •  • 

keioen  ini;idern  Grad  innerer  Bvidenx  besitzt  n]f<  der  Satz: 

Zyrei  Grösseo,  die  einer  dritten  gleich  üind,  sind  jederxeit 
einander  selbst  gleich;  '  "  ^ 

welchen  noch  Niemand  den  Namen  eines  Grandsataes  streitig  ge^ 
DiHcht  hat;  und  den  ohia^en  Satz. ,  oder  einen  demselben  analogen, 
machten  wir  «laher^  vorzujj^sueise  der  Lehre  von  den  i*arallellinien 
'als  Axiom,  ohne  welches  man  nun  doch  einmal 'nicht  auskommen 
kann,  sipm  Grunde  gelegt  iehen.  Indeaa  wir' kreebea  hier  ab«  ift 
■Bd  zur  ausführlichen  Darlegung  unserer  Ansicht  der  Raum  fehlt,  * 
und  eine  l'ehereitiHtimmnng  der  Mathematiker  in  dieser  vielbespro- 
cheneu  Lehre  doch  schwerlich  jemals  herbeizuführen  sein  wird; 
keiaeswegs  abeV  haben  wir  dnreb  die.  ▼orherarehenden  Bemerkung 

Bsn  den  von  uns  vollkooMien  •nerkanntcn  Werth  des  Bnchs  des 
errn  Profeaaora  Kunse  auch  nur  im  Geringaien  tu  adimülern  beab- 
sichtifft/ 

•Besonden  h'er?orfaeben  wotlen  wir  ttoeh  die  g^otse  rNettig*  * 
keit  und  Zierlichkeit»  mit  weleher^die  dieaen  Buche  beigegebenei 
TatVin  von  dem  p^escbickten  g'eographisöhen  Kupferstecher  Herrn 
*  Adolph  Mädel  zu  Weimar  ausgeführt  worden  sind,  der  fär 
derffleichen  Arbeiten  recht  sehr  allgemein  empfohlen  zu  Werden 
verdient,  welches  wir  daher;  Jedes  Verdienst  ffehihrend  anerkett*' 
.  nend»  auch  an  dieaea  Orte  n  thM  nicht  nntMbaMn  wollen. 

.      •  G. 

RagioB'a'niento  di  Gill  Hm  Ii  Vtllania  anll*  arenod*«» 
>  Segmente  determinato.  TorinOr  1841.  8»  (E  uiia  aaeVli  rU 
cetca  della  iqaadratara  dal  circolo.) 

The  Elements  of  Descriptive  Geometry.  By  the  Rev. 
Prof.  Hall,  King's  Culleffe,  80  llliistratioDs.  London. 
,   1841.  8.  6  a.  6  d. 

Bciensa  ^eomctrica  delle  conitrnaioni,  ovrero  geo- 
'  metria  deäcrittiv a  di  G.  vScaffnit,  capitano  d'arfijrlieria 
professore  etc.  del  grauducato  di  Assia  Darmstadt.  Ver^ 
aione  dal  tedeace  een  illttatrasinni  ed  agginnte  VIn-. 
cenzo  dr.  Tuzzi  professore  supplente  d*introdttzione  al  ^ 
calcoln  sublime  preaao  l'i.  r.  «ttiveralth  di  Padova.  Pa* 
dova.  i84L   8.  -  . 

Die  Flehte  von  den  Kegelschnitten,  dargestellt  für 
das  Bedürfniss  den  Porstwirihs.  Programm  zur  Eröff- 
.Dung  der  Vorlesungen   an   dem  laad-   und  forstwirth» 

schaftlichen  Institut  in  Hohenheim  im  Herbst  18il.  Von 
Dr.  Fr.  J.  P.  Uiecke,  Professor  der  Mathematik  und  phy* 
.sik.    Stuttgart.  1841.  8. 

Dem  Herausgeber  des  Archivs  ist  diese  kleine  Schrift  oament* 
lieh  deshalb  sehr  intereasant  gewesen ,  wdH  der  BMt  Vt  in  dttratl- 
hen  von  der  Definition  der  Kegelschnitte  Miflgeht,  welche  der  Her^ 
ansgeber  dea  Archivs  in  seinen  Beilrftg«n  inr  feinen  nnd  an- 
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gewandteu  Matliematik.  TlieM  I.  Brandenburg.  1838,  -4. 
Üi.  222.  als  Grundlage  für  den  elemcnturen  Vortrag^  der  Lehre  voll 
den  Kegelschnitten  angejfjgfjijjigjj^^. aji^,  jMict'eLlen  »icli  erlaubt  hui, 
eämlicb  von-  der  folgendelipnmimnR^^ 

„Wenn  eine  gerade  Linie  .und  ein  Punkt  ausserhalb  derseftieiir 
„gegeben  sind,   so  heisst  der  Ort  silier  Funkte  in  <lieser  Ebene, 
.jderen  Entfernungen  von  dem  gegebenen  Punkte  und  der  gegebe- 
„nen  geraden  Linie  immer  dasselbe  VerbältBisß  zu  einander  haben, 
„ein  iwefi^dsGlitiKlt,  und' v^r' eine  Per  ab  ei,  wenn  das  (DOBsCantte' 
„Verhähniss  Verhällniss  der  Gleichheit  ist,  eine  KIMipse,  wenv  ^ 
„ein  Verhältniss  des  Kleinern  zum  Grössern  ist,  eine  Hyperbel/ 
„wenn  es  Verhältniss  des  Grüsnero  zum  Kleinem  ist."         /  -  / 
^         mHakf  DefittÜlMPnMItÄ  ilet>  üerr      ilie  j^anpteigensebaf-' 
ten  der  Kogelscimith;  fast  durchgängig  nach  rein  ^geometrischer' 
Methode  auf  sehr  einfache  Weise  ab,  giebt  Kegeln  zu  ihrer  Con- 
structiuii.  lehrt  die  ^lutdratur.  der  Parabel  und'  die  Cubatur  des 
gattl^en 'ttür  <%fcei!IMllf*¥ariibftloidg ,  wekhe  frir  den  FoniMrth 
aus  hinreichend  bekannten  Gründen  von  besonderer  Wichtigkeit  ist. 
Abgesehen  von  der  spcciellcn  Bestimmung  der  Schrift  empfehlen* 
wir  dieselbe  überhaupt  Lehrern  an  höhern  Unterrichtsanstalten  zur 
Beachtung  ber  ^ein  Vortrage v  der  I^ehre  von  den  Kegelschnitten, 
und  würden  nüs  ikht  freuen ,  wenn  dieselbe  einen  geeigneten  Ge- 
lehrten zur  Ahfassutiü;  eines  zwar  kurzen,  aber  doch  möfrlichst 
vollständigen  Lehrbuch^  drr  Kpurlsrlmitte  für  Schulen  nach  rein 

Seometrischer   Methode,    mit  Ausschliesäung    alier  algebraischer^ 
eehnung  und  mit  Zngmndelegung  der  obigen  allgemeinen  DeSoi**' 
tion  der  Kegelschnitte,  veranlassen  sollte,  ein- Unternehmen ,  von 
welchem  wir  uns  sehr  wesentliche  Förderung  des  Unterrichts  in 
der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  auf  Schulen  versprechen.  Zu- 
nftcbst.  mdcLten  wir  natürlich  den  geehrten  Herm  vC  'seibat ^snr 
Erweiterung  seiner  Schrift .  in  der  so  eben  näher  angcdealitett  ^ 
Weise  und  fiir  den  in  Rede  sttÄlhndeo  Zweck  unS  aufzufordern  er- 
ianben,  wozu  derselbe  schon  als  Würtemberger  jedenfaiia  beson- 
ders befthigt  ist,  da'.bekaniitKeh  In  seinem  Vaterlande  die  rein 
geometrische  Metbode  immer  besonders  cultivirt  worden  ist  und . 
noch  cultivirt  wird.    Dass  diese  IMethode  stets  die  Hauptgrund- 
Uge  des  mathematischen  Unterrichts  auf  Schulen  bilden  und  immer; 
bleihiVi  muss,  kann  nicht  genug  eingeschärft  werden ,^^a  man,  wie 
es  ans  seheint,  jetzt  schon  bei'm  mathematischen  Unterrichte  auf 
Sehnleii  hin  und  windf»  4ar  geeli»Biig  w.m  gmw  Ffld  ein- 
4üiait»  '  • 

^  "  *  , 

H.  iP.  Haaiiiltöna  Anialyiialta.  I^ramsl^iilläiitff  ,»£  £o- 
niske  Sektionerne.  Ofwersatt  af  C.  W.  Eneberg«  ||ad 
Fyra  PUiKÜier.  i^UokJbi«lin.  184L       ^  JUc  36  ak. 

Sopra^i  circoli  oscuiatori  delle  curve,  memoria  letta 
helle  pontificia  a^ondenia' H^i  Lincei,  dal  d^tt.  L.  Br«* 
aed  Bacerdoie' rottano.  Borna;  IBM.  8. 


Trigonometrie. 


TrigoDometria  plana  et  tlieses  qaas  pro  aiUBcre  Lac- 
toria  edidit  I\lug.  Job.  Wersäll,  GyaDasii  AdjoDetUi.  Resp. 
Cliriat.  Uögmaii.  Scarae.  1840.  8. 


^aaeationes  l;«tragonometricae.  Dissartatio  inaugu- 
ralis  quam  etc.  scripslt  Jolini  Hartaann,  Har1»orirenaia.. 
Marburgi.  MDCCCXLl.  8. 

Diese  kleine  empfehleoswertbe  ^>elegeabeitsäcLrift  giebl,  uacb 
Moer  Bialeituog,  irf  dem  eratea  Kapitel  die  AofiBählooff  aller -iii  dei^ 
Tetragonometrie  vorkommenden  Fälle,  wobei  der  v€  findet,  dasi 
•ich  dieselben  auf  sieben,  oder  eigentlich  nur  auf  vier,  Hauptpro- 
bleme zprückfübren  lassen,  deren  vollständige  Auflösung  sodann 
im  zweiten  Kapitel  gegeben  und  durch  einige  vollständig  ausge- 
rechnete Beispiele  hinreichend  erläutert  wird.  Wer  u.  A.  Biörn- 
sen's  dickleibige  Introductiu  in  Tctragunometriam  ad 
mentem  Lamberti  analytice  conscripta.  Hatniae.  1780.  8., 
keoat,  oder  gar  einmal  das  schwierige  Unternehmen,  dieselbe 
darcbsoarbeiteD,  begonnen  hat«  wprd  dem  Verf.  Ar  Mine  elafache 
DarateHang  gewiaa^Uapk  wiaseB* 


TravRux  de  la  Commission  pour  fixer  les  mesnres  et 
les  poids  de  PEmpirc  de  Hu  »sie  par  A.  Th.  Kupft'er. 
II  Tomes.  gr.  in  4.   ^St.  Petersbourg.  1841.    5  Thlr.  8  ggr. 

•  Crocker's  Elements  of  Landsurveying.  NewBdition, 
corrected  througbout,  and  considerably  improved  and 
modernized,  by  T.  G.  Bunt,  Land-iüi urveyor,  Bristol.  To 
-Wbieh  are  added  Tablea  of  8lzfigur,e  Logaritbms*,  in* 

(»erintended  by  Riebard  Farley,  of  the  Nautical  Bata« 
.  ilisbment   1842^  Posfc  8.  Price  12     cloth  lettered. 

The  Talles  of  Six-Fignre  Logaritbms,  eonrtainiag 
tbe  Lögarithms  of  Nambers  from  1  ad  10000,  und  of  Siaea 
and  Tan  gen  ts  for  every  Minute  of  tbe  Quadrant  and 
every  Six  Seconds  of  tbe  first  Two  Degrees,  with  a  Ta- 
ble of  Constants,  änd  Formulae  for  the  Solution  of 
Plane  and  Suherical  Triangles,  may  be  had  separately. 


Praktisclie  Geometrie. 
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MeehanilL 


TLe  falleiueuU  of  Mechanics;  desigued  for  tlie  use  of 
SU4««tt  in  ehr  DiW^riity.  By  Javei  Wood,  0.  D.  for^ 
morly  Master  of  St.  Joho^s  College  Cambridge,  and 
Dean  of  Bly.    A  New  Edition,  revised,  re- arr ang^ed ,  and 
.eniarged,  by  J.  C.  Snowbali,  M.  A.  Fellow  of8t.  Jobn's 
'College^  Caflibridge.  1841.  8:  8     «  d.        r  -  ' 

'    Ditserfatio  de  pendulo  et  tbeses  quas  pro  munere 
Lcctoris  edidit  Mag.  Andreas  Holmstrand  CoUega  seb6*. 
lae;  Resp.  Carol^  Petro  Lindström.  Scarae,  1840.  4. 

De  motu  globuli  homogenei  rigidi  progressivo  in  su- 
perfieee- lainieyliiidri  recti  conclkTä,  racione  frictioBia 
atque  resistentiae  aer'is  posthabita  dissertatio.  PraOl..' 
J.  G.  Björling,  in  Reg.  Acad.  Ups.  MocbaD.  Doeeiii;  Rosp« 
J.  C  Polbeimer.   Holmiae.  1840.  4. 


PimktisGhe  Heehmiik. 


O&e  Hagehirien-Klement.e  und  die  Hydraulik.  .  Leta-' 

,  tere  besonders  auf  die  Berechnung  und  die  Construc> 
tion  der  Wasserräder  angewendet.  Ein  Handbuch  für 
Mechaniker,  Fabrik-Dirigenten,  Techniker  u.  s.  w.  von 
CL.  Gk  Knppler>  Pro£  an  der  polyteebaiteheB  Sobule  %m 
Nürnberg.  Auch  unter  dem  Titfel:  Industrielle  Mecha- 
nik. Nach  l'oncelet  u.  s.  w.  deutsch  bearbeitet  und  mit 
Anmerkungen  begleitet  von  C.  G.  Kuppler.  11.  Theil.  Die 
Maaeblaeo-BleMeate  «md  di>e  Bydraalik.  HU  !•  Kupfer« 
tafela.  Nttraboiy.  1841.  8..  i  TUr.  •  i 

Von  Dr.  J.  A.  Hülsse's  Maschinen-Ency cl^jiädie  (S.  No.  I. 
S.  11.  des  Literarischen  Bericht«)  ist  die.Oste  Lieterung  (1  Thlr.) 
erschieueu. 

■  /  -  •    •  •  • 

.  .  Merio:  Netiee  aar  divets  appareila  djrMaioaidtriqmea. 
Sa^  ddit  Paris.  1841.  8.  H  Jhh. 
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AalioiMMiM. 


J.  U.  Aiädier's  seJu*  emplebleoswerthe  Populär  Astroao- 
■ie  iü  QBo  v#llaliB4ig  «rvcbutaes.  0m  nwe  Wedc  koalat  Ittat 
Ijt  TUr.  . 

Die  Wuiider  de«  HioiMels .#4er  geiiii»iBfasäii,cbe  Oar- 
BtellilDg  dee  Welttyitem«.  V«d  X    vo«  Littrow«  Soweit«'  . 
verbesserte  Auflage  in  EineM  Bande.    Zweiter  Abdruck.' 
Mit  dem  Portrait  des  Veriaesers  iind  117  Fignjreo.  Stntt> 
gart,  1842.   8.   3  Tbir. 

Es  genügt  die  Anzeige,  dafi  von  dleiea  allgeoiein  bekaonten 
Werke  die  dritte  Aufluge  erschieDen  ist,  die  übrigeas  gaäs  nit  den' 
^hern  Auflagea  iibereiaanatinuien  scheint 

Cowpendio  di  Astronemia,  o  sia  Espusizione  deHa 
'natura  a- dei  moTtnienti  da*  «ifTpi  «alesli,  araaednta  da 

nna  introduzione  storica,  seg-uita  da  una  bioi<;^rafia  de* 
piii  celcbri  astronumi,  da  una  bibliografia  «  da  un  voca* 
bolario  astronomico.    üi  Bailiy.   Milano.  1841.  lu-S2. 

Matbematiscli e  Geographie.  Ein  Leitfaden  beim  Un- 
terfichte dieser  Wissenschaft  in  höheren  Lehranstalten. 
Von  Dr.  U.  A.  Brettoer.  2te  verb.  and  vermehrte  AufJ.-' 
Breslau.  1840.    8.    8  ggr.  ;  •     .  • 

Kalender  für  alle  Stände  1842.    Herausgegeben -von  . 
C.  L.  von  I.ittrow,  Adjunkten  der  K.  K.  Sternwarte  zu 
Wien.    Wicu.    8.    12  ggr. 

0iei0t  Kalender  enAik  peben  den  gewöhnKeben  Kaieader- 
Angaben  auch  eine  kleine  Epheneride,  deren  Angaben  aber  nai^ 
bis  auf  Minuten  gehen.  Indess  ist  dewelbe  Lifhliabern  der  Astro- 
nomie, die  es  bloss  mit  der  Bescbauung  des  Uimmelii  zu  thun  ha- 
ben, iiMnfhiii  empfehlen,  und  YerAieat  allgeaeiner'  heisaanl^ 
an  Hin, 

Kirchen rechnung  Tan  F.  Pipar.   Berlin.   4.    1  Tbir. 

£ioe  aus  dem  2teD  Beile  den  SSeten  Baadee  des  Crelle'sebaa 
Jonmais  für  die  reine  und  angewandte  Mathweiik  haMndnrt  wk^ 
gedmefcta  sehr  aMpfehientwerthe  Abhandlang. 

ConnaissaAce  des  tems  ou  des  mouvemepts  c^lestes^ 
ponr  1844$  avee  addidone.  Paris.  1841.  8.  3  Thlr. 

Effemeridi  astronomiche  di  Milano  per  l'anno  1842, 
Cou.  append'ice  di  osservazioni  e  memorie.  Mi-iano.  1841.  8. 

.  L'appendiee  •  cantiena:  ÜBeetasiöni  .4etta  -inUa  *l«d>  ossarvata 
nagli  nnni  1835,  36,  37,  38  al  circolo  meridiano  di  l^tark.e  para- 
gönnte  .ceUe  tavole  4*,Roi>erto  Staaihiicchi. —  Decltnasioni  della 
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nel  dfcembre  1834  e  neffll  anni  18IS,  96^97,98.«  |MngDMte  «»He 

tatole  dft  Roberto  StMUbneohi.  • 

,        .         ,     •  , 

Dien:  Allat'  4^*  pk<B«m^ti«fe  eei«ilNiril#BBiiBt  !•  trac6 
des  moavekentB  apporeno  ddi  alaa^o«.  ^avU.  IMl/- 4i 
«Thir. 

Dien:  AtluB  du  Zodiaque..  Paris.  1841.  4.  6  Thlr.' 

•  » 
Annalen  der  K.  K.  Sternwarte  in  Wien.    Na^h  4oM 
Befehle  Seiner  Majestät  auf  öffentliclie  Kosten  herans« 

f egeben  von  J.  J.  und  t.  L.  von  Littrow.  Sör  Tbl.  W&eat, 
840.  gr.  Fol.    3  Thir.  14  ggr.    .  ' 

iv«nlOB  spttter  eiae  aatfttrKdie  Aaaaige  fieira  l»f»  jotai 
aai  aaeb  aieht  sagegaai^aaB  Workeii  liafen. 


lieber  den  relativen  Werth  der  Naturwissenschaften 
für  die  formelle  Bildung  der  Jugend.  Fest-Rede  vom 
Prof.  Dr.  Jäger.   Stuttgart  1841.   3  ggr.  . 

Lehrbucli  der  Physik'zuni  Gebrauche  bei  Vöries un- 

Seo  und  b e i  m  LI n terri  c h  t c.    \  an  W.  Eisenlohr.  SteAuCL 
aonheim.  184U  8.    2  Thlr.  8  ggr.  .  -  '  •^  •  "  ' 

Ba  vird  Iiier  die  Aoxeijge  genügen.  Aaaa  voll  dieaem  llant. 
allffeaieip  bekannten '  trefflicben  Labranm  die  3te  AniL  enebie- 
aea  iiL 

Lftrobok  i  Fysikea  af  Bisj»nl-obr,  Prpfeitdr  f  Itta-  * 
teak  oeb  Pjsik  i  Haaabeini..  Fraa  Aadr«  Oragia.aliij^pla- 


r  gan  pa  Sweaska  CJtgifwea  af  6.  A.  LMd4ii«iat, -AnakuU . 
tant   i    Kongl.  Bergs  -  K  olleglus.    Mail  10  PUaadber. 
Stockholm.  1841.  8.   3  Rdr..  . 

Dfe  Ex^ertnental- Physik,,  ein  geitti|fe8  Rildvngs^ 
mittel^  in  ihren  Beziebttagaa  zum  praktischen  Ij>ebeB. 
Bin  HatMlbnch  für  Lehrer  an  gehobenen  Volks-  und  Bür-t 
gerscbulen  und  technischen  Anstalten  von  [)r.  Ki  F.  R. 
^  Schneider,  Oberlehrer  etc.  Zweite  Abtheiluug:  Mecba- 
*Bik,  Ataionetrie.  Akustik.   Draaden.  1841,   8.  4§  afpr.  '  ' 
Das  in  Nr.  III.  8.  59  des  Literarischen  Berichts  über  nie  erst« 
Abtheilung  gefüllte  günstige  Crtbeil  gilt  aaeli  von  diaaar*aweitea 
'Abtheilung.  '  •     ,  • 

•     •  •  »  > 

Lebrbncb  der  Ezperimeiital-Physik  für  Aealu  'uad 
6yBiaaflial-Aastalt«B  tob  Dr.  C.  U.  Nagel,  Pr«faaaaf  der 
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obern  Gymnasio«.  n)äA 

I.  Abtheilung.  All^c> 
ttod  niedere  Reul-Ao- 


'  .        .  100 

Hatbematik  uad'Physlk  an 'dem 

der  liöliprn  Bürgerschule  zu  Ulm. 
weine  Naturlebre  für  Gymnasial- 
•talten.    Lim.  1842.   8.   20  ggr. 

;  «  :  Wir  halten  dieses  Btieli  IHr  eiii  «lit  pRdagbffisciiMi  Takt  lebr 
Taratändiff  angelecktes  Lehrbuch  der  Physik  tlir  den  ersten  Unter- 
richt in  dieser  Wissenschaft  auf  Schulen,  welches  i»  klarer  Dar- 

'  ttellunff  nur  die  Uauptgesetze  giebt,  wchreres  Detail  in  mit  kleine- 
re Sebrift  ffednftktea  ^Anerkungen  nur  ganz  knn  andeutet,  und, 
den  Weg  , der  muthematisehen  Begründung  verlassend,  bloss  den 
Experimentalwpg-  Itetritt,  weshalb  dasselbe  I^ehrcrn  für  den  Unter- 
richt in  den  untern  Klassen  zur  Beachtung  eoipfohieu  zu  werden 
verdient.  Bei  dem  physikalischen  Önterricnte  in  den  obern  Klag« 
'  sen  ist  es  dagegen  naoli  iMMirer  <IJelMnengung  sehr  zweckmässige 
und  dient  zu£rl(  ich  s<>lir  zur  Unterstützung  und  Förderung  des  mathe- 
matischen Unterrichts,  wenn  den  Schülern  so  häufig  wie  möglich 

'  gezeigt  wird,  wie  viele  wichtige  Anwendungen  sich  schon  bloss 
von  «len  ton  ihnen  hereits  erlernten  Lehren  der  MaChenatik  in  der 
Physik  nacheA  lassen. 


thical  Society.  2d  Edition.  Cambridge.  1841.  8.,  LI.  1  s. 
oa^rds. 


Unterhaltungen  aus  dem  Gebiete  der  Naturkunde. 
Von  l>.  Fr.  Arago.  Fünfter  Tbeil.  Aus  dem  Französi« 
sehen  fibersetst  von  Dr.  C.  F.  Grieb.  Stuttgart  1841/  8. 
33  «nr. 

Dieser  Tbeil  enthält  die  folgenden  Aufsätze:  Bericht  an  die 
Akademie  der  Wissenschaften  über  die  während  der  Keise  der  von 
'dem  Schiffskapitäne  Du -Petit -Thouars  befehligten  Fregatte,  die 
Venus,  ausgeführten  wissebsehaftiiehMi  Arbeiten. 

Rede  am  Grabe  Prony's.        •  ,  .  • 

Rede  am  Grabe  Poissun's. 

Bericht  über  das  Daguerr^ot^p. 

Von  den  KoHeteo. 

Von  der  TesiperatBr  der  Brde. 

Vom  Kalender. 

Breiten  •  und  Längentabelle  für  die  bedeutendsten .  Städte 
Frankreiebs. 

Verzeichuiss  der  Tage  des  mittleren  Jahres,  an  welchen  eine 
regulirte  Uhr  Mittags  um  12  Uhr  üsi  eine  gamio  Ansabl  ron  Minn- 
,  teu  vor-  oder  nachgeben  muss. 

,  Zelt  des  Hoehwassers  oder  Stunden»  der  Fhith  in  den  bedes- 
tendsten  Häfen  der  Küsten  Burupa's;  die  Taj^e  des  Neu*  und  Voll* 
"  mends  und  die  Länge  dieser  Häfen  in  Zeitminnten. 
'        Von  der  Atmosphäre  und  ihren  Verhältuissen  sur^ Astronomie. 
Physische  Konstitution  des  Mondes. 
Geschichte  der  Astronomie. . 

Vom  Thierkreise.  .  ' 

Von  den  Fixsteraen. 
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•  «  • 

Pbysiscli«  RonalStilllfin  d«r  Sonne. 

'   Von. den  Pbneteo,  .  •  _ 

Anblick  des  Uipimete.  -  ' 

Uobor  die  Bereelinnnff  ron  Beob«ebtii«ge«  diirch  die 
Methode  der  kloinsten  Uuadratäumnien.  .Vom  Prof.  Dr. 
J.  A.  ^üUae.  Leipsig.  gr..4  \  Thir.  ; 

-^f  ■ 

Tfiblet  pijjrebroMdtriqiies  et  barermdtriii^uoi  «/l*Ban|pe 
.des  oiservatoires  iu6t.dorolugiqcs  de  l'EdiLpire  dn-itiiRBie. - 

gr.  in  8.    St.  Pe  tersb  ourg:,  1S41.    13  gg^r. 

Dass  auf  allen  meteorologischen  Observatoriea  in  Uussland  aUe 
Rechnungen  ntod  itednctionen  nach  denselben  Tafeln  genacbt  Wer^ 
den,  ist  eine  höchst  zweelunXssIge  Einricl^ng,  und  wir  moehten 
hier  wohl  den  Wuusch  aussprechen,  duss  aucTi  Beobachter  in 'an- 
dern Ländern  sich  zu  dem  (lebruuche  dieser  Tafeln  eutschliesseu^ 
und  vereinigen  möchten.  Uebereinstimmende  Instruaiente  und  Re» 
docdon»- Elemente  scheinen  uns  bei  allen  meteorologischen  Beob- 
«cbtnpgen  ein  sehr  tveaentticheB  Erfordemiss  su  sein/  . 

A  Manual  of  Glectricit^,  Magnetism  and  Meteoro»  • 
fog>   By  Dionysius  Lardner,  D.  C.  L.  P.  R.  S.  etc.  Vol.  1. 
im.   8.   6  s.  clotb.   Being  Vol.  l30  of  the  Cab'inet  Cyclo- 
paedia.   (To  be  eampleted  in  Three  mqre  Volumes}. 
>    <  ■  * 

Beillinfig  J^emerktin  wir  hierbei,  dass  die  Cabinet  Cvclopaedia 
aach  die  fol^nden  früher  erscbieaenen  AbtheUnngen«  enthält: 

A  Trcatise  on  Geometrj-.    By  Dionysius  Laraner.   6  8.  cloth.  / 

A  Treatise  on  Hydrostatics  and  Pneiumatics.    By  Dionysius 
Lardner.  6  s.  cloth.  •        .    .  ' 

"     A  Treatise  on  Arithmetic.   By  Dionjsius  Lardner.   6  s.  clatli« 

A  Treatise  on  Heat.    By  Dionysius  Lardner.    6  s.  cloth. 

A  Treatise  on  Mechanics.    By  (Japt.  Kater  aod  Dr.  Lardner.  6 

A  Treatise  on  Astronomy.  By  Sir  John  Berschel.   6  s. 

A  Preliminary  Discourse  on  the  study  of  Nataral-Pbilosophy. 
.  By  Sir  J.  Berschel.    6  s. 

The  History  of  Natural  Philosophy.    By  Buden  Powell.    0  s. 

A  Treatise  üu  Outics.    By  Sir  David  Brewster.   6  s. 

A  Trestisa  on  jCnemistry.  By  Prof.  Donovan«  d  s. 

Esiay  OB  Probahiiities.  By  Prot  Dr.  Morgan.  6  s. 

Geschichte  der  Fortschritte  der  Geologie  und  Ein- 
leitung in  diese  Wissenscbaft.  Von  Carl  LyelL  A.  d.  Engl, 
yoo  Carl  Uartmann.  Auch  anter  dem  Titel:  Grundsätze 
der  Geologie  oder  die  neuen  Veränderungen  der  Erde 
und  ihrer  Bewohner  in  Beziehung  zu  geologischen  £r- 
iSnterongen.  L  Band:  Weimar.  1842^  8.  2  Tblr. 

Den  zweiten  Band  dieses  Werkes  bilden  die  in  Nr.  IQ.'  8.  61 
des  liitcnirischen  Berichts  angezeigten  neuen  Veraaderungen 
der  unorganischen  Welt  u.  s.  w.,  weshalb  dem  obigen  ersten 
Bande  auch  ein  besonderer  Titel  zu  dem  früher  angezeigten,  un-  - 
^mittelbsr  voriier  nasdiaft  genaichteo  Werke  beigelegt  woMea  ist 
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Termisehte  Schriften. 


Nouveaux  >lemoires  de  rAcadernie  royale  do»  scien- 
ces  et  Beiles-Lettres  de  Bruxellcs,  totueXiV,  un  fort 
To1io  ,4  ftvec  irrftvo^ei  et  ■Be'lithugrauhie.,  Br^zellea. 
1841.  4  Hilf. 

Contenant:  ^ 

Crnhay:  iUsumä  des  obserratioDs  m^t^roiogiques  faites  en 
1810  k  V^ttraia.    '  -  - 

.Qoctelett   ViiBvmi  des  observations  nut  la  in^t^o]rnio||M,  snr 
Je  magnetisRie,  sur  les  temp^ratures  de  la  terre,  sur  la  doraison  de 
,  Aeorsj  plaotes  etc.,  suivi  des  comparaisoDs  baroin^triques  faites  k 
Broxelles  et  4«ib  le'DarA  de  l'Eorope,  par  BnVaie  et  €b.  Martine.' 

M(^nioires  couronn^s  par  I  \A  c  ad  piiii  p  roynle  desScien- 
'  ces  et  Belies-Lettre  de  Bruxelles,  tume  XV,  1''*  uartie, 
•  1840— 184r.  gr.  in  4.  Broxelles.  1.S41.   2  Tbir. 
eontenant: 

Moriz  Stern:  Recherches  sur  la  theorie  des  r^aidus  quadrati- 
qiies;  meiDoire  en  reponse  a  la  question  suivante:  On  dcmande 
Uli  memoire  d'anal jse.alg^brique,  dont  le  sujet  est  laiss^ 
av'cheix'des  eeBCvrrent. 


Preisaufg^aben. 

AJif|r<abe. der  Akademie  der  VVisiieoschafteD  zu  P«ris 

•  -         "         für  1843. 

ff 

.,l*erff'ctionner  les  m^thodes  par  lesquclles  on  resoiit  le  proble- 
„ttie  des  perturbaliuDS  de  la  luue  uu  des  plaoetes,  et  reinplacer  les 
„develüppetnents  ordiaaires  en  series  .de  sious  et  de  cusinus  pur 
„d^antree  d^eloppenents  plus  convergents,  cboiptfsi^s  de  tennes  p(^ 
„riodiques  que  Tou  puisse  calcaler  facileneat  Ii  l'^ide ,  de  certaiaes, 
„tabics  construites  une  fois  pour  toutes," 

Le  prix  consistera  en  uoe  medaille  d'or  de  la  valeur  de  3000  Fr. 
Lea  B^moires  devront  dtre  teriv^s  an  eecr^taiiat  de  l'Aead^mie 
avant  |e  l«'''avrni843.'  Ce  terme  est  de  riguenr.  Les  noms  dea 
auteurs  seront  contcnus  dans  nn  t(Ulet  cach^,  qpi  ne  aera  ourert 
qu^  si  la  piece^est  couronn^.  . 
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ITorläuiige  Nachricht  ttber  neue  ZeüMhiüt  für 

Meteorologie,  Erdmagnetismus  und  verwandte  Ge--  ' 
.  •  ♦*  •  geustande. 


Id  HüQelittB  ersclieiiit  vom  An&Bge  «U«i  Jiibm  m  eine  neii^ 

Zeitschrift  unter  dem  Titel: 

Auaaleu  für  üdeteorologie,  firdmagoetismus  und  ver* 
wa&dt«  Clejg«ii«tl»ile,  f^digirt  ton  Ginaert,  Kttllefj 

Ereil,  Lamont,  PlicolBgar».  I^tieffel,  herausgcgeb««  vom 
Dr.  J.  Lamoot,  Conservator  der  Köuiglicben  Sternwarte 
b«i  MüocJte^D,  ordentl.  Mitgiieile  der  KöuigJ.  Academie 
der  Wissanikliafteii  In  Mfiaclieii,  ^.  a.  w.  . 

Der  Cedapui^i  welchem  diese  Zeüadiri^  ihre  JEatatelanig  ver« 
dankt,  ist  in  neuerer  Zeit  schon  oft  zu  realisireo  Tersurbt  worden^ 
tfbne  dass  diese  V  ersuche  bis  jetzt  mit  dem  Erfolge  des  Belingens 
gekrÖBt  worden  wäreo.  Jeder,  wer  sich  lebhaft  fiir  Meteorologie 
uttereMirt,  keBit  die  grossen  DicHMta,.  welche  die  ehemalige  soge-- 
aannte  Societas  Palatlua  7.11  Manu  Leim  dieser  Wissenschaft, 
geleistet  hat,  und  weiss,  dass  die  vou  derselben  lierauBgegebenen 
bphemerideu  ")  uocb  iuuuer  4>^  wichtigste  Fundgrube  für  meteoro- 
iMiscIie  Dotemleliiiagea  Mad,  'WoImh  aaeli  der  Knrfiirat  Carl 
Theodor  voo  der  Pfalz,  welcher  diese  meteorologische  Gesell- 
schaft stiftete^  den  Abt  Hemmer  als  deren  Director  an  ihre  Spitze 
stellte,  iMpd  dieseihff  in  den  Stapd  se^ste,  oaf^  fernea  Gegeodea 
laeteoyolaniflke  lai^neible  «a  jeaden  ,  die  alle  bis  daUn  verfer« 
tagtea.  aa  w^aaiägkeit  übertraten  und  vollkommen  ühereiustimmend 
waren,  stefs  in  dem  dankbarsten  Andenken  furtleben  und  in  deü 
AuQulen  der,  Alete,or4JtH)gte  ijurn^r  f^it  lipcb.adituuff  genani^  werden 

twird.  Ein  Ahnlielier  allgemeiner  meteorolegiscaer  Varaia  wt  im; 
vorigen  Jahre  in  Mfla'ehen  gestf^et  worden.  Sämmllicbe  mitar. 
beitende  Meteerologen  erhalten  sorgfältigst  regulirte  meted- 

.rologische  und  magnetische  Instrumente,  die  in  der  Werkstätte  der 
Königlichen  Sternwarte  bei  München  yerfertigt  und  bloss  gegea 
Erstattung  der  Aaslagen,  d.  h.  ungefähr  so  dem  dritten  Theile  dea 
gewöbnliclien  Preises,  geliefert  werden,  wonach  ein  Karometer  xn 
dem  höchst  geringen  Preise  von  ()  Gulden,  ein  Do|ipeltbcnnomeler 
(eine  Art  Psychrometer)  zu  dem  ebenfalls  äusserst  niedrigen  Preise 
voa  3  Galdea  30  Kr.  ateelaMwi  wfcd**)>  Dia  Baobachtungen 


*)  Ephemerides  Soc.  meteorolog.  palatinae.    Historia  et  bbservationes. 
.  Manb.  1781-1710.  XII.  T.  4. 

**)  Die  magnetischen  Instrtimente  sind  natürlich  Terhältuissmässig  theurelr, 
'  •  im  Ganzen  jedoch  die  Preise,  weldie  einem  Jeden  auf  Verlangen  bereit- 
willigst mitgetheHt  werden,  so  niedrig  als  nur  irgend  möglich  gestellt, 
so  dass  durch  dieselben  bloss  die  A  uslagen  einigermasscu  gedeckt  wer- 
den. Die  sogenannten  Differential -Instrumente  können  in  jedem  Hause, 
•wenn  nur  in  der  Sifas  keine  Tertthderllebsn  Bisenmsssfcn  sind,  aufge- 
stellt und  gebraucht  werden.  Natürlich  kann  man  sich  aber  dem  Vereme 
such  bloss  für  eigentliche  meteorologische  Beobachtungen,  ohne  sich 
sngleich  zu  msgnetiscben  Beobsehtnngen  nr  verpflichten,  anschliessend 
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deu  an  alleo  StatloBen  nacli  eiDein  gemeinschaftlichen  Plane  ge» 
macht  und  in  den  verschiedenen  Ländern  durch  besondere  dazu 
bestimmte  Meteorologen  rediffirt.  Die  Redaction  für  Bayern  bat 
lirnn  Dr.  Lamoat,  die  RcitaetioB '  fär  Oetterreiek  habw  die 
Herren  Astronomen  Koller  zu  RremsmÜDster  und  Kreil  sB  Prag, 
die  RedactioD  für  Würtemberg  hat  Herr  Prof.  Plieniagcr,  für 
Uttdeo  Herr  Prof.  ^  tief  fei  übernommen,  und  dem  nördlichen 
Deutschland  hoflfit  der  Uoterzeichnete  seine  Kräfte  zu  wid- 
■es.  Die  obea  genannteii  Annalen  fiLr  Meteorologie,  Erd- 
magnetismus und  verwandte  Gegenstände,  deren  Heraas- 

gäbe,  so  wie  die  oberste  Leitung  des  ganzen  ÜDternebmens ,  Herr 
octor  Lamont  in  München  besorgt,  sind  zur  Uekaoutiuaciiuog 
der  von  den  lledifctorea  B«eh  MiiaeheB  dea  Oeatnlpiiokte 
fttr  du  geeammte  Unternehmen,  gesandten  Beobachtnngsjoqrnale, 
zur  Mittheilung  geeigneter  Aufsätze,  Abhandlungen  u.  dergl.  durch 
den  Druck  bestimmt,  so  dass  man  dieselben  alle  an  einjcm  Orte 
beiiaaBeii  fiodet;  Die  Droekkoeten  irerdeQ  entweder' csdv  oder 
weaigeteiit  so  weit  dieselben  nickf  durch  den  Abesti  ge&ckt  iw> 
den.  von  der  Königlich  Bayerischen  Regierung  getragen, 
so  dass  also  das  Unternehmen  durch  diesen  neuen  Beweis  der  Mo* 
nificenz,  mit  weleiier  reu  jelier  die  KSniglich  Bayerische  Re* 

{pernng  lick  die  Förderung  der  Wissebtehaltea  angelegen  sein 
isst,  ?oTll(Ommen  gesicherfc  erscheint,  und  nur  zu  wünschen  fibrig 
bleibt,  dass  noch  recht  viele  Meteorologen  in  den  verschiedensten 
Ländern  und  den  eatf^^mtesten  Gegenden  sich  dem  Vereine  an- 
■chliessen\  weshalb  sie  aidi  entweder  unmitt^ber  DBisb  München 
an  Herrn  Doctor  Lamont  oder  an  den  ilinen  zunächst  wolmenden 
Redacteur  zu  wenden  haben,  um  auf  dem  kürzesten  und  wohl- 
feilsten  Wege  die  iboeu  uötbig^n  Instrumente,  Instructionen,  u.  s.w. 
SV  eilialteB.  Dies  fllr  jetzt  Bnrals  ▼orliofige  Nadirieht  Iber  ein 
Unternehmen,  welches,  wie  wir  wenigstens  wünschen  und  hoffen, 
der  Meteerologie  und  verwandten  Wissenscbaftssweigeo  die  schön- 
sten Früchte  tragen  wird.  ^  -  >  *v 
Greiftwnld  den  11.  Ittrs  1840. 

^  Griiert. 
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Philosophie  der  Mathematik^ 
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'  Hie  Philosophie  der  Mathematik.  Zugleich  ein  Bei- 
trag zur  f^onrik  uqci  Naturphilosophie  von  CoDst  Frans. 
Leipzig.  184'X   8.    1^  Thlr.  . 


1  •       .  . 

Systeme,  Lehr-  and  WOrterbfidier. 


A  Coarie  of  Btathema'ties,  principally  designed  for 

the  Cse  of  Stndents  in  the  East  India  Company's  Mili- 
tary Seminary  at  Addiscombe.  By  the  Rev.  J.  Cape» 
M.  A.  ete.  Professor  ot'  Muthematics  aod  Classics  at  Ad- 
4iseoab«.  Vol.      8.  16  s.  cloth.  1.  8.  IS  0.  eUtb. 


Arithmetik 


Bourdoo:  Ausi'ühriicheä  Lehrbuch  der  Algebra.  Aus 
4eB  Frans,  von  E.  W.  Müller.  .<|oedlinboric.  1843.  8. 
1  TWr.  16  «gr. 

*.     T)ie  Aualysis  and  Solutioo  of  cubic  and  b iquadratic 
Bqnations}  forming  i|  Sequel  to'j,The  Elements  of  Alge- 
Bmiu.  .  10 
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brft"  and  an  Introduction  to  ,,Tlie  Theory  and  Solution 
of  the  Highor  Orders.'^  By  J.  H.  Youog,  iProf.  of  Mathe- 
inatics  in  Belfast  College.  1842.   0  b. 

Theoretisch  en  Practisch  Leerboek  der  Algebra,  oC 
Stelkunst  voor  de  Schoien.  Eerst«  d«el.  Te  Dordreckt. 
gr.  8.   £  1,  80.    1842.  .  . 

Badon  Ghijhon  en  H.  Strootman  (Leeraren  der 
Igte  Klasse  in  de  Wisknnd«^,  bijde  Koninklijke  Mili- 
taire  Akademie  te  Breda)  Vervolg  op  de  begiaaeien  der 
Stelknnst,  beTtfttende  de  leerwj^e  d^r  onbepaalde  eoef- 

ficicnten;  eene  körte  beschonwing  der  permutatien  en 
combinatien;  de  ontwikkeling  van  het  binomium;  iets 
Over  de  gedurige  breuken;  de  thcorie  der  hoogermagts 
vergelijkingen,  die  der  rekenkunstige  reeksen  van  hoo- 
gere'n  rang,  en  eindelijk  de  ontwikkelinfr  der  logarith- 
mische en  ezaroneatiale  fanctien^  gr.  8.  Te  Breae.  1841. 
t  1,  40. 

Arithmetieal  Tablea.  19  th  Bdition»  witk  Additiona» 
bj  Tkonaa  Banrn,  1843.  8d.  aewed* 

Versuch  einer  Kritik  der  Prineipien  der  Wahrschein- 
licbkeitsreehnvng.  Bearbeitet'  von  Jakob  Friedrieh 
Fries.  Braun  schweig.  1842.  S.   1  Tklr.  8  ggr. 

Diese  Schrift  eines  der  scharfsinnig^sten ,  zugleich  mit  ansge« 
zeichneten  mathematischen  Kenntnissen  ausgerüsteten  Philosophen 
verdient  jedenfalls  der  ■  AufnerkaaBikeit  der  Mathematiker  sebr 
empfohlen  zu  werden.  Eiee  Beartheiläiig  derselben  würde  viel 
mehr  Raum  in  Anspruch  nehmen,  als  unsere  Literarischen  Berichte 
darzubieten  bestimmt  siod,  weshalb  wir  uns  begnügen  müssen,  den 
Zweck,  welchen  der  Vf.  durch  seine  Schrift  zu  erreichen  beabsidk- 
tigte,  nit  seinen  eignen  Worten  aas  der  Vorrede  anzugeben.  Dw 
Verf.  sas^t  nämlich:  ,, Durch  den  Naturalismus  der  Encyclopädisten 
wurde  den  ruhigeren  Gebildeten  in  Frankreich  eine  gleichsam  Epi- 
kurische Begeisterung  für  Aufklärung,  V\'ahrheit  und  Menschen- 
reekte  gegen  alle  Artan'der  Tomrtbefle  vnd  das  Abergianbena 
Theil,  welche  zur  Zdt  der  Bevohition  die  'edle  Geistessnregnng 
für  weltbürgerliche  wissenschaftliche  Interessen  brachte,  nicht  nur 
Einheit  von  Maass  und  Gewicht  zu  bestimmen  suchte,  sondern  sich 
aller  grossertigen  natarwlssenseliaftlieken  lataressen  annalw.  Aber 
die  übertriebenen  politischen  Hoffnungen  dieser  Begeisterung  wur- 
den durch  den  jakobiDischen  Pöbel  an  den  meisten  ihrer  nach  der 
Gironde  benannten  edlen  Vertreter  blutig  gestraft.  Zu  den  Lieb- 
liagsideen  dieser  Aufklärung  geborte  dann  auch,  wie  vorzüglich 
Condoreet,  einer  der  Ersälagenen,  lehrte,  dass  die  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung einer  der  wichtigsten  Gegenstände  des  öffent- 
lichen Unterrichts  sei,  denn  sie  sei  die  Rechnung  des  gesunden 
BleDBChenventandes ,  durch  deren  Belehrungen  allein  der  falsche 
Binflass  von  Hoffnung,  Pnreht  und  allen  Gemüdisbewegungen  a«f 
unser  Gemüth  vernichtet  und  somit  Vomrtheil  und  Aberglaube  aus 
dem  ürthcil  im  bürc:er]ielien  liehen  verdrängt  werden  könne.  Da- 
mit ist  uns  denn  auch  eine  höchst  wichtige  Wahrheit  angeregt 
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worden;  aber  die  Begründung  der  gan^ea  Leiire  ist  eigenüiclr  pU- 
lotophisch,  und  darin  blieben  jene  Lebrer  sebr  einteitig  und  erreg- 
ttm  deswagOD  fib«np«iote  Hoffoungen,  denea  sie  «itq»roclitA  wer- 
den kann.  Die  Tbeorie  der  WahrscbeiiliiAkeitBrecbnQiig  bwrnht 
naoUich  auf  der  Theorie  der  Lnductionen,  und  bier  geben  jene 
Jjebrer  von  dem  äensualiinius  des  Lockev€o«dillac  und  -Huaie 
MM,  and  wolle«  alle  iBdoeUeuen  nur  aje'enpiriiclie  nsehweiaeB, 
welcbe  ohne  alle  Erkenntnisse  a  priori  galtea  sollen.  Dagegen 
hat  uns  Kant  belebrt,  dass  jede  Erfahrung  erst  a  priori  erkannte 
Bedingungen  ibrer  Möglichkeit  voraussetse,  und  wir  leiten  daraus 
ab,  dass  jede  taugliche  Induction  eine  rationelle  werden  müsse, 
welcbe  nicbt  nur  durch  die  Erwartung  ähnlicher Pälle,  aoodtto  zuv 
höchst  immer  dmek  leiftood«  BUv^iaoB  folte,  deroB  obontr  a  pffiori 
erkannt  werden. 

So  wird  es  nothwendi^  für  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
der  Hetaphysik  dUt  Caleals,  wie  die  FraaaoioD  sagen ,  oiao  aa4tse 
Gfftuidl«p;e  zu  i^bea«  Dasn  kommt  nun  noch,  dass  die  Franzosen, 
durch  die  einseitige  Begründung-.  Her  WahrscheinlieWeitsrechnung 
ein  viel  zu.  weites  Feld  geben  wollen,  indem  im  Grunde  alle  unsre 
Biffkeaatniss  aligefBeiaer  Gosatee  yoa  Ibfen 'Re|;ela  abhiBgen  selL 
Dadurch  ist  es  gekommen,  dass  sie  viele  Aulgaboa  ateU^o,  und 
Lehren  ausführen,  die  gar  keinen  wahren  Grund  haben,  und  dage- 
gen beabsichtige  ich  hier  meine  Rede  zu  richten,  wiewohl  ich  da- 
mit .irielea  der  grösstea  HiAhasHdikar  {ptriBitead  entgegentrete.  Ich 
behaupte,  dass  der  Graadbegriff  der  mathematisclten  Wahrschein- 
lichkeit selbst  nicht  genau  bestimmt  sei;  ich  behaupte,  dass  die 
-ganze  herkömmliche  Lehre  von  der  Wahrscheinlichkeit  der  Zeu- 
genaussagen und  der  richterlichen  Entscheidungen  falsch  sei,-  und, 
was  das  Wichtigste  ist,  ich  muss  einen  grossea  .Theil  der  Läwoa 
TOB  der  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  ganz  zu  beseitigen  suchen. 

Dies  sind  die  Zwecke  der  hier  vorliegcodeu  Arbeit.  Am 
fldÜHSs  der  Vorrede  sagt  der  Verf.  endlich  noch:  „Während  ich 
aa  4ieaer  Ahhaadluasr  arbeite,  ist  Poissoas  gro«es  Woiks  ra- 
cberches  sor  la  priMabilite  des  jiis^emens;'  aiobt  nur  erschieoea, 
sondern  auch  in  meine  Uand  gelangt.  Die  grosse  Kunst  der  ma- 
thamatiscbeu  Analysis,  welche  äm  eigen  war,  zeigt  sich  darin  auf 
aiae  gUnveado  Weise,  daneben  hat  er  awaebea  bosoadem  vob  des 
Fehlern  gerügt,  gegen  welche  ich  meiae  Kritik  riehte;  aber  die 
Grundgedanken  trifft  er  doch  nicht,  ein  wichtiger  Theil  aeitter  ta* 
deladea  .Kritik  bleibt  auch  gegeu  ihu  stehea. 


Cseoluetrie. 


Geometrie  für  Rcalschulea  tob  J.  A.  PfisBa.  Dritter 

Tbeil.    Stuttgart.  1842.    8.   6  ggr. 

Die  beiden  ersten  Theilc  sind  in  Nr.  V.  des  Literarischen  Be- 
richts S.  76  kurz  angezeigt.   Dieser  dritte  Theil  enthält  die  pruk- 


tische  Gcoiiietrie,  d.  h.  nicht  die  Feldmesskunst,  somlorn  eit^ent- 
lich  bloss  1  lachen-  und  KörperberecbnongeD ,  ,ig^obei  sich  der  VerL 
auch  der  Algebra  bedient. 

Populäre  Geometrie  für  Künstler  und  Professioni- 
sten,  Welche  die  nöthip^sten  T^chrcn  und  Aufiz:abeu  der 
Geometrie  leicht  kennen  lernen  und  sie  mit  türt'olg  für 
ihre  Arbeiten  benutzen  wollen.  Nebst  einer  Besebrei- 
bung  einiger  Messapparate,  Verscieicbu ng-  deutscher 
Maasse  und  Gewichte,  u.  s.  w.  Von  Dr.  G.  A.  Jahn.  Lelp» 
zig.  1842.   8.    1  Thir.  8  ggr.  , 

'  Dieses  Buch  leistet  das,  was  es  verspricht,  auf' eine  xweeknlU 
ssige  Weise,  und  kann  auch  bei'm  Untenriobte  auf  Bürger-  und 
niedern  Realschulen  als  eine  Anleitung  zu  geometrischen  Zeich- 
nungen und  Rechnungen  zweckmässig  gebraucht  werden.  Tafeln 
zur  Vergleichung  der  verschiedenen  Maasse,  so  wie  Tafeln  der 
Quadrat-  und  Kubikwurzeln  aller  ganzen  Zahlen  von  1  bis  1009 
in  drei  Decimalstellon  sind  anpjohänp^t,  und  Krlauterun;^en  über 
Maassstabe j  über  den  Nonius,  über  die  verscbiedeoen  Arten  von 
Setzwagen,  Niveau's  und  Libellen  sind  nicht  übergangen,  so  dass 
dieses  Buch  in  dei^  Kreise,  6ir  welchen.es  bestimmt  ist,  teelit> 
nfitslich  werden-  kann. 

t 

Theorie  der  periodisch-homologen  Punkte,  Gc radca 
und  Ebenen  in  B^sufp  auf  das  System  dreier  Kegel- 
schnitte/ welche  einen  vierten  doppelt  borühren,  und 

auf  das  von  vier  Flächen  der  rweiten  Ordnung  oder 
Klasse,  welche  eine  fünfte  umhüllen,  von  Fr.  8eidewitz. 
«Heiligenstadt.  18tt.   4.  . 

Dieses  Programm  des  Gymnasiums  zu  Heiligenstadt  von  Ostern 
1842  zeugt  von  einer  sehr  genauen  Kenntniss  und  vieler  Uebunp^ 
seines  Verfs.  in  der  sogenannten  neuem  Geometrie,  und  verdient 
allgemeiner  bekannt  und  beachtet  zu  werden.  Di^  beiden  Aufga- 
ben, deren  Lösung  der  Verf.  vorzüglich  sum  Zweck  hat,  driiwkt 
derselbe  in  der  Vorrede  auf. folgende  Art  aus: 

I.  Wenn  ein  beliebiger  Kegelschnitt  gezeichnet  vorliegt,  und 
wenn  drei  andere  Kegelschnitte  der  Bedingung  uutet-worfen  sind, 
ein  jeder  den  ersteren  doppelt  lu  berilhren  und  durch  drei  Punkte  ' 
zu  g^ehen  oder  drei  Gerade  zu  bertthren,' welche  beliebig  in  seiner 
Ebene  gegeben  sind,  was  also  dreimal  drei  gegebene  Punkte  oder 
Gerade  macht:  einen  fünften  zu  zeichnen,  welcher  jeden  der  drei 
letzteren  eiofiich,  und  den  ersteren  ebenfalhi  doppelt  berühre;  das 
Ganze  mittelst  des  Linrals  allein. 

II.  Wenn  eine  beliebige  Fläche  des  zweiten  Grades  gezeich- 
net vorliegt,  und  wenn  vier  andere  Flächen  desselben  Grades  der 
Bedingunc^  unterworfen  sind»  eine  jede  die  erstere.  zu  umhüllen 
und  durch  vier  Punkte  BU  gehen  oder  vier  Ebenen  zu  berühren, 
welche  beliebig  im  Haunic  geliehen  sind,  was  also  viermal  vier  j^e- 
gebene  Punkte  oder  Ebenen  niacbt:  eine  sechste  zu  zeichnen, 
welche  jede  der  vier  letzteren  berühre  und  die  erstere  ebenfalls 
umh^Ue^  das  Ganze  mittelts  des  Lineals  allein. 

Alle,  welche  sich  für  die  sogenannte  neuere  Geometrie  über- 
haupt, und  das  Problem  von  den  ßerührungeu  insbesondere  inte- 
ressircu,  machen  wir  wiederholt  auf  dieses  Programm  aufmerksam. 


* 
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Praktisdhe  Ckionietrie. 


A  TriBstise  ob  Latiit  Svfveying  and  Levelling,  illv« 
strat^d  by  copious  Field^Notes^'Plans,  and  Diagrams, 

in  Four  Parts,  l»y  the  Chain.  Theodolite,  Cir^jumferen- 
t(or,  and  8pirit  Level;  with  Drawing.s,  explaininff  their 
aae,-^aiid  eifbibiting  tlrei^*a.djiiBtfli«Bt:  togatbar  imtb  fn- 
trodiictary  chaptara  an  Geanatry,  Lagarithms,  Mensu- 
rablen and  Trigo n ometry;  and  an  Appendix  of  Ta!)les 
of  L  ogarithms,  Sines,  Coäines,  Tangents  etc.  to  Six 
Places;  and  a  Troyerse  Table  to  any  Distance,  and  to 
Tbree  Minute^  of  Bieariiig.  By  H.  J.  Castle,  Snrveyor 
and  Civil  Engineer,  Lecturer  on  Practical  Geometry 
and  Leveliing.to  Kiog*s  Collage,  LoDdon.,184^  8.  14  s. 
clotli.         '     *       '  .     '    •   .  •  • 

Der  g-eschwind  und  richtia^  rechnende  Markscheider. 
Von  K.  W.  Böbert.  2te  An^l.  (fcaadlinbarg.  1842.  8. 
Ii  Thlr.  '  .  - 


Trigonometrie. 


Plain  and  splierical  Trieonomet ry.  Bv  H.  W.  Jeans, 
F.  K.  A.'S.  RuyuL  Aavui  College,  Purtsmouth,  iate  Ma- 
thenatieal  MtaBtar,  in  tbe  Royal  'Hfllitary  Aeadenty, 
Woolwich.  Part  I,  containing  Rufes,  Examples,  aod 
Problems,  1842.  3  s.  6d.  cl.  Portsea:  Woodward.  Loadoo: 
LoDgmaD^  Brown  and  Co.  \ 


Sfechaidk« 


Lehrbuch  der  BTecliaiiik  uebst  einem 'Anbange  Sbar 

Pendel  und  Wage.  Gemeinfasslich  (lartj^estellt  von 
Dion.  Lardncr  und  Ii.  Kater.  Aus  dem  Englischen  v. 
Ueiaricb  Kossuiuun.    Stuttgart.  1842. .  8.    1  Thlr.  18.ggr. 
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ll€«]i»aik  fir  G^werbetrelfceBde.  EntLaUend:  Die 
ZaBaminen setzun g  und  Zerlegung^  der  Kräfte,  den  Mit- 
telpunkt der  Schwere  und  die  mechanischen  Potenzen, 
Erläutert  durch  Beispiele  und  Figuren.  Von  LL.  D. 
Alex.  Jft«ijBt«a.  In  3  Abth^iluBm.  Wien.  1841.  8, 
4|TUr.  . 

JoUy,  Prof.  Dr.  Pb.,  Specimen  primum  ad  doctrinam 
4«  aacbinftraai  effeetn  tfertiaeBt»  8  ai«j.  Heidelberirae» 
1841.  4TWr, 

Der  praktische  Maschinenbauer.  Ein  Handbuch  für 
MatehiDen^aaer,  Meehaniker,  Kvnstdreehsler  nod  Fa- 
brikbesitzer.  Nach  den  besten  Werken  über  4iaaen  Ge- 

Eenstand  bearbeitet  von  Audr.  Valent.  Demme.  Achte 
ieferung.    Mit  Abbildungen.    ^Quedlinburg  und  Leip* 
sig.  1842.  8.  ITblr.  aOggr.  , 


Astronomie. 


Populäres  astronomisches  Hand -Wörterbuch  oder 
Versuch  einer  Erklärung  der  voruchmstcii  Begriffe  und 
Kunstwörter  der  Astronomie,  sammt  Nachrichten  von 
der  .Geichiebte  der  aetreBomisebeii  Eatdeeknugen  BBd 
Erfindungen,  biographischen  und  literarischen  Notizen, 
und  einer  kurzen  Andeutung  der  Methoden  und  Werk- 
zeuge. Mit  Ausschluss  aller  irgend  entbehrlichen  ana- 
IrtiaebeB  Femelapraebe.  '  Vea  Dr.  J.  E.  Nfiraberger. 
Kempten.  1848.  8* 

\on  diesem  populären  astronomischen  Handwörterbache  sind  bis 
jetzt  das  erste  von  Abend  bis  Bahnen  der  Planeten,  Kome- 
ten und  Doppeltterne  und  das  zweite  bis  Compatt  reichende 
Hdft  in  unsere  Hände  gelangt.  Eine  Beurtheilung,  die  jetzt  vorei- 
lig sein  würde,  müssen  wir  bis  zur  Vollendung  des  ganzen  Werks 
versparen.  Der  Preis  ^edes  dieser  beiden  zwölf  Bogen  starken 
Hefte  ist   8  ggr.  .    '  ' 

Rccreations  in  Astronomy  witb  a  Glossary.  By  thc 
Rev.  Lewis  Tomlinson,  M.  A.  2d.  Editioo,  witb  öO'iila- 
strations,  1842.   4s.  6d. « 
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Anfangsgründe  der  mathematiichen  Geographie,  ein 
Ijehrbueh  für  höhere  GTninasien  und  Realschulen.  Von 
B.  Stttier.  tt9  Terk  Ausg.  Bern  und  Cknr.  18tl.  a 
1  Thlr.  4  ggf. 

Die  erste  Auss^abe  dieses  empfeblenswerthen  und  ziemlicb  voll- 
ständigen ,  nur  elementare  mathematische  Kenntnisse  Toranssetzeno 
4en  Lehrbuchs  der  mathematischen  Geogra^e  erschien  im  Jahre 

im 

Anleitunsr  zur  genauen  Bestimmuns^  des  Ganges  und 
Standes  der  Uhren.  Ein  unentbehrliches  Handbuch  für 
Ohrniaeher  und  Prevnde  der  Aetronvaie»  wie  für 
Alle,  die  einer  siebern  Zeitkenntnist  bedttrfen,  als 
Gutsbesitzer,  Geistliche  und  »Scbullehrer  auf  dem 
Lande.   Von  Dr.  G.  A.,Jahn.   Leipzig.  1842.   &   H  Thlr. 

J.  H.  W.  Lebmann:  die  Sonnenfinsterniss  am  8.  Jall 
1842,  nach  allen  astronomischen  und  physischen  Um* 
ständen  für  die  Orte  der  £rde,  wo  sie  sehr  gross  oder 
total  erscheint,  avTs  Serfffiltigete  ^rfrekoet- «nd  %m 
«inem  voHständigeB  üeberDliei^,  mit  Berücksichtigung 
früherer  Erscbeinnngen  dieser.  Art,  gemeinfasslicb  dar« 
gestellt.  Nebst  einer  in  Stein  gezeichneten  graphi- 
schen Darstellung  für  Europa.  Brandenburg.  184^  8. 
12ggr.  '  • 

üeber  die  Bestimmung  der  Entfernungen  im  Welt« 

gebäude.    Ein  Vortrag  im  wissenschaftlichen  Vereine  zn 
erÜB  f  ebalteii  tob  J.  F.  BBoke.  Berlin.  1849L  8.  4  ggr. 
Ein  sehr  ansprechender  gemeinverständlicher,  auch  die  neuern 
Arbeiten  yon  Bessel  und  Struve  über  die  Bestimmung  der  P«iw 
allaxe  der  Fixsterne  zweckmässig  berücksiditigender  Anfimts. 


Physik. 


Die  Experimental  -  Physik,  methodisch  dargestellt 
Ton  Jacob  Heussi.  Erster  Cursns.  Keontniss  der  Phä- 
nomene. Zweite  yermehrte  und  Terbesserte  Auflage. 
Bor  ÜB.  1839.  8.  Zweiter  Cursus  von  den  physikalischen 
Gesetzen.  Berlin.  1S3S,  8.  Dritter  Cursus  von  den  phy- 
sischen Kräften.  Berlin.  1840.  8.  Alle  drei  Gb^sbs» 
3  Thlr.  '  , 

Dieeee  molkodlaeli  obgeAnale  Ldirtoch  der  Pk^k  fiir  d«i 
Schulunterricht  ist  leider  erst  jetit  su  Bnserer  Kenntniss  gelangt;, 
weil  wir  aber  die  (Jeberzeugung  haben,  dass  dasselbe  den  Lehreni 
an  Gymnasien  und  andern  Lehranstalten  recht  sehr  zur  Beachtnny 
oapfokleB  SB  werdoB  veidieBt,  so  boleiB  wir  iltr  oiao  knne  Ab* 


» 

I 

m 

xeige  nacb,  und  wiioschen,  dass  dieielbe  zur  weitem  Verbreitung^ 
dieser  empfehlenswerthen  Schrift  beitragen  nöge.  In  der  Vorrede 
inii  ersten  Coraos  aa^t  der  Verf.:  betrachten  wir  irgend  eine 
Naturerscheinung,  so  bietet  sich  uns  dreierlei  dar:  erstlich  die  Er* 
scheinuag  selbst,  die  wir  beobachten;  zweitens  die  Art  und  Weise, 
auf  welche  sie  vor  sich  geht,  und  drittens  die  Ursachen,  welche 
sie  bervornrfSNi.  ,  Die  Brfiwraogsnaknrlebre  moaa  nodTwenditf  diese  • 
drei  Dinge  von  einander  trennen;  der  Stein  fällt  zur  Erde,  das 
sieht  jedes  Kind;  er  fällt  aber' mit  beschleunigter  Bewegung  und 
nach  einem  bestioimten  Gesetze;  dies  kennen  zu  lernen  erfordert 
eine  genanere  iTnteffaQehiuig  nnd  eine  höhere  Bildungsstufe  als 
ersteres;  endlich  fragt  sieb,  warnm  der  Stein  nach  der  £)rde  fiUl^ 
und  woher  es  kommt,  dass  er  gerade  das  durch  die  Brfahrung  aas« 

il^emittelte  und  nicht  ein  anderes  Gesetz  befolgen  müsse.  Einenoeh 
löhere  Bildungsstufe,  mathematische  yorkenntnisse  u.  s.  w.  sind  mr 
Beantwortung  dieser  Fragen  unum^np^lich  uöthi^/'  Hierdurch 
sind,  wie  es  uns  scheint,  schon  die  rrincipieu  deutlich  genug  be- 
zeichnet, welche  den  Verf.  bei  der  Bearbeitung  seiner  drei  Cursus 

E leitet  haben.  Ehe  ein  Naturgesetz  richtig  aufgefasst  werden 
nn»  uinss  der  Sinn  dafür  geweckt,  das  Streben  danach  angeregt 
werden.  Der  erste  Cursus  ist  ganz  dieser  ITebung  des  Bcobacn- 
tungsVermögens  gewidmet.  Im  zweiten  Cursus  werden  dann  die 
Natui^esetze  betracl^tet;  der  dritte  endlich  euthält  tbeils  solche 
■athenMtische  Bntwiekeluogen  physiknliseher  GegenatSnde^  die  mit 
Hülfe  der  Elementar- i^latbematik  durchgeführt  werden  können, 
theils  ist  derselbe  der  Betrachtung  des  innern  Zusammcnhnnirs  der 
'  r^atureracheinungen  gewidmet»  so  weit  die  Wissenschult  darin  ^e- 
kenmen  und  d/er  Gegenstand -fiir  die  Schule  paifsend  ist.  Wir  sind' 
mit  dem. Verf.  daria  ji^anz  eioverstMdj^n»  dass ;  nur  auf  diesem  von 
ihm  vorgezeichncteu  Wege,  oder  auf  einem  ähnlichen,  der  physika' 
lisehe  Unterrieht  auf  Schulen  gute  Fruchte  tragen  kann,  worin  uns 
auch  eine  mehrjährige  Erfahrung  zur  Seite  Stent.  Den  ersten  Cur- 
sus des  vorliegenden  Buchs  möchten  wir  für  die  unteren;  den  zwei- 
ten  für  die  mittlem,  den  dritten  für  die  oberu  Klassen  bestimmen. 
Letzterer  setzt  allerdings  ein  ziemliches  Maass  mathematischer  Ele- 
mentar -  Kenntnisse  .voraus,  jedoch  nur  solcher,  auf  welche  sich 
der  mathematische  Unterricht  auf  Gymnasien  und  hohem  Bürger- 
schulen zu  erstrecken  pflegt.  Freilich  aber  wird  bei  dem  Unter- 
richte  nach  diesem  Cursus  in  den  obern  Klassen  immer  noch  der 
Umstand  hiudernd  entgegentreten,  dass  nicht  alle  Schüler  schon 
die  mathematischen  Kenntnisse ,  vveldie  ^eser  Cursus  voraussetzt» . 
besitaeu,  weil  dieselben  zum  grössteu  Tbeile  erst  aus  den  Theilen 
der  Mathematik  entnommen  werden  hllnntn,  welche  in  den  obera 
Klassen  gelehrt  werden.  Dies  ist  jndess  ein  Uebelstand,  der  .üher- 
haapt  mir  mit  grossen  ^Schwiengkeilen  beseitigt  weiden  kann,  und 
vielleicht  ganz  nie  zu  beseitigen  ist.  Jedenfalls  sind  wir  aber 
der  Meinung,  dass  der  physikalische  Uaterricht  in  den  obern  Klas- 
sen so  viel  als  irgend  möglich  auf  einer  strengen  mathematischen 
Basis  ruhen  muss,  möchten  jedoch  auch  hier  wegen  des  oben 
erwähnten  Uebelstandes»  etnen  Mittelweg  fSr  den  geeignetsten  und 
besten  halten ,  welches  weiter  anszuführen  uns  hier  die  Beengt- 
heit des  Raums  verbietet.  Jedenfalls  verdient  aber,  was  wir  hier 
nochmals  wiedcrholeu,  das  vorliegende  Lehrbuch  von  allen  Lehrern 
der  Physik  secbt  sehr  beachlet  ui  werden.  .  Dasselbe  wird  In  den 
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HäDilen  eioes  geschickten  Lehrers  insbesondere  .dann,  wenn  dem- 
solbon  vornehmlich  bei  dem  Unterrichte  nach,  dem  dritten  und  zwei- 
ten Cursus  ein  g'uter,  wenn  auch  ,  keineswegs  sehr  glänzender,  aber 
doch  zw^eckaiSs^i  eingericbtotelr  physikalischjer  Apparat  an  GelnifQ' 
steht,  dem  Gedciben.  des  pbysikalischeD , Uotorriobti  gewiss  sehr 
förderlich  sein.  ^  .  . 

Lehrbuch  der  Physik,  nach  dem  gegenwärtiffeu 
Standpunkte  dieser  Wissenschaft  bearbeitet,  snm  Ge« 
brauche  bei  Vorlesung-cn  auf  höheren  Gymnasien  und 
mit  besonderer  BeriicksichtigUDg  für  Militairbildungs- 
anstalten.  Von  C.  F.  Peschel,  Hauptmann  und  Lehrer 
der  Kriegs*  «nd  Naturwissensebaften  an  der  KönigL 
Sächsischen  Mifitairbildungsanstalt.  Erste  Abtheilung: 
Physik  der  wagbaren  Stoffe..  Dresden  und  Leipsig.  1842. • 
8.   2  Thir.  .  .  ' 

'Der  Vortrag  in  diesem  Werke  ist  dendieh  tind  setst  nnr  die 
ersten  Elemente  der  Mathematik  bis  etwa  einschliesslich  zur  Tri- 
gonometrie Torans.  „Besondere  Eigentbümlicbkeiten  sind  niebt 
jlufgefallen.  ^  > 

•  • 

Astronomiscb-m'eteorolagisches  Jahrbuch  für  Prag 
von  K.  Kreil.    Erster  Jahrgang.  1842.    Prag^  1842.  & 

1  Thlr.  8  ggr. 

Nach  l)rläuterungen  über  die  EinricbiuuK  dieses  Jahrbuchs  und 
der  gewöhnlichen  astronomischen  Ephemeride  folgt  eine  gemein- 
fassliche  DarstelluDg  der  Resultate  der  Prager  Beobachtungeu  über 
Magnetismus  und  Meteorologie,  und  hierauf  Monatmittel  der  mug> 
netischen  und  meteorologischen  Beobachtunjgen  zu.  Prag,  Mailand^ 
Ofen,  Grats.  Die  gemeinftssUcbe  Danrteilnng  der  Resultate  der 
Präger  Beobachtungen  kann  zugtdeh  als  eine  recht  zweckmüssige, 
allgemeinverständliche  Anleitung  zu  meteorologischen  und  magne- 
tischen Beobachtungen  betrachtet  werden.  ,^ 

Die  Witterungsverhältnisse  von  Berlin.  Eine  Vor- 
lesung von  H.  W.  Dove.    Berlin.  1842.    8.    \  Thlr. 

Diese  im  Vereine  für  wissenschaftliche  Vorträge  zu  Berlin  ge- 
haltene Vorlesung  ist  von  allgemeinem  Interesse  und  kann  nndi 
unserer  Ueberzengung  überhaupt  als  ein  Muster  für  solche  allge- 
meio  verständliche,  für  ein  grösseres  Publikum  bestimmte  wissen- 
schaftliche Vorträge  betrachtet  werden,  da  diesejbe  gewiss  jedem 
Gebildeten  ansprechen  wird. 

Meteorography;  or  the  Perpetual  Weatber  Almanac. 
Contains  nearly  50  of  the  Signs  wbich  occur  before 
every  cbange  of  weatber,  engraved  and  coioirred  from 
natnre.  1842.  2s.  6d. 

Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetiscben 
'Vereins  im  Jahre  1840.  Herausgegeben  von  C.  t\  üauss 
und  W.Weber.  Leipzig.  1841.  8.  Ii  Thlr. 

Dieser  Jahrgang  enthält  die  faxenden  Abhandlungen: 
Zur  Bestimmung  der  Constanten  -des  Bifilarinagnefonieters. 
Von  Gauss.  #  •#  . 
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Yorechriftea  zur  Berechnung  der  magnetischen  Wirkong,  wel« 

che  ein  Magnctstab  in  der  Ferne  ausübt.    Von  Gauss. 

Vorschlag  die  Vuriatianen  des  StnbmagDetismus  beim  Bifilar- 
aiagnetometer  unabhängig  von  der  |icuutniss  der  Temperatur  zu 
beatimmeD.   Von  Weber. 

Ceber  magnetische  Friction.    Von  Weber. 

lieber  die  absolute  horizontale  Inteasität  in  ChristiaDia.  Von 
Hantteeo. 

Unteiranebiiiig  «her  die  Mittlere  Deeiinati«B  in  Odttiogen.  Ten 
Qoldschmidt. 

Messung  starker  galvanischer  Ströme  bei  geringem  Wider- 
stande nach  absolutem  Maaase.   Von  Weber.  < 

Uelier  das  electrochemiaelie  Aeqaivalent  jdes  Watnrt.  Y.on 
Weber. 

Magnetische  Beobachtungen.    Von  Hansteen. 

Auszug  aus  den  täglichen  Beobachtungen  der  maguetiscUen 
Decllniitioii  tu  Gdttingeii  im  Jahre  .1840,   Von  GoldscbmHlt. 

Ueber  die  BeatinnnDg  der  «beointen  lateosität  Von  Gold- 
schmidt. 

Resultate  aus  den  in  den  Jahren  ISeli  —  lS3fi  von  Sartorius 
von  Waltershausen  und  Listing  in  Italien  uugestcllteu  lutcusitäts- 
messnngen.  Von  Listing. 

Vergleichung  magnetischer  Beobaohtlingctt  mit  den  ErgebniiacD 
.dfcr  'riicorie.    Von  Goldschmidt. 

Erläuterungen  zu  den  Terminszcichuuogen  und  Beobachtungs« 
zableB* 

Bcohaohtunscszableii  TOn  den  Variationen  der  Declination  und 
Intensität  in  den  Terminen  vom  28  —  20.  Februar,  29  —  30.  Mai, 
28  —  29.  August  und  27  —  28.  November  1840. 


.Vermischte  Sdirifteu. 


Dreihundert 
wandten  Mathematik. 
1843.  8.   18  ggr. 


\ u  fgubcn 


aus 
Von  D. 


der  h  ö  h  c  r  n  u  u  d  a  u  g  «•  - 
t^.  L.  Lehmus.  Berlin. 


Das  I*  r  o  p:  r  a  m  m  d  c  r  I* c  t  r  i  s  c h  u  1  e  z  u  1) a  n  z  i  g  v  o  n  i  c h  ac- 
-^lis  1841  Enthält  S.  0 — 14  wieder  mehrere  sehr  hcachtungswertbe 
wissenschaftliche.  Bemerkungen  des  Herrn  Profcssurs  und  DirectOM 
F.  iStrehlkc  zu  Danzig,  mathematischen  uod  physikalischen  In» 
halts,  welche  denselben  Zweck  haben,  wie  die  Aufgaben,  von  die- 
nen im  ersten  Thoilc  dos  Archivs.  S,  WS  Nr.  liV.  nnd  in  Nr.  1\  . 
S.  67  des  literarischen  Berichts  die  Kede  gewesen  ist.  So  bald  cm 
der  ftaiim  gestattet,  weiden  wir  irieder  Hehreres  nun  diesen  Be- 
meritongen  im  Archive  unter  der  Robrikt  rebungsnnfgadiea  fUr 
'Schnler,  atfittheilen.  w 
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Aneh  in  de«  Proarramn  dei  CslbMiaeaas  zm  Lübeck 

von  Ostern  1842  sind  auf  8.  S4-«40  von  Herrn  Chr.  Scher« 
ling  mehrere  bei'm  Unterrichte  wirklich  vorgekommene  geometri- 
sche Aufgaben ,  die  mit  Hülfe  der  .  Algebra  ohne  Anwendung  der 
Geniometrie  lüebftr  tiud,  mitgeCbcill.  Ancb  tod  diMCn.  Ao^bcB 
sollen  mehrere,  so  bald  es  Ram  «laabt,  m'Aidiive  mitge- 
dieilt  werden. 

Zu  wÜDichen  ist,  dass  mehrere  Lehrer  dem  von  den  Herren 
Strehlke  tind  Scherling  gegebenen  Beispiele,  solche  Aufgaben, 
die  l^m  Uaterrichte  wirklich  vorgekommen  rind^  in  den  Pro- 
grammen mitzutheilen ,  fol(^cn.  In  dem  Archive  wetdCtt  diesclbei^ 
gewiss  immer  möglichste  Berücksichtio^UDg  linden. 

Gelegentlich  mag  hierbei  noch  bemerkt  werden,  dass  dus  i*ro- 
gramoi  aes  €stb»riii«iiniB  itn  Libeek  Ton  Michaelis  1840 
folgende  AbhuidluDg  eDth|tt: 

üeber  di e  Curven die  enthalten  sind  in  der  Polar- 

SleichuDg  vzsza  JF,  trig  (9))  und  über  diejenige,  welche. 
argeBteflf  wird  durch -die  Polargleichuug  »saer  see  $p-M« 
Von  Chr.  Scherling,  Coli,  für  Miithem.  und  Naturw. 

Der  Verf.  hat  nämlich  in  dieser  Abhandlung  den  Zweck:  die 
Curven  zu  untersuchen,  welche  die  Bigenschatt  haben,  dass  der 
Radius  Vector  eines  jedeo'  PnnkCee  ^eicb  aei  den  Produkte  ans 
einer  constanten  Grösse  a  in  irgend  eine  trigonometrische  Function 
des  Winkels,  den  der  Radioa  Vector  mit  einer  festen  durch  den 
Fol  gehenden  Linie  maci\t. 

Hathcmatical  Tracts:  1.  f^unar  and  Planetary  Theo- 
ries. 2.  Figure  of  the  Earth.  3.  Prccession  and  Nota- 
tion, i.  Calculus  of  Variation s.  5.  rndiilatory  Theory 
of  Optics,  and  Theory  of  Polarizatiuu.  Dcsigued  for 
tbe  nee  of  Stndents  in  the  Universitiee.  By  G.  Biddell 
Airy,  M.  \.  F.  R.  S.  Astronomer  Royal,  ^d,  Edition,  cor- 
rected,  lS'i2.  S.  15s.  London:  /ohn  VV.  Parker  West 
Strand.  Cambridge:  Deightons. 


Edacatiouel  Models  etc.  sold  by  Taylor,  et  Waiton, 
.   28)  Upper  Gpwer  Street. 

A  Pyrometer  tor  shcwing  the  expansion  of  mctals.    15  s. 

Atwood*a' Macbine  for  explainin||  the  laws.of  lUling  bo- 
dies,  \s  ith  apparatus  attachcd  for  illustrating  the  theory  of  the  pcn- 
diilum.  Price  of  Atwood's  Machine  with  a  ,.Companlon**  2s.^; 
additional  apparatus  for  the  nendulum  L.  1.  1  s.  -  . 

A  eet  of  mechamical  powera;  containing  tbe  Lerer  — 
Wlioel  and  Axle  —  serics  of  PuIIeys  —  the  Inclined  nane  — 
Wedge  ^  8crew  ^  with  fixanples  of  the  Parallelogram  of  For- 


t 

ces  —  €eiitre  of  Gravity  —  Friction  ColUsion  of  Blaetie  Bo« 
dies    >  Gonpound  Lever.    Price  L.  5.  5  s.  in  a  Box. 

A  Second  Set,  omitting  the  Parallel og-ram  of  Forces  and  Colli- 
sion of  Elastic  Bodies.  Price  in  a  Bux  L.  2.  Vi  s.  6  d.  A  commo« 
ner  Set  L.  1.  6  b.  8  d.  in  •  Box. 

Philosophical  Diagrams;  illustrating'  the  various  branches 
of  Natural  Philosophy.  By  Frederick  J.  Minasi,  Lccturer  of 
Natural  Philosophy  etc.  Designed  for  tiie  use  of  Lecturers,  Pbilo- 
losopfcical  ClatMs,  and  Scfaools.  1  it  Seriei  Hechanici.  In 
Monthly  Numbero  eacb  containing  3  Sheets  of  Dittgroifl»  price  3 
ta^ch  Number.  —  Number  1  is  just  published. 

^eometrical  solids  to  illustrate  Reiner's  Lessons  on  fora» 
and'other  works  on  Geometry.    Tfae  Set,  in  a  Box,  9  s. 

An  Instrument  for  teaching  Geometry,  convertible  into 
a  Theodolite,  Sririt  frevel,  Hadiey*a  Seztaat,  aad  WollaatoBB  6a- 
fiioinetcr.    Price  f>.  2.  12  s.  6  d. 

'  Diagrams  in  Wood,  to  illustrate  Dr.  Lardner's  Kuclid.  Solid  , 
Geometry«  Book  1.  The  Set  of  Nina,  in  a  Box,  7  •.  6  d; 
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Literarischer  Berieht. 


Systeme,  Lehr-  and  Wörterbücher* 


Matheseos  üniversnlis  formulae  fuQdamentales  Ca- 
roli  Joh.  Ds.  Hill,  a  CA.  Augi^stinson  MDCCC^l  publice 
4ef«Diae.  •  Lundae.  XDCCCX.IJ.  4.  4  gg. 

Lehrbuch  für  den  gesarämten  m  athe'matisch  on  Ele- 
■  eDtar- II n terricht  an  Gymnasien,  hökern  Bürger-  und 
Biilitair  •  iSchulen.  Bearbeitet  von  Dr.  Martin  Ohm. 
Dritte,  durchgesehone  und  theilweise  umgear4>eitete 
Auflage.    Leipzig.  1842.    8.    22  ggr. 

Dieses  seiner  Einrichtung  und  den  Ansiebten  Hoines  V'fs.  über 
den  malhematiscben  Unterricht  nach  aus  den  beiden  ersten  Aufiagen 
Uareichead  bekanote  Lebrbueli  ftlr  den'  g^eMmaten  ataCbaniatiBcliaii ' 
Elementar  •Cnterricbt  enthält  die  Arithmetik  und  Algebra,  die  ebead 
Geomotrie  mit  Einschluss  der  ebenen  Trigonometrie,  die  körper- 
liche Geometrie  mit  klinschiuss  der  sphärischen  Trigonometrie,  und 
!■  dnen  Anhange  tlinigea  ftber  Reibeo  iina  Vber  PemutaHooett 
nod  Coabiinitionen,  iieb»t  dem  Beweise  des  binomischen  Lehrsatzes. 
Dh,  wie  gesnjrt,  die  Ansichten  des  \  fs.  schon  bekannt  genug  sind, 
und  allerdings  auch  schon  bei  vielen  Lehrern  Kingang  gefunden 
haben,  wie  am  besten  durbh  die  wiederboltes  Aufla^n  des  vorlie- 
genden Wcrkcbens  bewiesen  wird,  so  würde«  eine  nicht  überall  bei- 
fällifj^e  Kritik  derselben,  wobei  wir  übrigens  manches  Treffliche  in 
denselben  keineswegs  verkennen  und  dem  Vf.  deshalb  immer  unsere 
besondere  Achtung  gezolU  haben,  in  diesen  bloss  für  kurze  Anzei- 
geo  und  llterarisene  Notiseo  bestimmten  literarischen  Berichten  nur 
unpassend  erscheinen.  ünterdrücke;i  aber  können  wir  in  Bezug  Mlf 
f  ;  177«  —  die  Bemerkung  nicht,  das«  die  Formein  • 

sm  a:=i  2p^l  *        *~  2""  

and  die  aus  denselben  gezogenen  Rerteitnngen,  auch  wenn  aie  nnr 
gelegentlich  beigebracht  aein  aoUten,  in  einui  fibr^erate  Anfänger 
BMdii.  1% 
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bestimmten  Lehrbucbc  nach  unserer  Ueberzeugunfn^  gewiss  ganz  am 
uorecbten  Orte  sind,  und  den  AnfäDger  nur  verwirreD,  Solcbc 

/eigentlieh  nur  symboliicbe  Auadnicke  in  ibr  rechtes  Liebt  «n  etel- 
len  und  ihre  richtige  Anwendung  zu  zeigen,  muss  nach  unserer 

.DcberseugUDg  gani  eioein  höhero  Unterrichte  aufbehelteo  bleibeo. 


Arithmetik. 


Die  neue  Multiplication  oder  An-weisung,  die  aomit- 
telbare  BerechnuDg  der  Prodncte  aus  swei-  bis  aeht- 

ziff Criewen  Fncturcn  nacli  einer  einfachen,  von  der  bis- 
Ii  e  r  fj  0  b  r  ä  u  r  Ii  1 1  c  Ii  c  n  ganz  verschiedenen  IVI  e  t  Ii  o  d  c  a  u  s  - 
zuiühreu.  Für  Freunde  der  Arithmetik,  für  uile  Clas> 
sen  von  Rechnern,  namentlich  aber  zur  Einführung  in. 
(•vmnaBien  und  Bürgerschulen  zum  Druck  befö rd  er t. 
Zweite,  g-anz  uttigcarhci tete  Auflache.  Oldenburg.  1842.  8, 
iiei  der  gewöhnlichen  Art  zu  niultipliciren  bildet  man  bekannt- 
lich, wenn  im  Allgemeinen  aH-^  +  <^  +  </+<*..  der' Multipli* 
cand,  »H-/'-4-/rf»^^- *  • . .  der  Mnltiplicator  ist,  nach  and  nach 
die  Fredaete  ; 

(«  H-  «J»  -h  r  -+-  ^/-+-  .  .  .  .)Uj 

ia-^6-{-c-{-d-i-  )ß, 

, (« -I- Ä -h  c -I- rf-f- . . . 

•       +  •  •  •  •)^» 

u.  s.  w. 

indem  man  jedes  derselben  wieder  in  seine  einzelnen  Theilc  auf- 
löst, und  erhält  durch  Addition  aller  dieser  Producte  das  gesuchte 
Product  des  gegeheneo  Multiplicandus  und  MuUiplictors.  Der 
Verf.  sctnt  dagegen 

=  flra  -f-     -t-  ra  -4-  r/a  -f- , .  .  .  ^ 

-H  «d -h     +     -h  fl?<j|  H- . . . 
u.  s.  w. 

ordnet  die  einzelnen  Theile  der  Grösse  auf  der  rechten  Seite  dea 
Gieichbeitszeicheos  nach  den  Diagonalreihen,  wodurch  er 

« 

^{^r-i-dß^eo) 
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erbält,  bildet  die  sämmtlichen  einzelnen  Theile  dieses  Aggregats, 
und  erhält  durch  deren  Addition  das  gesuchte  Product,  wobei  er 
übrigens  die  einzelnen  Theile  nicht  vom  ersten  bis  zum  letzten^  in 
der  Ordnung  wie  sie  vorher  geschrieben  worden  sind,  sondern  in 
umgekehrter  Ordnung  vom  letzten  bis  zu;n  ersten  bildet  und  zu 
einander  addirt.  Hierin  besteht  das  ganze  Kunststück!  Soll  man 
z.  B.  786  mit '543  multipliciren,  so  sügt  man  6  .  3  ist  18^  schreibt 
die  S  hin,  und  behält  1  im  Sinne;  hierauf  sagt  man  8  .  3 ~f- 6.4 
ist  48j  und  1  dazu  ist  49^  schreibt  die  d  hin  und  behält  Ä  im 
Sinne;  dann  sagt  man  7  .  S-f'S  .4  +  6.5  ist  83j  und  .4  dazu  ist 
87,  schreibt  die  7  hin  und  behält  <8  im  Sinne;  hierauf  sagt  man 
7  ■  4  -f-  8  .  5  ist  68j  und  S  dazu  ist  76^  schreibt  die  6  hin  und  be- 
hält 1  im  Sinne;  endlich  sagt  man  TT 5  ist  3ä  und  1  dazu  ist  ^42, 
welche  Zahl  nun  auch  hingeschrieben  wird.  Hiernach  erhält  das 
Exempel  folgende  Gestalt: 

..  .  786 

543  - 


426798 


I  7  S  4  I       ,  • 

So  unbedeutend  die  Sache  auch  an  sich  nach  unserer  Ueberzeu» 
guncf  ist^  und  ko  wenig  wir  glauben,  dass  dieselbe  sich  einer  gün- 
stigen Aufnahme  erfreuen  wird,  so  hielten  wir  es  doch  für  unsere 
Pflicht,  diese  neue  Multiplicationsmethode  hier  etwas  näher  zu 
characterisiren,  weil  der  Verf.  dieselbe  namentlich  zur  Ein- 
führnng  in  Gymnasien  und  Bürgerschulen  bestimmt  und 
empfiehlt.  Wir  haben  unsere  Pflicht  getban  und  unser  Zweck  ist 
erreicht,  wenn  durch  das  Obige  jeder  fahren  in  den  Stand  gesetzt 
wird,  sich  über  diese  neue  Multiplicationsmethodc  selbst  ein  0(therl 
zu  bilden.  -  ,  ,  . 

1  100000 

Tafeln  zur  Verwandlong  aller  Brüche  von  ~^  lÖÖÖ" 

und  von        —  kk^H)  *°  fünf  his  siebenziffrige  Decimal- 

brüche,  oder:  Tafeln  zur  Berechnu ng  der  siebenziffri- 
gen  Quotienten  aller  oben  angegebenen  Dividenden 
und  Divisoren.  Nebst  einigen  auf  benannte  Zahlen  be- 
züglichen Decimaltabetlen  und  einer  'Anweisung  zur 
allgemeinsten  Anwendung  der  Decimalbruchrecbnung 
auf  die  Auflösung  der  gewöhnlichsten  arithmetischen 
Aufgaben.  Für  Alathemf|tiker  und  Geschäftsleute  so- 
wohl, als  auch  Lehrer  und  Lernende  eingerichtet  und 
berechnet.    Oldenburg.  1842.  4. 

Diese  neuen  zur  Erleichterung  der  Verwandlung  der  gemeinen 
Brüche  in  Decimalbrüche  bestimmten  Tafeln,  deren  Verf.  sich  nir- 
gends genannt  hat,  hüben  die  folgende  Einrichtung.  Auf  19S  Sei- 
ten enthalten  dieselben  alle  gemeinen  Brüche,  welche  aus  dem 

Bruche  eotstehen-,  wenn  man  für  den  Zähler  a  alle  ganze  Zah- 
len von  1  bis  üä  setzt,  und  mit  jedem  einzelnen  dieser  Zähler  als 
Nenner  b  alte  ganze  Zahlen  von  1  bis  099  verbindet,  in  Decimal- 
brüche mit  sieben  Decimalstellen  verwandelt.    Einem  jeden  der 

12* 
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99  Zähler  von  1  bis  99  sind  xwei  einander  ^egenüberstehrntlc  Sei- 
ten gewidmet*  Der  Zähler  steht  aut  jeder  Seite  oben  am  weitesten 
linkt»  unter  demaclfien  in  der  ersten  vertilcalen  Spalte  findet  ninn 
auf  der  einm  Seite  die  Nenner  1  bis  49,  auf  der  nndern  Seite  die 
Nenner  50  bis  99,  unmittelbar  neben  diesen  Nennern  stehen  in  der 
zweiten  vertikalen  Spalte  die  entsprechenden  siebeustelüffen  Deci- 
»albrüclie.  8n  6ndet>  mm  s.  B.  auf  98  und  S.  ^  oben  links 
den  Zähler  49.  Neben  den  Nenner  29  auf  S.  98  findet  sich  der 

dem  Bvveht  ^  gleiche  Decinalbrnch  1,6896552;  und  eben  so  findet 

sich  neben  dem  Nenner  79  anf  S.  99  der  dem  Bruche  ^  gleiche 

Decimalbrucli  0,620"25:V2.  Auf  c;anz  Hbnlicbe  Weise  wie  in  den  Lo- 
garitbnientutVlo  findet  man  nun  in  der  ersten  horizontalen  Reibe 
auf  jeder  Seite  die  Zittern  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  9,  welche, 
UM  bei  dem  vorher  gebrancbten  Beispiele  stehen  zu  bleiben,  anf 

49    49  49 

S.  98  die  letzten  Ziffern  in  den  Nennern  der  Brüche  j^, 

li^^*'4M*  ''^^      99  die  letsten  Ziffern  in 'den  Nennern  der 

49     49     49     49  .  .     49  . 
Brüche  bis  —  sind,  und  bei  <lcm  Aufsuchen  der 

diesen  Brüchen  gleichen  siebenzitfrigen  Oecimalbrüche  bat  man 
sich  anf  gans  Xhnliche  Art  wie  bei  den  Gebranche  der  Logaridi« 

49 

nicnialelu  zu  verhalten.    Um  z.  Bi  den  «lern  Bruche  irleiclien 

Decimalbruch.  zu  iindeo,  sucht  man  auf  S.  99  den  Zähler  49  oben 
links,  in  der  ersten  Tcrttkalen  Spalte  den  Nenner  86,  in  der  ersten 
burizontulen  Heibe  die  Ziffer  7  anf,  und  findet  in  dem  Punkte,  wo 
die  durch  die  Zahlen  86  nnd  7  gelegenen  beiden  horizontalen  und 

49 

vertikalen  Linien  sich  schneiden  den  dem  Bruche  ^  gleichen  De- 
cimalbruch 0,0565167.  Wir  hoffen,  duss  man  hieraus  die  einfache, 
sweckmässigp  und  für  den  praktischen  Gebrauch  bequeme  Ein«* 
ricbtung  dieser  'J'afeln  erkennen  wird. 

In  der  Einleiiung  zeigt  der  \erf.,  wie  luao  den  Gebrauch  der 
Tafbltt  iber  die  ihnen  nach  dem  Vorhiergehendeii  gesteckte  eigent«* 
liehe  Grftnxe  hinaus  ausdehnen  kann,  welche  Anweisung  natürlich 
in  gauz  einfachen  und  einem  Jeden  «ich  von  «elbst  ergebenden 
Regeln  besteht. 

.Will  man,  um  suerst  den  Fall  an  betrachten,^  wenn  der  Zähler 
die  Gränxe  der  «Tafeln  fibersteigt,  ohne  dass  dies  auch  bei  dem 

IVenner  der  Fall  ist,  s.  B.  den  dem  Brüche        gleichen  Dedmal- 

hmcli  finden,  so  setst  man,  well  die  Tafeln  sich  unmittelbar  bloss 
^nf  ein*  und  sweisiffrige  Zähler  erstrecken, 

9867          98^     |A  .  ^ 

979        979  •  "^979 

s=iio,oim 

'  I  0.0684372 


=  10,0786>«72. 
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98     -  /wwv  _    76      j  ^  6 
887        887*  •  *""*"887 

110,4848  ' 

0,856821  > 

0,0067644 


=  111,8483854 

Dam  diue  Reinltste  au  »ber  nielit  mehr  Ih  mf  tiebeo  Stolten 

richtig  8ind>,  verstdit  sich  von  selbst,  weshalb  auch  der  Verf,  .Sb 
f.  14.  der  Einleituncc  noch  ein  andere»  bei  dieieo  VerwaDdloegMi 
anzuwendendes  Verfahren  lehrt.  ' 

Uebersteipft  der  Nenner  des  in  einen  Decimalbmch  zu  verwan- 
delnden gemeinen  Bruchs  die  Grenze  der  Tafeln,  ohne  dass  dies 
ancb  bei  dem  Zäbler  der  Fall  ist,  to  bat  man  sieb  auf  feilende 

'  86 
Art  SD  verbalten. '  Der  gegebene  gemeine  Brtaeb  aei  s.  B.  jf^- 

Unmittelbar  ans  den  Tafeln  ergiebt  neh  xvTdfderit 

5^=0,0048315. 
*  •  .  ' 

Ferner  findet  man  ans  den  Tafeln  leicbt  ala  Differens  Bwitcben  den 
beiden  Brieben 

86       .  86 

178  ""'^  179  • 

die  Gr$«M  O/mmiy  folglich  als  Differens  swisehen  den  Brtteben 

ItSSS  17900 

die  (irösse  0,000026902,  oder,  wenn  die  Ziffer  unmittelbar  vor  dem 
Komma  sich  auf  Einheilen  der  siebenten  Decimalstelle  bezieht,  die 
Grösse  M0,92. 

Ueherhaupt  ist  nun,  wenn  —  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  näbe* 

JHP 

rungsweise^ 

m-t-n       »t'        m'  f»       m  '  «i ' 

100 

nnd  eben  so-,  wenn  —  ein  sehr  kleiner  Brneb  ist^  nihemngawaiie 

Ueberlegt  man  Jetst,  data 

a»*«i'^«i*«i'.ll» 
iit',  ia  ist  klar,  daas  In  Bestt|^  nnf  den  obigen  speciellen  Fill 

=s  0,0048315  —  0,000026»gt .  ^ 

oder,  well 


IM 


W,92X^=  167.3504  . 


86 


17862  =  |<»»Ö«^83I5 
-  167 


SS  0,0048148. 

WeBD  sowobl  der  ZSMer,  cfla  raeb  4er  IVenoer  des  ffegebeoeD,  in" 
einen  Decimalbruch  zu  verwandeloden  gemeinen  Brncns  die  GrStaiil 
der  Talein  übersteigt,  «so  bat  man  auf  folgende  Art  sn  Terfabren. 

866 

Der  gegebeniB  Bmck  sei  s.  B.  ^r^.  WeH  sbrlhrderat 

866        8^  iA_i«_L 

•71  "T  »71  *  07» 

ist,  ao  findet  man  aittebt  der  Tafeln  leicbc 

^=k0088380 

(0,0000617  , 


=  0,0089003. 


.  Für  ^  und  ^  aind  die  Differensen  nadi  den  Tafeln  0,0000010 

und  0,0Ü00063.    Also  ist  die  Differenz  für  . 

10,00000910  ' 

>p,ooooooo^ 

=:  0,000009161. 

Mnltiplieirt  man  dies,  weil  97100— 97287s  13  iat,  mit  13,  ao  er. 
•  bält  man  als  Product  0,000119119,  und,  diea  dnkb  100  dividirt, 
giebt  0,0000012.  Abo  iat 

'  Ä  —  iooosooos 

-  /  12 


=  0,0069015 

Wie  man  dies  m  der  Praxis  abzakfirzen  bat,  wird  soglekb  erbellon. 

Aog^ehäng-f:  sind  den  Tafeln  z«r  Verwandlung  der  gemeinen 
Brüche  in  Decimai bräche  noch  Verwandluog^tabellen  einiger  Maasse, 
Terwandlnngatabellen  einiger  CreiHebt^  und  Verwandlnngatabellen 
ainiger  MÜHen. 

Kann  nun  auch  über  ein  sehr  weientliches  Erforderniss  solcher 
Tafeln,  nämlich  über  ihre  Correctheit,  erst  nach  längerm  Gebrauch 
deraelben  entschieden  werden,  so  slauben  wir  doeb  durch  die  vor- 
kergebenden  Beaetknggea  binreiebend  naebgewieac»  sn  baNn»  daan 


r 
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die  obigen  Tafefn  zur  Verwatnllung  der  gemeinen  Brüche  io  Decimal- 
brüche,  ungeachtet  schon  mehrere  äitere  Schriften,  die  eine  ähnliche 
Tesdeos  haben,  ^ie  z.B.  die  RechnoDg  mi't  DeGimalbrücben 
und  Logarithmen  nebst  dazu  gehörigen  ganz  neu  berech- 
neten Tafeln.  Von  F.  A.  Schröter.  Helmstedt.  1799.  4.  und 
VV.  F".  Wucli  erer's  Hei  träge  zum  allgemeinem  Gebrauche 
der  Deciuialbrüche  oder  Tafeln  u.  s.  w.  Karlsruhe.  1795. 
8.,.  exiatireo ,  verdienen,  von  pralttiicbeD' Rechnern,  denen  sie  liek 
vorzüglicli  flurch  ihre  einfache  PInricbtnng  CMpfeUen  werden»  unil 
Lebrero  nicht  unbeachtet  xu  .bleiben. 

*  Lehrbaeh'der  Arithmetik,  allgemeinen  Grtfssenlehre' 
ood  Algebra  für  die  niittlevn  und  obern  Klassen  dt€ 
Gymnasien  und  höbern  Bürgerschulen  von  J.  W.  Elser- 
maon,  Oberlehrer  der  Math,  und  Naturw.  ao  dem  Gjm- 
naaiom  nnd  der  Realschule  in  Saarbrücken.  Slaar- 
brocken.  1842.   8.   20  ggr. 

Dieses  Lehrbuch  schliesst  sich  im  Allgemeinen  und  Wesent- 
lidien.  den  Ansichten 'an,  welche  M.  Ohm  in  seinen  verschiedenen 
l^chrbüchern  geltend  zu  machen  gesucht  hat. 

Young*s  Analysis  and  Solution  of  Cnbic  and  Biqua- 
dratic  £quatioD8.  1842.   12.   6«.  . 

r 

Table  dealogarithmei  den  Bombrea  d^pnia  1000  jusqji'i^ 
lOeOp.  Par  Craiiet.  in  4.  Cbes  PetisBonnier.  1842^  6 

Der  Geist  der  mathematischen  Anaijsis  und  ihr  Ver- 
b&ltttisi  anr  Schare  von  Dr.  Martin  Obm.  Auch  ala  An* 
hang  zu  seinen  veraehiedcBen  Lehrbüchern..  BerUn^ 

1842.   8.    1  Thir. 

Der  Herr  Verf.  theilt,  um  uns  hier  seiner  eignen  Worte  aaa 
der  Vorrede  an  bedienen,  in  dieaer  'Schrift  „so  kurx  als  e»  ihm 

„nur  immer  möglich  .gewesen  ist,  das  Wesen  der  Ansicliten  mit, 
„"welche  derselbe  in  seinen  Schriften  seit  1816,  besonders  aber  seit 
,,1822  gelehrt  hat  und  lehrt,  —  Ansichten,  welche  das  Glück  ge- 
„habt  haben,  in  seinen  verschiedenen  Lehrbüchern  vielfachen  Bei^ 
„fttU'zu  finden,  welche  aber  auch  vielfach  missveratanden  worden 
„find,  und  wahrscheinlich  deshalb  leichter  missverstanden  werden 
<,, konnten,  weil  ein  Lehrbuch  noch  so  manches  andfie  zu  heriick- 
„sichtigen  bat,  welches  das  Auffassen  des  Weseus  der  Sache  er> 
„achwert.  Gegenwärtige  kleine  Schrift  hetzt  voraus,  dass  der  Le- 
iser alles  Material  selbst  einschalte,  und  beschäftigt  sich  bloss  mit 
„der  Aufstellung  logisch  bestimmter,  scharfer  und  entschiedener 
„Begriffe  und  zwar  aller  derer,  uui  welche  sich  die  mathemutische 
„Analysis  hemmdreht*'  'Auf  Seite  15  suricht  sich  der  Herr  Ver^ 
über  seine  Schrift  ferner  in  folgenden  Worten  aus:  ,.Der  Verf.  ist ' 
„in  diesem  Augenblicke  überzeugt,  dass  er  seine  Ijchrbüclier  nur 
„ruhig  wirken  lassen  dürfe,  um  nach  längerer  Zeit  seine  Ansichten 
„von  den  meiste'b  Pädagogen  adoptirt  zu  sehen,  weil  sie  sich  ne* 
„benbei  (eben  wegen 'der  darin  vorwaltenden  wissenschaftlichen 
„ICinbeit)  durch  eben  so  grosse  F>infachheit  als  Bequemlichkeit  aus» 
,, zeichnen.  In  so  fern  sich  aber  Mathematiker  von  Fach,  wie  z.  B. 
„Abel  es  gewesen  ist,  mit  dem  Lesen  von  Elementar -Lehrbüchern^ 
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„auc^  wpnn  sie  in  ihnen  die  Quellen  ihrer  Klapren  *) 
„verstoptt  finden  könnten,  in  der  Regel  nicht  befassen,  so 
„versucht  es  der  Verf.  in  diesen  Bo^en  denselben  seine  Ansichten 
„auf  eine  nSglicbst  knrae  nad  fibersicbtlieha  Weise  Tor  Augen  sn 
„le&^cn,  und  zugleich  die  wichtigsten  Folgerangen  hervorzuheben, 
.»welche  sich  für  das  sichere  und  nothwendig  richtige  Arbeiten  mit 
,,uuendlichea  Ueihen  daraus  ergeben."  Diese  eignen  Worte  des 
Herrp  Verfs.  aiSssen  der  Besclrftnktheit  des  Rausis  wegen  hier 
hinreichen,  um  den  Lesern  des  Arehivs  den  Zweck,  weioben  der, 
Herr  Verf.  durch  seine  Sdirift  sn  crreicben  beabsiobtigtej  vor  die 
Augen  zu  fühcen.  ^  ' 

U  icbtig  für  die  Theorie  der  bestimaiten  Integrale  sind  die 
folgenden  uns  nenerliebst  ans  Schweden  sugekoaiieaen  Abhand- 
lungen. 

De  Seriebus  periodicts  uuctore  Adolpbo  Ferdrnando 
8van4>erg.  (Bz  Actis  Reg.  Soc.  Scient.  Opsal.)  Upsaliae. 
liB36.  4. 

Diese  Abhandlung  ist  auch  fär  Astrdnonue  von  besondenn  In- 
teresse. 

Deux  Memoires  sur  les  integrales  ddfinies  par  C  J. 
Malmst^n.  Extrait  des  Acta  Reg.  Soc  ÜpsaL  A  Upsai. 
1841.  4. 

1.  Ildaioire  snr  les  integrales 


0  1-2;» 


—  p  CO«  tat\ifix\da:       /"*  P  sin  tx  f{x)dx 
cos  tjc  +  p^       «/ 0  l—2p  cos  tx-j-p^' 


2    Memoire  snr  les  integrales  d^finies  entre  drssO  et  ^soa» 

Om  Integralen ^ ^  (i \^^*yt  Carl  J.  Malmsten.  Aus 
den  K.  V.  Acad.  Handl.  18  il. 

Theoremata  uova  de  integralibus  defioitis,  snmma- 
tione  seriernni  earnmqne  in  alias  series  transformar 

tione.  Auetore  Carol.  Job.  Mulmstcn,  Phil.  Mag.  ad  Regp. 
Acad.  llpsal.  Math,  infer.  Doc.    Ti» saline.  lS'i'2,  8. 

Wir  werden  künftig^  aus  allen  diesen  vieles  Interessante  ent- 
haltenden Abhandlungen  im  Archive  Auszüge  mittheileo. 

Disqnisitio  acadcmica,  integrationemaequationisca- 
jusdani  di  f  f  e  r  e  n  t  i  all  s  exbibens,  quam  consent,  aropl.  ord. 
philos.  Lundens.,  praeside  Carolo  Job.  Ds.  Hill,  Math., 
prof.  reg.  et  ord.^  pro  gradn  philosopbieo  pnblico  eza- 
mini  subjicit  C.  A.  Ebrensvärd.  Comes.    Lundae.  1841.  4. 

Diese  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  Integration  der  Diffe. 
rcntialgleichung  des  2ten  Grades  A{ij'dx'—a:'d^'^B(ix'-^rCfli/=fy 
wo  A=u$^-\-a,a:'-\raf,i/t  ÄÄ^o+^/^+^z/y'»  Csssc^+c^'+Cf,^ 
ist,  und  die  (^oeflicienten  .von  nnd  $f  conitant  sindt  nach  ver- 
schiedenen Methoden. 


*)  H.  veigU  hierbei  Archiv  Theil  L  Litenrlscber  Bericht  Nr.  L  S.  20. 

Gr. 
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Geometrie. 


Lehrbuch  der  Geometrie,  eDthaltend  die  ebene  Geo- 
metrie ttod  die  StereoB^trie  nefcet  ABwendaBr  der  Al- 

Jebra  auf  d'feselben.     Von  Friedrich  Prosa,  Professor 
er  Mathematik   an   der  Königlichen   |>oly technischen. 
Schule  zu  Stuttgart.    Mit  neun  Figurentafeln,  btutt- 
grart.  1842.  8.  2  Thlr. 

t)in  recht  vollständiges  in  deuflielier  DaretoHunGr,  mit  steter 
Rücksicht  auf  praktische  Anwendung  verfasstes,  and  einen  ziemlich 
grosspu  neiclidmm  einzplner  auch  vielfach  die  Praxis  berücksichti- 
gender, auch  hm  und  wieder  neue  Delationen  durbietender  Aufgaben 
ODibnIteBdea  Lcbrboeli  der  ebeneo  und  körperlieben  Geometrie, 
welches  in  feinem  Kreise  gewiss  vnrtheilhaft  wirken  wird.  BeiOD- 
dern  Fleiss  scheint  der  Verf.  mit  Recht  auf  die  für  viele  praktische 
Anwendungen  so  wichtigen  Körperberechnungen  verwandt  zu  haben« 
DaM  in  diesem  fjebrbncbe  Biebt  iHSSOBdere  ROckiiebt  auf  doscrip* 
tive  Geometrie  i^enommen  worden  ist,  wjj|^  man  seiner  sonstigen 
Anlage  nsicli  wotil  hätte  erwarten  können,  hat  seinen  Grund  jeden- 
falls darin,  das«  auf  polytechnischen  Lehranttalten  in  diesem  Theile 
der  Geometrie  mit  Recht  wohl  durdigängig  ein  besonderer  aosfnbr. 
lieber  und  in's  Kinzelne  gehender,  mit  viclfatcben  Hebungen  im 
Zeichnen  rerhundeuer  rnterricht  crtheilt  wird,  für  welchen  daher 
in  diesem  Lehrbuchc  der  Geometrie  doch  kein  hinreichendes  Mate- 
rial hätte  geliefert  werden  können»  weshalb  es  allerdings  am  besten 
wiir^  denselben  von  den  gewöhBÜelMin  ü)lementen  der  ebenen  und 
körperlichen  Geometrie  zu  trennen.  Tabellen  zur  Vergleichung 
der  Maasse  verschiedener  I. ander  und  eine  Tafel  der  specifiscbea 
Gewichte  sind  dem  Buche  beigegeben. 

^löments  de  (i4nmitri%  Bar  Engine  LioBBOt  in  4; 
Cbes  Ddxobry.  1842. 

• '  ■  * 

'Die  Lehre  tob  den  Polyedorn.  ReiB-gevmetriseb 

dargestellt  von  Dr.  Hohl,  aosserordefitlichem  Prof.  der 
Math,  an  der  Dniv.  zu  Tübingen.  Mit  11  FigBrentafolB. 
Tübingen.  1842.   8.    1  Thlr.  6  ggr.  '.  . 

Diese  8cbrtft  leistet  das,  was  ihr  Titel  yerspricht,  in  siemlicher 
Tollständigkeit.  und  verdiOBt  Lrtrern  deshalb  empfohlen  zu  werden, 
weil  sie  in  derselben  eine  grosse  Anzahl  in  verschiedenen  Schriften 
zerstreuter  Sätxe,  —  durchgängig  nach  rein  -  geometrischer  Me- 
thode, ohne  Flinmischung  des  CaIcuU,  behandelt,  —  an  einem  Oile 
boisammoB  fiadea.  Obae  des  allgoBMiBor  BokaBatoa  sb  gadoBkea 
erwähnen  wir  hier  nur  n.  A.  dio  das  GrSsste  und  Kleinste  betref- 
fenden Kigenscbaften  der  Prismen  und  Pyramiden,  wobei  der  Verf. 
Lbnilier's  bekanntes  Werk:  De  relatione  mutua  capacita- 
tis  et  termia'orBm  figararnm,  geometrioe -«oosiderata. 
Tarsavilie.  1782.  benutzt,  statt  der  zum  Theil  algobrbischoB 
Beweise  aber  geometrische  subslituirt  hat;  die  I^ehre  von  den  archi- 
medischen Poijedero  mit  zweierlei  und  dreierlei  Seitenflächen;  <^ie 
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Lehre  vom  rhombischen  Dodekaeder  und  rhombischen  Triakontae- 
der;  den  für  den  in  EucHd's  Definition  congrucnter  Polyeder  ent- 
haltenen Lehrsatz,  dass  nämlich  ^wei  coovexe  Poljeder  con^^rueDt 
sind,  d.h.  snr  Deckung  gebracbt  werden  können,  wenn  ne  von 
lauter  congrnenten  Figuren  in  ||:leieher  Aafeinaoderfel^e  einge- 
schlossen worden,  von  Cauchy  gegebenen  höchst  sinnreichen  Be- 
weis; u.  8.  w.  Das«  die  Fälle  der  Congruenz  und  Symmelrie  ge« 
httriff,  nntenchieden,  nnd  iMae»  keaanden  katvaehtet  wardan  aiad, 
Tardiant  aekliaMlick  kiar  aock  nach  hasondan  kerrargekakan  zn 
worden^ 

Probl^mes  de  g^ometrie  et  de  trigonom^tria  raeti«* 
ligne  et  sph^rique  arac  las  aalnfioBa«  par  Ritt,  t  ddit 
Paria.  18^  S.  5  Fr. 

Application  de  l'algebre  a  la  geometrie,  suivic  de  la 
diaenaaian  daa  aairkaa  pa^  Jacak.    2  vala.  8.. 
S^TUr. 


Praktische  Geometrie. 


Daa  Aufnehmen  des  Terrains  und  dessen  Darstellung 
dnrefc  Prbjaetian  karixantaler  FUekan,  snnäehat  ffir 

den  Unterrickt  an  Militair-Biidungaanatalten  und  zur 

Selbstbelehrung  bearbeitet  von  Aug.  v.  Scheie,  Haupt- 
mann im  Königl.  wiirtemb.  Generalstab.  Mit  18  lithogr. 
Tafeln.    Stuttgart.  1842.   8.   2  Tblr.  12  ggr. 

,  Dieses  Buch  enthält  eine  recht  gute  und  deutliche  Anweisung 
zu  topographischen  Aufnahmen,  mit  besonderer  Rücksicht  nuf  mili- 
tairische  Zwecke.  Vorzüglich  ist,  wie  es  recht  war,  der  Gebruuch 
des  Messtiscbes  gelehrt  worden ,  wubei  jedoch  auch  die  übrigen 
jbistniaiettta,  insMsondera  Banasala  nad  Krenssckeiba,  niekt  gana 
unkerücksichtigt  gebliehen  sind.  Dass  neben  den  übrigen  gewöhn- 
liehen  mit  dem  Messtischc  aufzulösenden  Ü^lemcntar- Aufguben  das  . 
sogenannte  Rückwärtseinschneiden  nicht  fehlt,  versteht  sich  von 
aafast.  Ton  den  Tamekiadanen  zur  Aalösnng  dieser  wiekügen  vnd 
sekünen  Aufgabe  in  Vorschlag  gebrockteo  Mathadan  kat  der  Verf. 
nur  die  Lehmann 'sehe  mittelst  der  soffcnannten  fehlerzcigenden 
Dreiecke  aufgenommen,  welche  allerdings  auch  nach  unserer  aus 
Brfakmng  entsprungenen  Oeberzeugung  in  der  Praxis  die  meisten 
Vortheile  gewälirt,  obgleiek  sia  aigenuiek  nnr  äae  Näherungsme- 
thode ist.  Dessenungeachtet  möchte  es  aber  namentlich  für  den 
Unterricht  zweckmässig  und  für  viele  Leser  interessant  und  beleh- 
rend gewesen  sein,  wenn  der  \erf.  auch  auf  einige  andere  Metho-  , 
dan  gebübraada  Riekaiakt  genaaunfla  kltta>  iaabasaadara  ant  dia 
yon  Bohnen  berge  r  angegebenen,  von  denen  übrigens  die  eine 
auch  eigentlich  nur  eine  Näherungsmethode  ist,  welche  sich  aber, 
wenn  ihrer  Anwendung  in  der  Praxis  allerdings  auch  zuweileii 
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Hindernisse  in  den  Weg  treten ,  doch  häufig  mit  beBOBderef  Ele- 
ganz mittelst  des  Messtiscbes  in  Ausführung  bringen  lassen,  und 
nach  unserer  Erfahrung  naiiientlich  von  den  befähigtem  Zubörera 
ioMier-  mit  beiMMlerak  IntcfeBM  anfgenoniMeii  werde».  TsfelD.  snr 
Tergleicbung  der  Maasse  sind  auch  -beigegebeD.  Hit  besonder 
rer  Ausfiibrliebkeit  verbreitet  sich  die  vorliegende  Schrift  über 
das  topographische  Zeichnen,  -wobei  der-  Verf.  ganz  Leb  mann 
folgt,  and  eS'SiBd  zugleich  eine  grössere  Ansebl  recht  gut  ange* 
fiihrter  lithograpbirter  Tafeln  beigegeben,  die,  wie  wir  glauben, 
zweckmässige  als  Vorlegeblättcr  bei'm  Unterrichte  im  Zeichnen  ge- 
braucht werden  können.  In  dieser  Beziehung  verdient  daher  das 
Toriiegeade  Buch  yorzügHch  bei  dem  hohen  Preise  des  bekann- 
ten .Lehmann^schen  Werkes,  für  diejenigen,  welche  sich  eine  hin* 
reichende  Kenntniss  der  LehnaaB^Maea  Matbode  enrerbeB  Wollen» 
noch  besondere  fimpfehlODg. 

Trait^  d*ar^age  et  de  m^trage.-  Par'Croisati  in  12w 
Chas  Fe'tisaonnier.  18421.  1  Fr.  S  i.  : 

Practical  Geodesj,  conprising  Chain  Survejing,  the 
Uaa  of  Sorveying  Inetmarants,  together  with  LeTelling, 
aad  Trigonometrical,  Mining,  and  Maritime  Surveyitig. 
Adapted  to  tbe  use  of  Land-Surve yors,  and  for  Studcnts 
in  Civil^  Military,  and  Naval  £ngin«ering.  Bj  3utler 
Williamr,  d  B.  F.  6.  8.  Profeaaor  Aaodeiy  in  tha  Col- 
lage for  Civil  Bngineers,  London.  IM^.  S. «  with  nnma» 
rona  lUaatratiaiia.  12  i.  Ö  d. 


Praktische  SfechaiiÜL. 


Cours  dl^mentnirc  de  M^canique  induatriolle  oar  Ja* 
rie«.  2  voU  et  Atlas.  8.   1842.  5^  Xhlr.  .. 

\ 

Theorie  g^ometriaue  dea  engrena^es  par  OliTier) 
avee  4  pUnchee.  4.  1842.  4  Thir. 


Astronomie. 


Leichtfassliche  Vorlesungen  über  Astronomie  für 
jene,  denen  es  an  mathematischen  Vorken  ntnissen  fehlt. 
Von  August  Rnnaek,  Doctor  der  Phil.i  ord.  öffentl.  Prof. 
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der  Physik  und  angewandten  MatLnraalik  an  der  Udit* 
in  Lemberg.   Wien.  1842.   8.    1  Tlilr.  16  ggr. 

Der  Zweck  dieses  zwar  nur  kurzen,  aber  deutlich  Terfiissten 
fMipnlttren  Lehrbuchs  der  Astronomie  ist  durch  seiaen  Titel  hin- 
reiciicnd  liczf ichuet.  Die  Vorrede  bfg'irint  der  Verf.  mit  den  fol- 
genden scliünen  Worten  Jean  l'iturs  aus  der  Levann.  ,,Ich 
verarg'  es  euero  Eltern,  dass  sie  euch  nicht  Astronomie  lernen 
g^liesseo,  sie,  die  dem  Menscheo  ein  erhabenes  Hen  giebt,  md  ein 
«^nge*  das  über  die  Erde  hinaus  reicht,  und  Flügel,  die  in  die 
„Uhermesslichkeit  heben,  und  Kinen  Gott,  der  nicht  endlich,  son- 
„dern  uueodlich  ist.*'.  Angehängt  dem  aus  23  Vorlesungen  be- 
ätabenden  Werke  sind  einige  aritbnetisehe  nad  geometritcbe  Be- 
griffe «nd  Satie,  und  einige  trigonometrische  Betrachtungen  über 
I'arallaxe,  Aberration,  Berechnung  der  Länge  der  Tage  und  Nackte, 
der  Dauer  der  Dämmerung^  u.  s.  w.  ' 

Brliuterungen  zu  J.  J.  y.  Littrow's  Vorlesungen  üker 
Astronomie  (Vitien  1830  bei  J.  G.  Ueubner)  von  C.  L.  v. 
Littrow,  Adjuncten  an  der  Sternwarte  der  K.  k.  Univer- 
sität zu  Wien,  n,  s.  w.  Aiit  5  lithograph ir ten  Tafeln. 
Wien.  1842.   8.   l  Thlr. 

Diese  Krläuteninsren  zu  .1.  J.  v.  Littrow's  bekannten  Vorle- 
sungen über  Astronomie,  von  denen  (oder  von  der  theoretischen 
und  praktischea  Astronomie  desselben  Vei^f^.  Wien  1821—1827), 
wie  wir.  ans  der  Vorrede  «u  den  KrISvterungen  an  unserer  Freude 
ersehen,  auf  Sir  John  HerschePs  Veranlassung  bald  eine  engli- 
sche Uebersetzung  erscheinen  wird,  werden  minder  geübten  I^escrn 
des  genuuuten  in  mehrfacher  Beziehung  ausgezeichneten  Werkes, 
wegen  der  Kfirxe  der  Darstellung  an  den  meisten  Orten*  in  dem« 
selben,  gewiss  sehr  willkommen  sein,  und  zwar  um  so  mehr,  weil 
Herr  C.  Ij.  v.  Uttrow  auch  mehrere  werthvolle  Zusätze  zu  dem- 
selben,^ wohin  wir  z.  B.  auf  S.  112 — 117  Jvory's  von  den  Frin- 
cipten  der  Wahrscbeinliehkelfsrecbnnng  unabhängige,  und  so^aeli 
für  erste  Anfänger  recht  wöhl  geeignete  Darstellung  derflethode 
der  kleinsten  Quadrate  rechnen,  geliefert,  und  an  mehreren  Orten 
veränderte  Darsteirungen,  wie  z.  B.  bei  der  Bestimmung  der  Fehler 
des  Theodoliten  auf  §.  187  — 190,  eingeschaltet  hat.  Mit  kindlicher 
Pietät  hat  Herr  C.  L.  v.  Littrow  seine  empfehlenswerthe  Schrift 
dem  Andenken  seines  der  Wisscfischaff  und  den  Seinigen  leider  zu 
früh  entrissenen,  in  so  vielen  Lteziehungcn  ausgezeichneten  und 
verdienten  Vaters  gewidmet,  auf  dessen  in  den  Annalen  der  Wie- 
uer  Sternwarte  für  1841  äieb  findende  Lebendbetchieibung  wir  die 
Leter  hier  noeh  beiondera  aafiaerksaoi  «acbeo. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  '  Nach  dem  Be- 
fiehle  Seiucir  k.  Je.  Majestät  auf^öffentliehe  Kosteu  her*, 
ausgegeben  tou  C.  L.  Edlen  von  Littrow,  Adjuncten  an 

der  k.  k.  Sternwarte,  Doctor  der  Philosophie,  der  phi- 
losopiiischeo  Facultät  zu  Wien  und  mehrerer  gelehrter 
Gesellschaften  Mitgliede.  Bin  und  zwanzigster  Theil. 
Neuer  Folge  Erster  Band,  Mit  einer  llthogcafkirteii 
Tafel.    Wien.  1841.  4. 

Diesen  ersten  Band  der  neuen  Folge  der  treffliclien  Annalen 
der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien,  die,  weil  von  ihaeu  uur  150  b)xem- 
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plare  gedruckt  werden,  nicbt  in  die  Qäude  vieler  Leser  kommea 
köüueu,  uod  daher,  so  -wie  überhaupt  ihrer  Wichtigkeit  für  die 
WitMBSehaft  wegen,  in  diesen^  Archive  jedeafdlh  eise  «Hsfubr* 
ltdiere  -Anzeige  verdienen ,  eröffnet  mit  Recht  dtn  Lebenebeschrei« 
bung  des  ISegründcrs  dieses  Werkes  und  der  neuen  Wiener  Stern- 
warte, des  der  W^isaeuschaft  leider  zu  früh  entriaaenen  «I.  J.  von 
Littrow.  '  * 

Joseph  Johann  Edler  von  Littrow  wurde  geboren  zu 
Bischof- Teinitz  in  Bühmen,  am  13teu  März  1781,  iu  derselben 
iStuode,  wo  Herschel  den  Urunus  entdeckte.  Sein  Vater  lebt 
noch  gegenwärtig  als  Kaufniunn  daselbst,  seine  Voreltern  stummen 
•iis  Liefand.  ^  Nach  fait  fortdnaernder  Kränkliehkeit  in  den  drei 
ersten  Lebensjahren  bezos;  er  mit  dem  fünften  Jahre  die  Schule 
•einer  Geburtsstadt,  und  l«>ii;tc  schon  hier  den  Grund  zu  der  Ele- 

•  ,  ganz  des  Stils,  die  späierhiu  alle  seine  Schriften  so  sehr  auszeich- 
.  .BMe.  Noch  Vollepdunfc  dieses  Cnrsns  beaftditifften  sich  reliiriSs« 
Zweifel  des  neBijährigeu  Knaben,  din  njir  erst  dann  wieder  eine« 
ruhigen  Gemüthszustaode  Kaum  Hessen,  als  er  im  Jahre  1794  das  . 
G^'mnasium  zu  l*raff  bezogt  auf  welchem  er  sich  vorzugsweise«  mit 
dem  Stadium  der  ilassiker  beschäftigte.    Nachdem  er  die  Univer» 
sität  zu  Prag  bezogen,  seblons  er  sich  besonders  an  den  Aestheti-  ' 
ker  A.  G.  iMeissner  an,  und  beschäftigte  sich  in  freien  Stunden^ 
mit  dem  Studium  der  griechischen  IJterutur  upd  der  Mathematik. 

/  Im  Jahre  1800  versuchte  er  sich  zum  ersten  Alale  als  Schriftsteller, 
und  ^ab  unter  dem  Titel:  Propyläen  eine  Zeltsehrifil .hei|iHB,  din 
nbcr  im  folgenden  Juhre  Aviedor  einging,  weil  er  in  die  sogenanota  »  ' 
Lcjiion,  einem  vom  Erzherzog  Carl  errichteten  militärischen  Corps 
von  2200  Mann,  eintrat.  Nachdem  nach  geschlossenem  Frieden  die 
Legion  aufgelöst 'worden  war,  l&obrte  Littrow  sn  den  Studien 
zurück,  und  beschäftigte  sich  nach  und  nach  mit  den  verschieden- 
artigsten Wissenschaften,  bis  er  im  Jahre  1803  die  Erziehung  der 
beiden  Grafen  R^nard,  aus  dem  berühmten  Hause  Colonna, 
dan  dem  römischen  Stuhle  mehrere  Päpste  gegeben  hattOj  anf  de* 
ren  Gütern  in  Schlesien  übernahm,  wo  er  zuerst  g»nz  der  schönen 
Literatur,  später  aber  ausschliesslich  der  Aluthemutik  und  Astrono- 
mie lebte,  in  weichen  letztem  Wissenschaften  er  ganz  Autudidact 
"War.  Im  Jahre  1807  wurde  er  in  Folge  eines  schrittlichon  Concurs- 
Blaborutes  zum  Professor  der  Astronomie  an  der  Oniversität  Krakav 
ernannt,  und  nahm  hier  die  Namen  Joseph  Johann  an,  weil  er  ^ 
durch  die  früher  geführten  Namen  Joseph  Samuel  in  den  An-^ 
schein,  der  jüdischen  Religion  anzugehören,  gerathen  war,  und  r 
ileb  vor  seiner  Anstellung  erst  arkiindlicb  als  katholisch  hatte  aut- 
weisen müssen.  ^u;;leich  änderte  er  Keinen  Zunamen,  der  ursprüng- 
lich Lyttroff  geschrieben  worden  war,  in  Littrow  um.  In  Kra- 
kau verband  er  sich  mit  Caroline  von  Ullrichsthäl,  aus  w^U 
eher  im  Jabto  1833  durch  ^len  Tod  der  Gattinn  getrennten  glttek- 
lieben  Ehe  ihm  eine  zahlreiche  Nachkommenschoft  hervorgin|^,  von 
welcher  noch  fünf  Söhne  am  Leben  sind.  Im  Jahre  1S09  ging  er, 
einem  Rufe  des  damaligen  kaiserl.  russ.  Minister  de.«  Cultus,  Grafen 
Eazamowsky,  folgend,  als  Professor  der  theoretisebeB  Astrono- 
mie nach  Kasan,  nahm  im  Jahre  1816  seinen  Abschied,  um  einem 
Rufe  an  die  eben  vollendete  Sternwarte  auf  dem  Bloksberge  hei 
Ofen  zu  folgen,  und  vertauschte  im  Jahre  1819  diese  Stelle  mit  der 
dmwb  Triesnecker '  s  Tod  (1817)  erledigten  Stelle  des  Directors  der 
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Sternwarte  und  Professors  der  Astronomie  an  der  Universität  za 
Wien,  welche  er  bis  zu  seinem,  als  Folc;c  einer  beftiffen  Bauchfell* 
und  LebereDizüoduog,  die  bald  in  ein  gicbtisches  Fieber  übergiofi^» 
am  SOsten  November  1840  gegen  4^-  Dbr  MoTg%w  erfolgten  Tode 

bekleidete. 

Dies  ist  der  kurze  Abriss  der  äussern  Lebeusumstiinde  eines 
Gelehrten,  welcher,  wie  von  Allen,  die  ihn  persönlich  zu  kennen 
dat  QVktk  batteoi,  einstinmiff  Teraiebert  wird,  aacb  durch  eiaeo 
edlen  .  und  liebenswürdigen  Uharacter  im  höchsten  Grade  ausge- 
zeichnet war.  Was  ihm  die  Wissenschaft  verdankt,  ist  bekannt 
genug,  und  würde,  um  es  weiter  aus  einander  zu  setzen,  hier  zu 
Tiel  Kvnm  erfordern.  Als  eben  ao  bekannt  daif  roranaffesehtt  werw 
den,  duss  ihm  die  Wieoer  l^teniwarte  ganz  ihre  jetzige  Gestalt, 
und  deren  Annalen,  von  welchen  er  zwanzig  Tbeile  tbeils  in  Ver- 
bioduoff  mit  L.  IVlayer,  tbeils  in  Verbindung  mit  C.  L.  v.  Lit- 
tfOW  herausgab,  ihre  Begründung  verdanken. 

Ein  vollständiges  Verseichniss  der  von  Littrow  herausgegeben 
nen  grössern,  selbststSttdigen  ikArtften  ist  seiner  Biographie  9m 
Schlüsse  beigegeben. 

Auf  J.  J.  v.  I^ittrow's  Lebensbeschreibung  folgt  eiae  Abbaad- 
Inng  über  die  geograpblsebe  Position  der  neuen  Stern- 
warte des  k.  k.  Marine-Collegiums  zu  Venedig  von  B.  L. 
yon  Wü  Ilerstorf-Urbair,  k.  k.  Linicnscbiffs-Fäbnricb- 

Die  neue  Sternwarte  des  k.  k.  Marine-Collegiums  zu  Venedig;, 
dnrch  ^eren  Brriehtung  die  dsterreicbiteb«  Regierang  siebtem 
neaes  Verdienst  um  die  Astronomie  erworben  hat,  trat  mit  An- 
fange des  Frühjahrs  18i0  io's  Leben,  und  wurde  der  Direction  des 
Herrn  Linienscbiils  -  Fähnrich  B.  L.  von  WüUerstorf,  eines 
dnrcb  Kenntnisse  und  Tbätigkeit  gleich  avsgexeichaeten  Offiders, 
anvertraut.  Diese  Sternwarte,  von  welcher  in  den  Annaleo  auf 
S.  Xill  auch  eine  Abbildung  geliefert  worden  ist,  bat  den  doppel- 
ten Zweck,  tbeils  den  Zöglingen  der  k.  k.  Marine  Gelegenheit  zu 
besonderer  Ausbildung  in  der  Astronomie  zu  geben,  tbeils  der 
netiven  Marine  einen  ßxen  Ort  -nur  Vergleichung  ihrer  Chronome- 
ter und  Aufbewahrung  ihrer  sonstigen  nautisch  -  astronomischen 
Instrumente  zu  verschallen.  Nach  Herrn  von  Wü  11  erstor f's  Bc- 
atiuiuiun^  ist  für  die  neue  k.  k.  Marine >  Sternwarte  zu  Venedig: 

üestliche  Länge  von  Paris  in  Bogen  10".   0'.  59^ 

.  in  Zeit      0*.  40««.  3',93; 

Nördliche  Breite  45«.  2^'.  49%5. 

Hierauf,  folgt  eine  interessante  Relation  des  jetzigen  Herrn 
Herausgebers  der  Annalen:  Ueber  den  Zustand  der  prakti- 
schen Astronomie  in  Italien,  wovon  jedoch  die. Stern wurteo 
an  Palermo,  Mailand  und  Modena,  die  der  Heran8|^er  nicht  ddrek 
eigae  Anschanung  kennen  sii  lernen  Gelegenheit  hatte,  ansgn« 
schlössen  siud.  ' 

Höhe  von  Wien  über  dem  adriatiscben  Meere.  Der 
Fundamentalpunkt  für  die  Meereshöbe  Wiens  ist  die  Uhrzeiger^ 
A^e  oder  der  Uhrblatt- Mittelpunkt  dos  St.  Stephansthurms.  Die 
Höhe  dieses  Punktes  über  dem  adriatiscben  Meere  ist  (riüfonomc- 
triscb  auf  drei  Linien^  deren  eine  von  Aquilen,  eine  zweite  von 
^Triest,  eine  dritte  von  Fiume  bis  Wien  geiubrt  wurde,  mit 
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^aer  merkwürdiffen  UebereiDstimmuDK  zu  127,78  Wiener  Klaftern 

Jeine  Wiener  Khifter  s  1,8966138  Meter)  bestimmt  worden,  so 
lam  Wien  jedenfalls  als  einer  derjenigen  Punkte  betrachtet  wer- 
den muss,  doren  Meeresbölie  am  Genauesten  bestimmt  ist.  Die 
^Rleeresböhe   des  mittlem  Spiej^els  der  Donau  ist  81,10  Wiener 
.  Klaftern,  die  Meeresböbe  des  Xullpunkts  am  Mitteipfeiler  der  Frao- 
sensbriicke  ist  80,43  Wiener  l&laftem. 

Höbe  des  Ilerrinan  nskogel.  Leopolds-  und  Kahlen* 
berges  über  dem  adriatischen  Meere,  ans  bntometrischett 
Messungen.    Von  F.  C.  Hallascbka. 

Horitont  der  Leopoldskirehe  anf  de*  Leopoldsberge  über  den 

adriatischen  Meere  217,907  Par.  Klaftern; 
Hübe  des  Hermaonsko£f^el  über  dem  adriatischen  Bleere  270,201 
Par.  Klaftern  i 

Böbe'dea  Josephsbefgi  fiber  den  ndrinttsehen 'Meere  231,877 
'     Par.  Klaftern. 

Vorschlag  eines  neuen  Fernrohr  -  Micrometers  mit 
hellen  Linien  und  Punkten  im  dunkeln  Gesichtsfelde. 
Von  Simon  Stampfer,  Prof.  der  prakt.  Geom.  am  k.  k.  po- 
lytecbn.  Institute  in  Wien. 

Beiträge  nur  nautischen  Astronomie  von  C,  L.  v. 
Littrow.  '  ' 

I.  Heber  ein  Mittel,  die  Breitenbestimmuog  zu  er- 
leichtern, '  nnd  ungleich  nfthernngsweise  die  Zeit 
zu  bestimmen. 

II.  Ueber  die  Genauigkeit  der  gebräncblichsteii  Orts* 
bestimmungenzurSee.  ^ 

IIL  Uebefy  die  unmittelbare  Verbindling  bei  fahrendem 

Schiffe  angestellter  Beobachtungen. 

Auszüge  aus  den  beiden  letzten  bemerkenswerthen  Aufsätzen 
der  Herren  Stampfer  und  C.  L.  v.  Littrow,  die  in  diesem  lite- 
inrisehen  Berichte  einen  cu  grossen. Enum  in  Anspruch  nehmen 
und  dessen  Zwecke  entgegen  sein  wi(rden,  werden  wir  uach  und 
Mch  unter  den  Miscellcn  geben. 

Resultate  der  Planetcnbeobachtungen  im  Jahre  1840. 

Beobachtungen  des  Mondes  und  von  Mondsteruen 
im  Jahre  1840. 

Beobachtete  S  ternbedcekung-en  bis  Ende  1841. 

Son  n  eu  fi  Q  8 1  e  r  n  i  SS  des  18ten  Juli  1841. 

Beobachtungen  um  Meridiaukreise  vom  21.  Januar 
bis  20.  September  1836..  • 

Uebersicht  der  mete^rologiichen  Beobaehtungeu 
von  1S40  und  1841. 

Für  1840  ist 

mittlere  Barometerhöhe  bei  0«  R^annyur  S7'',527  Pnr.  Iii. 
mittlere  T^mpemtnr  -i-tt*,87,R. 
Für  1841  ist 

mittlere  Bnrometerb9he  bdl  0«  Rdnnmnr  2!7^901  Pnr.  H. 

mittlere  Temperatur  -|- 8^,53  R.  • 

Stnud  des  Barometers  Über  dem  mittlem  Spiegel  der  Donau  101,7 
Wieuer  Fum.  Als  mittlen  Jnhrestemperatnr  von,  Wien  giebt  der 
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Uerr  Herausgeber  iiu  Aligemeinen  +8*^,46  B.  ao,  so  dass  also 
in  Jahre  1840  die  Jabrestenperatar  l'',59  oater  der  anittlern  geblie- 
ben ist,  eine  Aliweieboofr,  die  seit  1775  nar  tod  dem  Jahre  1^^, 

"WO  sie  — S^'  ^T  betrug,  üherJrotVen  wurdo. 

Den  Scliluss  dieses  Bandes  der  Annalen  machen: 

Uülfstat'el  D  für  die  Wiener  Aitern  warte.  Zusammeu« 

gestellt  im  Jabre  1842; 

wobei  wir  bemerken ,  dass  der  Herr  Heraiistreber  es  sich  zum  Ge- 
setz gemacht  hat,  diese  Ilültstat'eln  alle  fünf  J.ihre  erscheinen  zu 
lassen,  um  das  Publikum  suwuhl  vun  der  Art,  wie  auf  der  Wiener 
'Sterawarte  die  RechnoDgeit  aasgefuhrt  werdeo,  sa  naterriehteo,  ala 
auch  iu  den  Stand  zu  aetseo,  weitere  ReductioDen  vorzuaehinen, 
eine  Eiorichtuog,  die  gemsa  aUgemeiaer  nachgeahnit  an  werden 
verdient.  •  ' 

Ans  der  obigen  Relation  werden  die  Leser  den  in  so  Tielen 
Beziehungen  interessanten  und  wichtigen  Inhalt  des  vorliegenden 
neuesten  Bandes  der  Annalen  der  Wiener  Sternwarte  erkennen, 
und  es  uns  gewiss  Dank  wissen,  wenn  wir,  wie  schon  oben  ver- 
sprochen worden  ist,  künftig  unter  den  Hiscelleu  weitere  Mittbei- 
lungen  ans  denselben  machen. 

karte  der  totalen  S  o  n  n  c  n  f  i  n  s  te  rn  i  ss  am  8.  Juli  1842 
nach  J.  U.  W.  Lehmann  für  die  östreichische  Monarchie 
entworfen  von  €.  L.  Littrow.  Verlag  der  lithographi- 
SicheD  Anntalt  des  Ludwig  Mohn  in  Wien. 


Physik* 


Anfangsgründe  der  Naturleb re  mit  logischen,  aritb- 
metischen  und  geometrischen  Vorbereitungslehren  für 
angehende  Tbif^rärste  ntfd  Oekonomeo.  Von  Anton  L. 
Buch  in  ii  Her.   Zweite  verbesserte  Auflage.   Wien.  1842^ 

8.   2  Thir. 

Wo  sich  zu  Anwendungen  physikalischer  Lehren  in  Bezug  auf 
den  speciellen  Zweck,  welclien  dieses  Buch  sfl  erreichen  sucht» 

Gelegenheit  darbot,  bat  der  Verf.  dieselbe  immer  beuntat,  und  wir 
braueben  wohl  nicbt  erst  zu  erinnern,  dass  dies  u.  A.  in  der  Lehre 
vom  Hebel  ip  Bezug  auf  die  Wirkung  der  Muskeln,  in  der  Lehre 
von  den  Haarröhrchen,  in  der  Lehre  von  der  Wärme,  in  der  I^ehre 
vom  Schall,  in  der  Lehre  vom  Lichte,  u.  s.  w.  der  Fall  gewesen  ist. 
Als  ganz  sjieciell  auf  den  Zweck  des  Buchs  Bezug  habend  erwäh- 
nen wir  die  Beschreibung  und  Abbildung  einer  eigenthümlichen  Be- 
Schlagmaschine  in  §.247.  und  Fig. 210..  Der  Vortrag  ist  ans  überall 
deutlich  und  dem  beabsichtigten  Zwecke  eatsfirecheuii  erschienen,  in 
Bezug  auf  welchen  gewiss  auch  die  vorausg^cscbickten  allerdings  nur 
höchst  elementaren,  logiseben,  aritbuietlächen  und  geometrischen 
Vorhereitungslehren  ganz  an  ihrem  Orte  sind.  Duss  sich  das  Buch 
iiherhanpt  nur  In  dem  Kieaae  der  ersten  Elemente  hMt,  hnucht  wobl 
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kaum  Doch  besonders  eriauert  zu  werdeu;  jcdcofalls  aber  ist  es  cr- 
freulicb  zu  sehen,  wie  sich  die  Auwendung  der  Naturlebre  immer 
melir  und  mehr  in  sehr  verschiedeneu  Kreisen  und  nach  scbr  ver- 
schiedenen Richtungen  bin  geltend  macht,  und  >vie  die  hohe  Wich- 
tigkeit der  Kenutniss  der  iiuu|jtgesetze  der  Physik  nach  und  nach 
immer  allgemeiner  erkannt  wird.  Das  Buch  kann,  wie  es  uns 
scheint,  auch  landwirthsch.iftlicheu  Lehrunstaltcu  zur  Beachtunt^ 
empfohlen  werden. 

Lettres  de  L.  Eulcr  a  une  princcssc  d'Allcmagne  sur 
divers  sujcts  de  physique  et  de  philosopbie,  prccedees 
de  l'Eloge  d'E^uler  par  Condorcet  et  annotces  par  Cour> 
u«t.    2  vols.    8.    Paris.  1842.    ^  Thir. 

Jedenfalls  ist  es  erfreulich  zu  sehen,  wie  alle  Schriften  des 
grossen  Leonhard  Euler  auch  jetzt  immer  noch  fortwirken  nod 
neu  herausgegeben  werdeu. 

The  Hand-Book  of  Natural  Phenomena,  containiog 
füll  Accounts  ofthe  following  Natural  Appearanccs:  — 
Aurora  Boroalis,  Changes  in  the  Weather,  Cliuiates^ 
Clouds,  Comets,  Dcw,  Eartbquakes,  Eclipses,  Fixcd 
Stars,  Frost,  Hail,  Ice,  Lakes,  Lightning,  Meteorites, 
Mirage,  Aloon,  Mountains,  Nchulae,  Phosphoresccnce  of 
the  8ea,  Planets,  Rain,  Rainbow,  Refraction,  Rivers, 
Seasons,  Shooting,  Stars,  Snow,  Springs,  Summer  Eve- 
ning  Lightning,  Thunder,  Twiligh,t,  Valleys,  Volca- 
noes^  Winds,  etc.  etc.   1842.    1  s. 

Om  fluiders  rörelse;  af  A.  F.  Svanberg. 

Uebcr  die  Theorie  des  Lichtes.  Nach  einem  litho- 
grnphirten  Memoire  des  Freiherrn  Augustiufjuis  Ca ucby 
frei  bearbeitet  von  Franz  Xaver  Moth,  k.  k.  Prof  am 
Lyceum  zu  Linz.    Wien.  1842.    8.    l  Thlr. 

Herr  Prof.  Moth  hat  sich  durch  die  Uebcrsetzung  des  in  Rede 
stehenden  nur  in  sehr  wenigt^n  Exemplaren  vorhandenen  litbogra- 
phirten  Menioires  von  Ca  u  c  iiy  jedenfalls  ein  hesondercs  Verdienst 
erworben,  weil  dasselbe  bis  jetzt  gewiss  vielen  Mathematikern  und 
Physikern  ganz  unbekannt  geblieben  ist.  Dieses  Memoire  enthält  eine 
kurze  Darstellung  der  allgemeinen  Gleichungen,  welche  die  Grund- 
lage zu  allen  Untersuchungen  über  die  besondern  Phänomene  des 
Lichtes  ausmachen,  und  giebt  eine  gedrängte  Zusammenstellung 
der  Methoden  und  Resultate,  auf  welche  Caucliy  in  seinen  Unter- 
suchungen über  die  Theorie  des  Lichtes  gekommen  ist.  Durch 
viele  ganz  zweckmässig  gleich  in  den  Text  "eingeschaltete  Erläute- 
rungen ist  der  Herr  Uebersetzer  den  in  der  Auulysis  weniger  Ge- 
übten sehr  zu  Hülfe  gekommen,  wozu  auch  insbesondere  Abschnitt  1. 
Ueber  die  Summen,  welche  durch  Additiun  ähnlicher  Functionen 
der  Coordinaten  der  verschiedenen  Punkte  gebildet  werden.  Ab- 
schnitt II.  Ueber  die  Flächen  der  zweiten  Ordnung.  Abschnitt  Hl. 
Ueber  die  Bedingungen,  welche  sich  auf  die  Gräuzcn  eines  Kör- 
pers oder  eines  Systems  von  Moleculen  beziehen  und  der  Anhanir 
zum  sechsten  Abschnitte:  Ueber  deu  Gebrauch  der  symbolischen 
Formen  in  der  An^lysis,  viel  beitragen  werden. 
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